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L.S TOPOLOGIES FINIES

I ~ INTRODUCTION

1z topologie usuelle de l'espace euclidien est, vraisemblable—
ment, beaucoué plus fine qu'il n'est réellement nécessalre pour for-
maliser de manidre adéquate la descriptidn.des 0bjet$»physiques.tels-
qu'on peut les atteindre (ou lés définir) & partir, par exemple, des
manipulations effectudes & l‘aidé de l'anélyseur»dé textures. Cét,
exceés de richesse, qui pourrait passer pourfuﬁ avantage, est en fait
aussi une source d'lnconVenlents sérieux, dans la mesure ou elle fait
surgir et obllge 4 résoudre toute une série de problemes concurnant
la'théorie mathématique_des ensembles aléatgires, probléemes auxquelS'
rien ne correspond dans la réalité physique, et qui sbnt donc; en
un sens, des pseudo- problemes. De 1la l'1dee de munir B. d'une topo-
logie plus gr0381ere, mieux adaptee a la nature des obgeus et des

opérations physigues gue nous avons en vue.

Si ég de31gne la classe des ouverts de " (pour la topologie
euclldlenne habltuelle) ou, plus generalement d‘une topologie 1CD
sur un ensemble E, une topologle moins fine sera deflnle par une
sous—classe T c g? stable pour l'lnberuectlon finie et la rdéunion in-
finie. bn fait, dans ce qui suit, nous nous intéresserons surtout au
cas ol % est stable pour la réunion et 1l'intersection infinies,
et nous dirons gqu'une topologie G pbssédant cette prooriété est

une topologie finie. Pour tout x € E, nous poserons :

(1) v(x) =N{rT:TeB, T>x}



si ?» est stable pour 1'intersection infinie, on a y(x)we 43;—
Inversement, si y(x) est un ouvert de % poﬁr tout x ¢ E, % est -
stable pour l'intersection infinie. En effet, soit T = roi pour
une famille {T,, 1 € I} c %, et x € T. Il résulte de (1) que 1l'on
a Y(x) e T, et T est un B-voisinage de tout x € T, donc T € €.

Autrement dit : une topologie % est finie si et seulement si tous

-

point x admet un plus petit voisinage y(x) € &.

Une topologie.finie ne peut pas &étre ééparée. En ecffet, si Y(x)
= E pour tout x € B, & est la topoiogie'grOSSiére.'Si v(x) # E,
soit y € 9y(x) un point de la frontidére de y(x). Comme 7(y) est ou~-
vert et iencontré y(x), on a y(x) N y(y) # &, de sorte que x et y
n'admettent pas de voisinages diéjoints (et_d'autre parf y # x puis-

que ¥ £ v(x)).

Un exemple simple de topologie finie est fourni par la donnde
d'un graphe dans le;plan éuclidien, c'ést-a—dire une partition de
m2 en classes d'équivalence qui sont soit des points isoléds (sommefs)
soit des arétes (ouvertes, i.e. extrémitds exclues) soit enfin des
faces: (ouvertes). Si x est dans une face ouverte Py, y(x) = F. 81 x
appaftient a une aréte ouverte 4, y(x) est la réunion dé.A et des
deux faces ouvertes adjacentes. Si enfin x»est un sommet, y(x) est
la réunicn de x avec les arctes ouvertes et les faces ocuvertes adja-—
centes a x. Pour la topologie f% ainsi définie, uh point x ne consti-
tue-un ensemble fermé que si x est un sommet. Ia B —fermeture @(x)
de {x} est la fermeture pour é? de la classe d'équivalence de x,
c'est—é—diré une arete fermée si x appartient a une ardte ouverﬁe,

et une face fermée si x appartient a une face ouverte.

s

Bien qu'il existe des topologies finies sur Bg qui ne scient pas



homéomorphe a un graphe planaire, cet exemple est probablement le

lus intéressant pour les applications.
b bp

- Remarquons que si T est une topologie finie moins fine que é% y

alors nécessairement & est fermde dans 9 -(la réciproque n'est
pas vraie). Cela résulte de la formule suivante, valable pour toute

suite {I } < 9:

(2) Lim T, = U~ o>
- N

s5i e g .est stable pour la réunion et 1'intersection infinies
et si {Tn} c g s N Tn est dans 7 y donc est un ouvert, et dans ce
cas lim Tn =U N Tn est dans % : & est donc fermée.

N n>N

Pour cette raison, nous étudierons d'abord la classe plus géné-

rale des topologies fermées dans 9 .

2 - LES TOPOLOGIES FERIEES

Soit &% g une topologie fermée moins fine que g y Clest-
a-dire un sous-ensemble fermé de g stable pour la réunion infinie

et 1'intersection finie. Nous désignerons par
o= {F, €T} cH
la classe des fermés de la topologie 75 y Classe stable pour la

réunion finie et 1'intersection infinie., ® est évidemnment Termé

dans &4



A tcout ensemble A € J°(E) nous associerons sa U -ouverture

T(A) et sa & -adhdrence ¢@(4), soit :

( T(A) =U T, T € &, T c A}
(
(3) (
( e(A) =N }P Pead, Fo A}
Pour x € E, nous désignerons par ¢(x), au lieu de o({x}) 1'adhé-

rence de l'ensemble ponctuel {x}.

Si F € GF est un fermd (pour la topologie usuelle), on a ¢(F) € & .

Plus précisément, la restriction de ¢ a A est une application s.c.i.

de ¥ dans lui-méme (et de méme la restriction de T a é? est une ap-

plication s.c.s. de g% dans lui-méme).

En eifet, soit {F } ¢ & une suite telle que lim F = F daus k.
Toute valeur d'adhérence de la suite {¢(F )} est dans @, puisque &
est fermée dans F, et par suite lim @(Eh) € &, puisque & est
) - ' v . . . .
stable pour N . D'autre part m(Fn) > F entraine lim ¢(Fn) > lim F

= F. Par suite ¢(F) c lim ¢(% ), et ¢ est s.c.i. sur & .

Inversement, d'ailleurs, si ¢ est une fermeture s.c.i. sur % ,
la famille & c @k de ses invariants est fermée dans %A . Car Bo=
@(Fn) et P = lim F entraine o(F) c lim @(Fn) = F et o(F) = F (puis-

que ¢ est extensive). Ainsi cette propriété est caractéristique.

En particulier, la restriction x — ¢(x) de ¢ a E lui-m@nme
(identifiée au sous-espace de TH constitué des ensembles ponctuels)
est une application s.c.i. de E dans TH , et vérifie les propridtés

sulvantes :  pour tout x et tout y dens E, x ¢ o(x), et y € o(x)



entraine ¢(y) c ¢(x). Enfin, pour tout ensemble A ¢ Y(E), on a :

(4) p(a) = U o(x)
- X€EA

En effet, posons ¥ = U {@(x), X € Ao On a F € @&, car & est
fermée et stable pour la réunion finie, et F o A entraine F o ¢(A4).
Inversement, si F' € @ contient A, on a o(x)  F' pour tout x € 4,

donc F c F'. Par suite, P = g(A).

Ces propriétés sont caractéristiques. Autrement dit :

Caractérisation des topologies fermées.-— Une application de F(E)

dans GH (E) est 1l'adhérence associde & une topologie fermde moins

fine que ¢4 si et seulement si elle est de la forme A —
e/

U Jo(x), x € A] pour une application ¢ de E dans ©A telle gue :

1 - pour tout x € E, x € 9(x)
2 - pour X, y € E, ¥ € o(x) = o(y) c o(x)

3 - ¢ est s.c.i.

On vient de voir que ces conditions sont nécessaires. Inverse-
ment, soit ¢ : E - S une application vérifiant les conditions 1, 2

e e

et 3, et posons o(4) = U {9(X);, x € A}l pour tout A € R(E).

11 est clair que A — ¢(A) est extensive et croissante. ilontrons
que cette application est idempotente. ©i X € @(A), il existe deux
suites {xn} et {yn} dans E vérifiant x = lim X0 Yy € A, xn € @(yn)f
D'aprés 1 et 2, on en déduit x € @(Xn) c w(yn) c o(A) et, ¢ étant
s.Cc.i., 9(x) « 1im 9(x ) < 9(a). Par suite, oo(a)  p(a), et op(A)

= @(A). Alnsi ¢ est idempotente, et constitue une fermeture au sens



algébrique.

Soit @ = {¢(4), A € PP} ¢ & 1la famille des invariants de o.
La ferumeture algébrique ¢ sera une fermeture topologique si et seu-
lement si @ est stable pour la rdéunion finie. Soient donc F et F'€ 9.
On trouve d'abord F U F' o(F U F'), puisque ¢ est extensive, In-
versement, LJ~{¢(X), X € FUF'Y} co(f) Ue(F') = FPU P donne
¢(FU P') ¢« FU P' (puisque FU F' ¢ &), d'ou o(FU ') = F U F',
c'est-a-dire F U P' € o . |

Il reste 4 montrer que @ est fermée dans T . Soit {(Flco
une suite telle que 1lim Fn = Fdans S , Si x € P, il existe une
vsuite {x,} dens B avec x, € F, et x = lim x . De F = ¢(F,) résulte
¢(x,) c F» d'ol 9(x) c lim ¢(x ) c F, puisque ¢ est s.c.i., donc

¢(F) ¢ F et F=9(F) : & est fermde.

COROLLAIRE ~ Une famille ® « %A est la famille des fermds d'une

topologie fermée si et seulement si elle est de la forme :

& = XQE {@’x U {F> f(x)}}

.~ pour une application f s.c.i. de E dans S .

On vient de voir que cette condition est nécessaire (avec f = o).
Inversement, supposons f s.c.i. de E dans (sans vérifier néces-—
sairement les conditions 1 et 2). Alors & est manifestement stable
pour la réunion finie et l'intersection infinie, ® est ferude dans
H. En effet, soient (P} c@et ¥ =1lim ¥ . I1 faut montrer £(x) c F
pour tout x € F. sais tout x € F est limite d'une suite {xq} telle

1

yue x, € F , donc f(xn) < ¥ . Par suite f(x) « lim f(xn) c lim ¥ =F.



D'ou le corollaire.

REIMARGUE — ILorsque @ est de la forme prééédente, 1'application

x - ¢(x) est la plus petite majorante s.c.i. de f vérifiant les con-

ditions 1 et 2.

En effet, 6n a toujours f c ¢, puisque o(x) = ﬂ'{F, FPead, F> x}.
Pour que £ = ¢, il faut que l'on ait x ¢ f(x) et f(x) € & pour tout
x € E. mais f(x) € & équivaut & f(x) o £(y) pour tout y € f(x). s~
trement dit, f doit vérifier 1 et 2, et inversement.ces conditions
entrainent f = 9. S1 maintenant ¢' est une majorante s.c.i. de f
vérifiant 1 et 2; la famille @' des fermés de la topologie corres-
pondante est &' = {gﬁle {F o @'(X)}} c @ On a donc 9'(A) o ¢(A)
pour tout A € 99 , et en particulier ¢'(x) > ¢(x).

Ixpression explicite de ¢.— & admettant toujours la représentation

indigquée dans le corollaire ci-dessus, posons par récurrence :

{(x} U £(x)

li

f1(x)

£,(x) =uU {£,(y), vy € fq ()
Alors pour tout A € 97, on a ¢(a) ={J fani, et en particulier

p(x) = fnfx5.

En effet, d'aprés les conditions 1 et 2, on trouve d'abord
p(x) o fn(x) done o(x) o CF?;TET pour tout x. Montrons que l'appli-
cation x aijff;TET est s.c.1i. En effet, soit G'un ouvert rencontrant
ETT;TET , donc aussi fn(x). 11 existe donc un n tel que fn(x) NG

est s.c.i.

A ®. Sin=1, {x: f1(x) N G # ¢} est ouvert, car f,



Supposons par récurrence que {x : fn(x) NG %.¢} soit ouvert dans E
pour tout G ¢ g?, et montrdns que cette propriédté subsiste pour n+i1.
Or . (x) NG # @ dquivaut & : il existe y €GN f1(z) poﬁr un
z € fn(x). L'ensemble des z tels que G N f1(z) ne soit pas vide est
un ouvert G,» et 1l'ensemble des x tels que fn(x) ﬂ'G1 # @ est un

ouvert G2, puilsque f1 et fn vérifient la propridté. Donc

{x :-fn+1(x) NG #@ =[x : fn(x) N G1 7 ¢} = G, est ouvert.,

Enfin, x ¢ f1(x) entraine x ¢ {J fnixi et la condition 1 est vé-
rifide. Siy e U fn(x), on trouve f1(y) c U fn(x) puis U fn(y) c

U fn(x). SiyeU fn(X5 » o0 ay = lim y, pour une suite (¥} e

U fn(x). Pour chaque k, on trouve donc {J T,0y) «c UL (x). Comme
l'application z - {J ﬁn(zi est s.c.i., il en résulte U fniyﬁ (=

lim U fn(y£7 c UL, (x). Ainsi x - J fnixi est une majorante s.c.i.

de f vérifiant les conditions 1 et 2. On a donc o(x) e U fnix5 y

d'aprés la remarque, et par suite 1'égalité.

L'application y.- Pour tout A € P (E), nous poserons :

(5) - v(4) =n{Tet, 7o 4

1) désignant la famille des ouverts d'une topologie fermde dans é% .
On note que (%n'étant pas supposée stable pour l'intersection infinie),

Y(4A) n'est pas, en général, dans ® ni mfme dans é? « A= v(4) est

manifestement une fermeture algébrique sur 5?3, De la méme manieére,

nous désignerons psr w l'ouverture algébrigue sur <P duale de Y

soit :

(51) w(a) = py(a%) =y (v, ¥

m
i
h
N

>



...9_.

i G est un ouvert de g% y» Y(G) est dans f; (car fzvest fermé
et stable pour 1l'intersection finie). De méme, si F € &, w(F) est
dans @. Autrement dit, y est une fermeture algébrique sur 9 sy et @
est la famille de ses invariants ouverts. De m8me, w estlune ouver-
ture sur 97, et @ est la famille de ses invariants. fermés. Enfin,

la restriction de w & 9K est s.c.s., et la restriction de y a & est -
~ [

S.C.1

kn effet, si A € G, w(A) cw(a) =U(F, FES, FPc Al c A .
Mais ETKYIE ®, puisque @ est stable pour la réunion et fermée dans
& . Donc w(A) :,;TEX € . 51 {F } ¢ et F=1lin E s on a w(F ) ©
F, et Tim w(F,) é F. iais @ est fermé et stable pour la réunion fi-
nie, donc TTE w(En) € & et par suite 1lim w(Fn) c w(F). Donclw est

S.C.s. sur SH .
Notons encore 1l'éguivalence suivante, valable pour A, B € 9¥E)
(6) (M) NB=¢ o 9(a) Ny(B) =9

(En effet, B c th(A) = T(A?) équivaut a y(B) c T(AC)) et pour

A € JP(E) et G € g :

(6") ANy(@) =¢ o () Ny(G) =0 e cp.(A) NG =0
En particulier, pour x, y € E :

(7) Yy E€olx) o x€ev(y) o ox)nyly) #0

Car y € 9(x) équivaut & T N ¢(x) # @ c'est-a-dire a x € T pour
tout T € & tel que y € T.
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Pour tout A € g2, on a :

(8) y(4) = U y(x) 5 w(a) =U {x : 9(x) c 4}
XEA

En effet, si x € A, on a y(x) c y(4), d'ou U {y(x), x € A} c y(4).
Inversement, si y £ U {y(x), x € A}, ona : ¥ x € A, & T, €ETH: x € T,y
vy £ T_. Posons’T = U {I, x € A}, d'ou T e, y £ T et Ac T. Donc

vy £ v(A) et U {y(x), x € A} o y(A).

La seconde égalité (8) résulte de x € w(4) o ¢(x) c w(Aa) o o(x)
c A. |

En général, comme on 1l'a vu, y(A) n'est pas dans ¥ ni méme dans
g . Mais 1'ouverture T y(A) de y(A) pour la topologie % est iden-

o] .

tique & son ouverture y(A) pour la topologie % , soit :
[+]
(9) _ ™Y = v

En effet, Ty(aA) = U (T, T€H, T c y(A)} « y(A) donne Ty(4)

o [o]
c v(4a). Inversement, y(A) =N [T, T € ©», T o A]" est dans %,
puisque @ est fermé et stable pour 1l'intersection finie. Donc

o
Ty(a) o y(A) et 1'égalité.

Notons ericore les propriétés suivantes. Posons

U
Geﬁx yeG

QIO L, gl " TN G egG e
( x 7

§ Y(x) = U N ()

E Ge&, VEG

( $(x) = n U oly)

E Gegx yEG

E P(x) = N oly)

(
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Alors

( ) = y(x), etyé\Y/(X) o x € 9(x)
y € y(x) exe fp(y)

(
§
(10) E
gyecp(X) o x € y(y)
(
(

v € 9(x) o x¢ Y(y)

En effet, y € ;(x) si et seulement si pour tout G € qu il
existe z € G tel que y € y(z), i.e. z € ¢(y), donc si G N o(y) # 9.
Mais cela équivaut & x € o(y) = 9(y), et aussi d'éprés (7)) ay = v(x).
De mémeyé?(x) équivautég(}eg?xvze(} z € o(y) so:Lta:gGeg
x€G e o(y), c'est-a-dire enfin a x € ¢(y) Ensuite, x € y(y)
équivaut a v G € Q%J( » 32 €G:y € o(z), donc a y € g(x), et
xé;(y) équivaut‘a'g(}eg,xchy(y),donc‘agGegfxvzéG

vy € o(z), i.e. 3y € 3(x).

Préordre et relation d'équivalence associés a G .

D'apreés 1'équivalence x € y(y) e« y € 9(x), l'application
Y : E~ Y°(E) vérifie les conditions : x ¢ y(x) et y € y(x) »
v(y) ¢ y(x). En particulier la relation : x € y(y) est un préordre
sur k. La classe d'équivalence d'un élément x est pour ce préordre :

vy ryevyx) et xey(y)} =1{y : y € v(x) et y € 9(x)} ¥Y(X) N ¢(x).

Un élément x est minimal pour ce préordre si y € y(x) entraine
Y(y) = y(x), c'ést-a-dire si et seulement si y(x) c 9(x). De mBme
x est maximal pour ce préordre si x € y(y) entraine y(x) = v(y),

c'est-a-dire si et seulement si o¢(x) < y(x).
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Ia relation (7) :

o(x) NY(y) # @ o x € y(y)

exprime gque x est un mincrant de y si et seulement si x admet un

majorant plus petit que y.

-~

Un élément x est minimal si et seulement si g¢y(x) = o(x). Il

est maximal si et seulement si yo(x) = y(x).

En effet, si x est minimal, on a o(x) o y(x), d'olu ¢(x) = @y(x).

Inversement, ¢(x) = 9y(x) entraine y(x) c ¢(x).

De mBme x est maximal si et seulement si w y(x) # @.

En effet, si x est maximal, @(X) c y(x) entraine ¢(x) c wy(x),
puisque ¢(x) € ®. Inversement, si y € wy(x), on a 9(y) c y(x), donc
y € y(x), c'est-a-dire x € ¢(y). Il en résulte ¢(x) c o(y) < v(x),

et x est maximal.

si & est une topologie finie, c'est-a-dire si y(x) € € gquel

gué soit x € E, un éldment x est minimal si et seulement si To(x) # ¢ .

En effet, si x est minimal, y(x) c ¢(x) entraine y(x) c To(x)
si y(x) € ® . Inversement, si y € To(x), on a y(y) c o(x) et
y € ¢(x) donne x € y(y), donc y(x) c y(y) c ¢(x) : x est minimal.

De meme, o(x) c y(y) entraine que y est maximal, et y(x) < o(y)

entraine que y est minimal.

En effet, si 9(x) < yv(y), x € y(y) donne y € ¢(x), puis ¢(y) c

o(x) c y(y). ime démonstration si y(x) < o(y).



3 - LES TOPOLOGIES FINIES

Rappelons gu'uné topologie fermée ¥o est dite finie si v(x) € &5
pour tout x € E., Il suffit d'ailleurs pour cela que 1l'on ait Y(x) Gé;
car alors y(x) est la limite dans g; de la famille filtrante dé-
croissante {T, T € €, x € T}, donc appartient & & puisque (o est
fermée.Comme on l'a vu, y est alors une application de E dans é?

vérifisnt les conditions =

1 - X.E y(x)
2 -y € y(x) = y(y) cy(x)

3 - y est s.c.s. sur E

I1 est clair d'ailleurs que la condition 3 est une conséguence
immédiate des conditions 1 et 2 (si y(x) A G, pour G € g? y, On a aussi

vy(y) 7 G pour tout y appartenent a l'ouvert y(x)).

Comme y(x) est le plus petit voisinage ouvert de x pour la to-—
pologie Yo ,on a T € ¥ si et seulement si Y(i) « T pour tout x € T,
c'est-a-dire, d'aprés (8) : T = y(T). Toest donc la famille des in-
variants associés a l'application y. Autrement dit, % est stable

pour la réunion et l'intersection infinies.

Inversement, soit & c é% une famille stable pour la réunion
et 1l'intersection infinies. Alors ¢ est fermée dans g%(voir in-

troduction ci-dessus).

S1i maintenant y est une application gquelconque de E dans C?
_ =

vérifiant les conditions 1 et 2 ci-dessus (qui impliguent que Y est

s.c.s), désigncns par %% la classe stable pour la rduniocn infinie




engendrée par y(x), x € E. Alors < est une topoldgie finie, et y(x)

est le plus petit ouvert de i; contenant x.

En effet, % est fermée. Pour le voir, posons y(A) = U {y(x),x € A}
pour tout A < E. Si une suite {Gn} c é% vérifie y(Gn) = G, (i.e.
G, € ) et lim G, = G, soit x un point tel que y(x) ¢ G. Pour n
- . I
assez grand, on a y(x) ¢ G,» puisque {Gn} tend vers G, donc x ﬁ'Gn

et par suite x £ G. On a donc y(G) « G, d'ol v(G) = G € B.

% est stable pour l'intersection'finie. Soient, en effet T = y(T)
et T' = y(T') deux éléments de L. SLi x € TN D', on a y(x)

y(T) N y(T') =T N T, donc y(TNT') =TNT €.

- Lest done une topologie fermée. D'autre part, T € & et x € T
entraine vy(x) ¢ T, donc y(x) est le plus petit voisinage de x pour

%, et & est une topologie finie.

Nous avons ainsi obtenu une caractérisation des topologies finies.

g§;2§§§ ~ Une famille %;c:é% est une topologie finie si et seulement

si ¥ est la classe stable pour la réunion infinie engendrée par

les y(x)s x € E, ol y est une application de E dansg%'vérifiant

x € v(x) et ¥ € y(x) = v(y) e y(x) pour x, y € E.

kn particulier, on peut écrire :

( .
T= N (, uag*
é x€E %y(x) &4 )
% ® = XQL ‘Q?Y(XV) v ng)

. . L . e
Inversement, soit g une apvlication guelcongue de [ dans,¢%

C




vérifiant x € g(x) pour tout x € E (mais non ndcessairement la con-

dition 2). Posons :

‘11) T - QQE <fgg(x) Ljé;.)

fontrons que % est une topologie finie (de sorte que (11) re-

présente la forme géndrale des topologies finies).

Il est immédiat que % est stable pour la réunion infinie et
pour l'intersection finie. D'autre part, ¥ est fermée dans .é? ’
comme intersection des fermés (9 U gx. Donc Test une topolo-

| g(x) |
gie fermée, Enfin, pour tout x € E, on.a T o g(x) dés que x € T.
Done x € g(x) cy(x) =N{T € B, x € T}. tais g(x) ¢ é?, et par suite
[} o ’
x € y(x). Comme y(x) est dans T (comme limite dans é; de la famille
R _
{1y, PeB, x € T}, il en résulte y(x) = y(x) € B, et & est une to-

pologie finie.

On note que l'on n'a pas g(x) = y(x), si g ne vérifie pas la

condition 2, mais seulement g(x) c y(x). Plus précisément, y est la

plus petite application de E dans g% majorant g et vérifiant les deux

conditions 1 et 2. (La démonstration est analogue a celle qui a été

faite dans la premiere partie pour la fonction ¢).

Si 1l'on pose par récurrence gn(x) = {gly), v € gh_1(x)), on

trouve précisdment :

y = Usg,

n effet, posons g' = UJ 8, On a g' g, gg' = g'g = g' et done
g' = g'g'. Par suite, g' vérifie les conditions 1 et 2 et majore g.

Il en résulte g' o v. iais g ¢ y donne g' « v et 1'dgalité.
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Ies trois conditions suivantes sont éguivalentes pour une topo-

logie T finie (et sont vérifides en particulier par les graphes pla-

naires) :

1/- Pour tout A € P(E), ¢y(a) = y(4)

2/- Pour tout x € E, y(x) o ¢(x)

3/- Pour tout T ¢¥o, on a T € & (i.e. ¢(T) = T)

En effet, 1/ entraine 2/, car oy(x) = ?(X) donne y(x) > o(x).

2/ entraine 3/ car ¢(T) = U {o(x), x € T}, d'apres (4), d'olu ¢(7)

Uiyx), xe T =U {y(x), x € T} = T. Il reste & montrer que 3/ en-
traine 1/. On a toujours g@y(4) o y(a). 8i 3/ est vrai, y(A) € &

entraine y(A) € @, donc oy(4) c y(4), et 1'égalité.

' *
L' Antitopologie & .

Si % est une topologie finie, c'est une famille stable pour
la réunion et l'intersection infinies. On peut donc également consi-
dérer © comme la famille &* des fermés d'une autre topologie que

' : *
nous appellerons l'antitopologie associde 3 ¥ . la famille & des

ouvérts de cette antitopologie coincide gvidemment a#ec la famille
‘des fermés de ® , soit ‘25* = ®. L'ouverture associée a ?2* est
identique a w, et la fermeture associée a <" colncide avec Y. Dans

le cas d'un graphe planaire, on voit facilement que 1'antitopalogie
exprime le point de vue du graphe dual. Chague fois que la démonstra-
tion d'une propriété ne fera intervenir gue la stabilité de & pour |
U et N ,la propriété duale sera vraie également et s'énoncera & 1l'aide

des regles de dualité :
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In particulier, le préordre x € y(y) se trouve inversé, puisque
‘ * ' '
x € y(y) équivaut a y € Y (x). On note que les classes d'équivalence

sont identiques, puisgue y(x) N o(x) = ¢*(x) N y*(x).

Topologie finie réguliére inférieurement ou supérieurement.

-~

A tout point x est associé son voisinage minimal y(x) et son
plus petit voisinage fermé py(x). Le plus petit voisinage ouvert de
x contenu dans g@y(x) est v(x) lui-méme, et le plus grand est Toy(x) .

Nous dirons que la topolo ie finie Tﬁ est réguliere inférieurement
q reg

si pour tout x € E y(x) est le seul voisinage ouvert de x contenu

dans ¢y(x), autrement dit si l'on a :
(12) v(x) = T oy(x)

De méme, nous dirons gue E est régulidre supérieurement si

*
1'antitopologie <, est réguliere inférieurement, autrement dit si

l'on a pour tout x € E :

(127) o(x) = w yo(x)

Si maintenant % est une topologie finie quelcongue, nous po-—

Seromns

(13) Y(x) = T ¢y(x)

Il est clair gue y € Y(x) équivaut a y(y) c py(x) et entraine

y(y) < ¥(x), soit

(14) Y(x) = {y + v(y) < @Y(X)}

Dtautre part, si y € Y(x), i.e. si y(y) c oy(x), on a aussi
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ov(y) © ¢y(x). Par suite, d'apreés (14), Y(y) = Y(x). Autrement dit,
1l'application ? : B - é% vérifie les conditions 1 et 2 carasctdristi-
ques des topologies finies moins fines que é;. Nous désignerons par

% 1la topologie associde a Y, et nous dirons que < est 1la régulari-

sée_inférieure de % (nous verrons dans un instant que ¥ est effec—

tivement réguliére inférieurement). Nous désignerons de méme par P

-

l'adhérence associde a cette topologie <.

D'apres 1'égquivalence y ¢ 9(x) » x € Y(y), nous voyons que
y € g(x) équivaut a y(x) ¢ ¢y(y). Or un point z est dans oy(y) si
et seulement si y(z) N y(y) # ¢. Autrement dit encore, y € %(x)‘

équivaut a : v z ¢ y(x), v(z) N y(y) # @, ou encore & : Y z € y(x),
Y € 9y(z). En résumé

(15) e(x) = N 9v(z) = {y : v(x) < oy(y)}
z€y(x)

et aussi :

(15") x £Y(y) oy £ 9(x) o7 2z € v(x) , v(z) N y(y)

Pour tout A.G\QD, on a ¢y(A) = 9 y(4), soit :

~ ~

(16) Y =9Y=09y=09Y

In effet,'notons d'abord 1'inclusion évidente QY ¢?. Ensuite,
x € y(4) équivaut & : g y € A, y(x) < ¢ y(y), d'apres (14), et ceci

entralne, pulSque ® est stable pour la rdunion :

Y(x) ¢ U ov(y) = ¢ (U ov(y)) = cp(U Y(¥)) = oy(a)
yEA yEA yeA

On en déduit y(A) c oy(4), et ¢y Py, d'ol 1'égalitd @? = ¢y.

~

De la relation 5@ = 5 (évidente pulsque 7 est moins fine que )
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et de ® 9 Yy = ¢ ¢ y résulte ensuite gy = ¢y. Enfin, x £ gy(4) équi-
vaut a y(x) N y(4) = @, donc & A N ¢y(x) = ¢, soit, compte tenu de
®Y = 9y, & AN @?(X)‘= @y i.e. & y(A) N Y(x) = ¢ ou encore &

x £ 9y(A). lais 9Y = 9Y. Par suite gy(A) = 9y(A), ce qui achdve

la démonstration des relations (16).

Hontrons maintenant que la topologie % est réguliére inférieu-

rement. kn effet, y e'?(x) dquivaut d'apres (14), a ?(y),c 5 ;(x),
donc aussi a $ Y(y) € $'V(x). D'aprés (16), ceci est équivalent a

¢v(y) < 9y(x), donc a y € ?(X). Donc 7 = ?, et € est bien réguliere

inférieurenment.

Relativement au préordre x € y(y), les éléments minimaux de %

sont encore minimaux pour sa régularisée inférieure .

In effet, si x est minimal pour ¥, on a y(z) = y(x) pour tout
z € y(x), done $(x) = ¢y(x) d'apres (15). ilais, x étant minimal,
1'inclusion y(x) c ¢(x) entraine oy(x) = ¢(x), donc g(x) =‘@(x).
D'aprés (14), y € y(x) équivaut a y(y) < gy(x), i.e. a y(y) c 9(x).
On a donc y € o(x), d'ou x € y(y) c ?(y) et x est minimal pour & .

On note que la réciprdque n'est pas nécessaircment exacte, un
élément minimal pour < n'étant pas gbligatoirement'minimél pour %.
De mBme, si x est minimal pour 75 (donc aussi pour & ), on n'a pas
nécessairement y(x) = ?(x). Toutefois, on vient de voir que 1l'on a

toujours dans ce cas ¢(x) = @(x).

Un élément x est minimal pour le préordre y € y(x) si y(x) c
g(x) et ceci équivaut, d'aprés (16), & oy(x) = 9(x), ou encore &

v(x) $(X).,D’aprés (15), il en est ainsi si et seulement si
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v(x) « ¢y(z), ou, ce qui revient au méme, y(x) c Y(z) pour tout
z € y(x). D'apres (15), donc, x est minimal pour @, si et seule-

ment si :
(17) vzeylx) vyeyx :yz)nyly #¢

Cette condition exprime que 1'ensemble des minerants de x pour
le préordre y € y(x) est filtrant inférieurement. En particulier, si
v(x) contient un élément minimal pour % , cet élément est unique
(& une équivalence prés) et constitue le plus petit minorant de x.
Inversement, si x admet un plus petit minorant, (17) est vérifié

et x est minimal pour © .

En particulier, dans le cas (étudié plus loin) ou tout élément
admet des minorants minimaux dans le préordre ¥ , la propriété pré-
cédente est caractéristique : un élément x est minimal pour le pré-
ordre f§> si et seulement si il admet un plus petit minorant pour
le préordre ¥ . Dans ce cas, y(x) est la réunion des éldments ad-
mettant le méme plus petit minorant que x, Plus généralement, d'ail-
leurs, pour x gquelconque, y(x) est 1l'ensemble des éléments y tels
que X majore un minorant de chague minorant de y (ou que chague mino-
rant de y majore un minorant de x). Si tout élément admet des mino-
rants minimaux pour T , ?(x) est simplement l'ensemble des y admet-

tant les m€mes minorants minimaux que x.

Si un élément x n'est pas minimal pour ¥, l'ensemble y(x) ﬂ,@c(x)

de ses minorants stricts est non vide. On a alors :

(18) @(Y(X)‘ﬂ 9% (x)) = gy(x)
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En effet, tout majorant d'un minorant de x est alors majorant

d'un minorant strict de x, d'ou 9y(x) c @(y(x) D'¢C(x)) et 1'égalité.

Si la topologie ¥ est réguliére inférieurement, tout &lément

X non minimal est le plus petit majorant de ses minorants stricts.

En particulier, si deux éléments non minimaux ont les mémes mino-

N

rants stricts, ils sont éguivalents.

En effet, soit y un majorant des minorants stricts de x, soit
y(x) N @C(x) c Y(y). D'aprés (18) ceci entraine g9y(x) c ¢y(y), puis,
compte tenu de (12), y(x) = T oy(x) ¢ T ¢oy(y) = y(y), puisque &

est réguliere inférieurement, c'est-a-dire x € y(y).

Dans le cas ol tout élément admet des minorants minimaux, la ré-
ciprogue est vraie : si tout x non minimal est le plus petit majorant
de ses minorants stricts, le topologie % est réguliére inférieure-

nment.,

En effet, soient x et y deux éléments tels que x £ y(y). Si x
est minimal, on a y(x) N y(y) = ¢ (sinon, il existerait un
z € y(x) N y(y) gqui serait un minorant strict de y(x)) donc x g ?(y)
d'apres (15'). Supposons x non minimal. Comme x est le plus petit
majorant de y(x) N ¢O(X), on a y(x) N @C(x) ¢ v(y). il existe donec
un élément minimal z € y(x) N @C(x) tel que z £ y(y), c'est-a-dire
(puisque z est minimal) y(z) N y(y) = @. D'aprés (15'), on a donc
x € ?(y). I1 en résulte y(y) c y(y) et 1'égalité : T est régulidre

inférieurement.

On peut améliorer ce résultat comme suit

Soit @5 une topologie finie telle que tout élément admette un
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minorant minimal. Alors To est régulitre inférieurement si e} seu-

lement si tout élément x est le plus petit majorant de ses minorants

minimaux.

En effet, si % est régulidre inférieurement, d'aprés (15'),
x £ y(y) si et seulement si il existe un z € v(x) tél que y{(z) N y(y)
= ¢, On peut sﬁpposer z minimal, et dans ce cas y(z) N Y(g) = @ équi-
vaut & z £ y(y). Donc x € y(y) si et seulement si les minorants mini-

maux de x sont dans y(y).

Inversement, supposons que chague x soit le plus petit majorant
de ses minorants minimaux. Si x € y(y), x admet donc un minorant mi-
nimal z £ y(y). On a alors z € y(x) et y(z) N y(y) = ¢, c'est-a-dire

x £ Y(y). Donc ¥(y) < y(y), et % est régulidre inférieurement.

En particulier, si % est régulitre inférieurement et si tout
¢lément admet des minorants minimaux, un dlément x est défini (& une
équivalencé prés)'par la donnée de ses minorants minimaux. Ces dif-
férents résultats se transposent par dualité si % est réguliére su-
périeurement. Par exemple, si de plus tout élément admet des majo-
rants maximaux, un élément x est défini, & une équivalence pres, par
la donnée de ses majorants meximaux z;, 1 € I, et par suite y(x) =
N y(z;). (En effet, 1'inclusion y(x) ¢ N y(z;) est immédiate. Si
y €N y(zi), y est majoré par x, puisque x est le plus grand majo-

rant des z;, et y € y(x)).

I1 reste a4 examiner sous quelles conditions tout élément admet
des minorants minimaux ou des majorants maximaux. Le cas le plus

simple est le suivant :
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Une topologie finie © est dite complétement finie si pour

tout x € E, 9y(x) contient un nombre fini de classes d'équivalences.

Comme y € gy(x) équivaut a y(y) N y(x) # @, cette propriété

entraine que x n'a qu'un nombre fini de majorants et de minorants,
donc en particulier, admet des majorants maximaux et dés minorants
minimaux. Inve;sement, si tout élément n'a qu'un nombre fini de ma-
jorants et de minorants, l'ensemble o@y(x) des majorants des mino-

rants de x est fini, et % est complétement finie. ILa topologie

associde a un graphe est toujours completement finie.



