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NOTE GEOSTATISTIOUE N° 131

CALAGE D'UN RESEAU DE POINTS

Ie probléme que j'examine ici est le suivant : on se donne
une fonction aléatoire statibnnaire z(x) dans mﬂ, dont on suppose
la loi spatiale connue. On fait des mesures aux points Xo? @ 7
1,2,...N, de sorte que les valeurs numérigues Z(xa) = &, de la
réalisation sont connues exactement. Par contre, la looalisationi
 'dﬁ péint_xa est entachée d'une erreur u.s de sorte‘que la valeur
numérique Za est attribude non pas au point exact X, (ihconhu)

mais au point enregistré § = x + u . Ces erreurs u, sur la loca-

'lisation'sdnt supposées petites par‘raprrt a l'échelle de varia-
tion de 2(x), et sont assimilées & des vecteurs aldéatoires (non -
nécessairément indépendants) admettant.une loi symétrique (par
exemple gaussierme centrée) de densité p(ua) connue. Ie probléem

‘ consiste & former un bon,estimateur des vraies localisations X

(& partir des valeurs connﬁes des Ed et des Za); Nous allons pro-

" poser deux méthodes, montrer'qu'elles’conduisenf aux mémes formules.
d'approximation, et développer 1es!calculs dans le cas simple‘oﬁ

la loi spatiale de 72(x) est gaussiemme.

{1 — METHODE DU MAXIMUL DE VRAISEMBLANCE

Désignons par f(Za;xa) la densité des probabilités de la va~
riable vectorielle a N composanteé Za = Z(xa). Ies points X, dé-

P P i ' .
finis par leurs coordonnées X, dans EP, apparaissent comme un



ensemble de n N paramétres & estimer. De méme, les n N coordomnées
gi des poinfs aléatoires &a constituent n N variables admettant la
densité p(éa -xa).,L‘ensemble des variables Za et Ei (au nombre de
(n+1)N) admet donc la densité :

) = £(2, 5 8, —u) plu)

(2, 5 x,) p(E, - x,

s i ) ' '
Prenons comme parameétres les u (de sorte que X, sera x =

g

o : i . _— cps s
comme estimateurs les valeurs des u, qui maximisent la densité ci-

o -‘ua); Lz méthode du maximum de vraisemblance consiste a prendre
dessus pour les valeurs numériques données des Za et -des Ea. Cela
conduit au systéme suivant :

-~
-

A% .12 _ L
5 au];"l" ¥ Oui -O . (a - 1,.7003., -l — 1,ooon)

Dtapres l'hypothése faite sur les ﬁa, on peut écrire

| | . 3 £(% 3E )
. = . - 1 o’l’a
,f(ZafEa - ua) = f(Za,Ea) ;?; u, 3 Ei

clest-a-dire

d f 0 £(23%,)

i i
é u | é_ga

et le maximum de vraisemblance donne :

0 £(2E)
d gz

—
=

K

(1) %

o

ul
a

. i ) .
Supposons les u  gaussiens avec :



. . s ij
Al l — nl l ;] = A
E(ua) 0 h(ua uB) Sa@
op o i |
Si Rij est la matrice inverse de SGB’ on a.:
of -
1 Q—R. = - R, ud .
o

En éerivant o £ au lieu de 3£/0 gi , e systeéme (1) prend
la forme : |
2P
ij
J

Ies estimateurs ﬁﬁ cherchéds st'écrivent donc :

-~

-

: ad - _ 1 a
(2) o iy = -3 SaB o; £

Nous expliciterons plus loin le second membre dans le cas par-

ticulier ol la loi f est gaussienne.

Dans bien des applications, les vecteurs u, sont indépendants

. . ) _ i :
les uns des autres, et sont gaussiens isotropes de sorte que u, et

ug sont indépendants pour i # j: Dans ce cas S;g = 0, sauf si i =
et a = B,zet Sti =52, L'équation (2) prend alors la forme trés
simple ¢ |

(2') 0d = .52 1 o f



2 ~ METHODE DES X, ALEATOIRES

Pour obtenir 1l'expression (2) de l'estimafeur, nous avons
~dft supposer que les vecteurs u, sont gaussiens. On peut éviter '
cette:hypothése en renversant les rbles des points ga et.xa .
_Ci-dessus X, était fixe (maié inconnu) et Ea un vecteur aléatodre
dont on connaissait numériquement la réalisatioh-'Maintenant, au
contraire, ndué Considérons &aAcomme fixe, et x, = § =~ ﬁa comme
un vecteur aléatoire d'espérance &é connue, ainsi qué la matrice
Sij des covariances correspondantes. Ies Za et 1es.ua admettent la'

af
‘densité a priori

f(Za 3 B, — ) plu)
de sorte qu'a Za fixés, les ua'ont la densité conditionnelle

£(2,5 &, - uy) plw)
Sz 58, - u,) plu) d u,

‘Utilisons & nouveau le développement 1limité

' e o) = . i ad e, 4 i d aa aB
.f(za’ E.;a ua) = f(zay ga) ua bi f + > u(l uB bl é;] f
Comme E(ui) = 0, ceci donne d'abord :
f " ' g o g
f(za’ ba = ua) p(ua)d Yo = f(za’ 8 v 3 af 1]

D'ol l'expression approéhée de la densité des u, conditionnée

par 1e$ Za P



1 A

6B
p(u,l2z,) = plu) [1 - 35 Sy 0y 1) [1-
' o
L
+ 5 Uy ug ——%r— ]
soit, & 1l'ordre 2 :
) = . _ A1 sa 1 .d
(3) pluglzy) = pluy) [1 -5y 05 £+ 55 (uy

uj

B

-5

1j

o

De cette densité conditionnelle, nous pouvons déduire 1l'espé-

rance et les covariances des u

et au 4eme pour les covarlances).
. ij
J : - _1 d%
) E(uslzj,...) = SaB f
- . 33
' Jd 139 ' g
" 2_E(uY uY,|Z1,...) SYY',+ 57
4
( aat
2 X Gii' f

Ia premidre expression coincide avec l'estimateur (2).

<§tui u
o«

ll
y Q

(au second ordre -

it 3

Y

YI

1 -

pour l'espérance

Sll' SJJ

ao!

Yy'

Ia se-—

conde nous montre qu'a l'ordre 2 les covariances ne sont pas modi-

fides :

ci—-dessus, qui impliqﬁent queé l'on puisse négliger les termes en

w2 232 f.

3 — CAICUL EFFECTIF DANS LE CAS GAUSSIEN

Nous supposons maintenant que les Z

sont gaussiemmes,

avec

des espérances m, et des covariances Oaﬁ‘ Dans les formules (2) ou

(4), la densité f f(Za;

ga) est priée aux points enregistrés &

)

ceci est cohérent avec les hypothéses d'approximation faites



(et non aux vrais points inconnus x . Par suite, icim = m(ga)
est l'espérance de z(ga), et de méme Oup = o(E,» EB) désigne la
covariance de Z(Ea) et Z(iﬁ) (1a covariance de Z(Xa) = Z(§a+u0)

et de Z(x,) serait :

B

//c(&a+ua; Egtug) p(u) p(ug) du, dug
puisque les points x, sont considérés comme aldatoires).

Hous désignerons par B = (Baﬁ)'la matrice invexrse 6-1, de

sorte que 1l'on a @

_ 1en (2 158 (3 m ) (z-m.
Hlog_f_=~2 log (2m Det c)v. 5 B (Za'ma) (Zﬁ mB

-~
-

D'aprés (2) ou (4), ltestimateur ﬁa's'écrit_donc :

(5) ﬁg = % Sa; Og_log (Det o) + (Og BYY ) (ZY_mY)A(ZY'-@W')]

~ Ie probléme consiste donc & calculer les dérivées

é 3% log Det ¢ = o log Det o
i~ i _
( o &, _
( : :
P S BYY L ___6__1_ BYY !
i d £t
a
Partons de BYY o = 6% et dérivons. Cela donne

Y'n

G d% BYY' 4 YY' 5% g

1 1y =0
ym R A

Par suite



' @ gYY' o _ BYE EY'M a2
(6) . di B =~ B! B | di Cen

Nous verrons un peu plus loin comment expliciter le calcul

de ce terme, Passons a la dérivée de log Det o. Si AaB est le

ap

mineur de o_, dans Det o, on sait que 1l'on a

d Det o = A% 5 ¢
. af

Comme AOLB = Det o BaB, on trouve donc simpiement

. _ qtB
0 log Det U»— B | 4] caB

solt explicitement

—~

. ‘ : ) . . 1
(7). ' ég log Det ¢ = BYY' ég ?YY'

En reportant ceci dané‘(S),_on obtient l'expression cherchée :

1]

ay gl o4 YT a% o _ pYE FY'M (, _ « . ]
(8) ﬁB = SaB B Ly Oyt B'® BT " (zT mY)(zY, my,) Ly cEY]]
En prenant l'espérance en ZY ZY" on vérifie que. 1l'on a bien

CE(8d) =
E(QB) ~,O.

 Remarquons que (8) contient des sommations surabondantes. En

effet, considérons la dérivée @

a I N
oi GYY' = _é-gi U(éYy gY')
. (04 )

Elle est nulle si y et y' sont tous deux différents de a, car

~alors GYY' ne dépend pas de la variable &a. Dans le cas stationnaire,



elle est nulle également pour y = f' = @y car o, = CStef

Ainsi, en explicitant les signes de sommation :

YY' 5o _ aY SO
(9) | {ZQ' BIY 8f o0y =2 %}B 87 Oy
’

(sans sommation en «o au'second'membre). De m8me, toujours sans
~ sommation en a 3

+ BYE pY'a Gg o

AYE RV a0
: B B ai o EQ

- pYQ pY'N O
en .B B 0, @

am

Par suite, le second terme de (8) stéerit (toujours avec a
muet) . o ‘
O (gYE RY'M a0 , oy -
o B'" B T 05 op, (Z,-m.) (ZY.-éY.) =
(9") - . , I

' 14

2 Eya (ZYme) gY " éi o .. (2_,-m_,)

NN

an vy Y

Interpretons l'expression (9'). Supposons d'abord que la FA
stationnaire Z(x) est dérivable et proposohs—nous.de kriger 1le

'gradient.bi Z(x) au‘point g, L'estimateur :
* = N -

(10) | Oi Z (&a) }l(ZB mg) .

est défini par la solution du systéme :

3% o

(10') )‘g,a %y T "1 %oy

(o muet), soit

B - gPY a2
Ai«f B™' 94 cay_l



et donc @

Y a0 |
bi Z*(Ea) =B di GaY (Zﬁ‘my)

d'ol 1'interprétation des termes de (9') :

an (Byrmiyn) = 0y 24(E,)

BY'M o2 o
‘et de méme pour (9) =
B of oy = xg;a
{toujours o« muet) ¢ c'est‘le.coefficient de (Za~ma) dans 1'éxpfes_
sion de ai,z*(gd)f

_

5i Z(Z) n'est pas dérivable, on peut résoudre le systéme (10')

a condition que la covariance o(h) soit dérivable en dehors de h = O.

En h = 0, la dérivée ntexiste peut-&tre pas, mais on a toujours

" a | -9 i iA _
%5 %gq = 3 gt (g - ga) =0
5o

de sorte que le systeéme (10') est bien défini. Conventionnellement,
~ nous désignerons toujours par bi Z*(&a) 1'expression (10), bien
qu'il ne s'agisse plus, a proprement parler, du krigeage q‘un gra-

dient (puisque le gradient n'existe pas).

On peut alors exprimer (8) & 1l'aide de bi Z*(Ea) et des coef-

ficients hg de ce krigeage.Pn €crivant a, au lieu de « pdﬁr bien

, . .
rappeler qu'il n'y a pas de sommation sur cet indice, on trouve, en

effet
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(avyt 4% nYE RY'M (g _ ) %o _
B 04 Oyt B'™ B (zY gY)(zy,-mY,) N Oeq =
(11) | _ o
o - Yo ' .
[e] (0] .
R 2B (2 -m,) O Z*(F,ao)

~~

o : .
Dans cette expression,’hiod et O, z*(ga ) s'obtiennent en
. ' o (o}
résolvant le krigeage (10') du gradient, et le terme

o« Ya
b % =38.° (2 -n).
_ (Y Y)
est solution de
o vW=17-
Yo v

c'est-a-dire encore un systéme du méme type.

Ie éalcul,effectif de (8) est donc parfaitemént réalisable.
En principe, on devrait travailler en voisinage unique. Mais, en
pratique, on ne commetira sans doute pas une grosse erreur en tra-

vaillant, comme dfhahitude,'avec des voisinages glissants .

.REMARQUE Ia mise en oeuvre dé cette méthode suppoOse que i'on
connalisse la vrale covariance o(h) de 1la FA stationnaire., Pour

h = O la variance des A experlmentaux est un bon estlmateur de
c(O) = 2. Mais, pour h % 0, compte tenu des erreurs de localisa-
tion, le‘terme expérimental'associé aux couples_(ga, &B = Ea + h)

estime non o(h) lui-m8me, mais
o*(n) :J(‘/::(hi-uq - uB) p(ua, uB) du, duﬁ

Pour h grand vis-a-vis de l'écaft—type des u,, cette expres~

sion diffeére peu de o(h).
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Expérimentaltement, on observera
donc un effet de pépite apparent :
en h = 0, o*(o) et o(o) coincide nt

(1a variance est correcte). bais

S m—  dds que h s'écarte de 0, o*(h) est
| nettemenf plus petit que o(h) -
1técart s'atténuant dtailleurs vite pour h croissant. Du point de
vue pratique, on doit donc pouvoir reconstituer o(h) sans trop de
"pelne..De plus, s'il existe des profils le 10*“ desquels les ua
successifs sont treés correllés, ces profils donneront dlrectement

des estimations & peine biaisdes de la vraie covariance.

CONCLUSION

Dans un probléme pratique (je pense 2 la cartographie marine)
la méthode 01-dessus peut presenter des avantages dans certalns cas
(mals pas dans tous) . Supposons, en effet, que nous voulions est1~

mer Z(x) en x # X, L'estimateur de moindre variance est alors :

R ]
Z¥(x) = A Z,
avec ¢
. ) a g3 *
A an GXB

Compte tenu de l'imprécision sur la localisation des points
expérimentaux, la matrice du systéme et son second membre, diffé-

| rents de oaB et qxﬁ’ sont :

* “ 4l ' |
daB = 47;(€a—gﬁ +,ua"uﬁ) p(ga,us) du, duB.

N
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: . | |
(pour o # B, mais Oo = Toq = ¢°) et

o = s

xq = Jjo(§a+ua - X) p(ua) du

Ce'krigeage - qui cofrespond a l'bptimum selon le critére de
la variance minimale'- ne passe évidemment pas par Za'au point £y
et fournit, aﬁ voisinage des points expérimentaux, une veréion tres

lissée de la réalité. On risque ainsi de perdre certains détails
~topographigues dont les‘Za indiquent 1'existence (sans permettfe de
les localiéer exactement, & cause de l'efreurjcommise'sur la posi~-
tion vraie:dés xa). Ce n'est'pas génant pour une carte a petife
échelle, mais peut étr¢ dommage.é grahde échelle,

-~
—

D'od ﬁne'seéondé possibilité — non optinmale, du point de vue
du critere de la variance minimale, mais‘permettantvde conserver
certains détails fins que perdrait la‘iére méthode, étant entendu
que la localisation précise de ces détails fins reétera entachée
de 1la méme imprécision gque les X, aux-mémes. Cette méthdde consisf
'_terait a4 corriger lés»ga'ehfegistrés 3 l'aide des estimations ﬁa

' ci—dessus,‘c'est—é-di:e é'attribuer la mesure.za au point x, = |
ga;ad; et a krigerieﬁéuite comme si ces positibhs-étaient les po—:

sitions réelles (donc, avec oaB et non avec oaB).-

"Ioin des points expérimentaux, les deux méthodes doivent cbn-'
duire & la mBme carte. Au VOisinage d'un point x» par contre, la
premiére donne une image correcte en position mais_trop lisse. Ia
éeconde conserve certéins'détails topographi@ues que la_premiére
- laisse échapper, maiélen.éontrepartie la 1ocaiisation'de ces dé—v

tails reste entachée d'erreur.
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-~ ANNEXE 1 -

- CAS DE DEUX POINTS SUR UNE DROITE

En vue de dégager des ordres de gréndeur, considérons le cas
simple de deux points X, et‘xé suf la droite_réelle. Désignons par
p = p(h) le coeffichat.de corrélation entre deux points distants
de h, et par Sij la matrice des covariances.dgs erreurs de loca-

 lisation U, et Use Lg densité £ est ici

log £ = - log (21 0%) = & log(1-p°) - S — (zf+z2 - 2p 2,3,)
- o ' 2 6°(1-p) ' |
~"Pour fixer -les idées, prenons x1'< 22, soit,x2 = x1+h avec

h > 0, de sorte que

0p 'Gp
p'(h) = =
- 0 x,  0x

' o d log £ _ _0log £ _ _ \ Qlog £
et parvsulte S x, % p'(h) -—3—%-—

On trouve sans difficulté :

2, o2 2y
(1+p%) 2,2, = p(27 + 23) ] v

d log £ 1 | 2
58 = | p 0”4
P (1-p2)c® [ - 1 - p?

12 # r 32 :

. i —- ,
et, avec 811 = 822 = S',_S

B = - 8, = 5200 23%L orn)

Avec p'(h) > 0, la situation est la suivante dans le plan



- 14 -

On a ﬁi < 0, c'est-a-dire X, - &4 = ﬁ1 > &, lorsque Z, et 2,
. sont relativement proches 1'un de i'autre, et les deux points expé—
rimentaux doivent alors &tre rapprochés. Au coﬁiraire, on les_éloi—‘
' gne lorsque Z1 et 22 sont trés différents. (Dans le cas limite r = 1,
on a ﬁ1 = ﬁ2 = 0, aucune correction n'est possible. Dans tous les
autres Cas, le signe de r ne joué aucun rdle, et 1'inf1uen¢e de 1la
corrélation entre u1‘et u, se féperCutg par le facteuf multiplica-"

tif (1~r) toujours > 0. Pour r ==1, i.e. u, = — u2,‘1a correction

est le double de celle du cas r = o, mais de néme signe).

~Pour dégager des ordres de grandeur numérique, prenons
p(h).= | - h/a (avec h € a) , r =1 et posons Zi =0 Cy» Z, =0 Cos

,‘h/a = 1. On trouve alors‘:
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g2 (C,-t,)° ‘,
_ s 7% i’
12) @, =-10,= -m)[1 - —L .t
(12) ¢, 2 2a n(1-n/2) [% R %)] TEn e

Voici les valeurs numériques de Q1 exprimées (en unité Sz/a)

dans guelques cas typiqueé :

p=0,9 p-= 0.75 p=0,5  p=0
(n=20,1) (n=0.25) (n=0,5) (n=1)
Zy =0 - 4,70  -1.13  -0©.66 0
z, = 0 |
&y =¢ - 5,2 - 1,37 - 1,12 -1
Zr = 0O
4o
Z1'= 20 ’
4y = 20 - 6,6 - 1,99 - 2,9 - 4
Zy =0 94,8 - + 5,4 +2,3 Y
Z, = =0 ' ‘ '
Z1 = 20' .
22 =20 | 394 +25,6 - +10,7 + 4

- Comme ordre de graﬁdeur, on peut supposef.par_exémple S/a =
1/10, sbit s?/a = a/100, de sorte que les valeurs du tabiéau'repré-
éeﬁtént des % de 1la portée'a. Pour p = 0,9, on observe‘une faleur
forte (395%) qui fait soupgomner qué 1'on a dépassé-lé domaine
de validité de ce mode debcalcul approché. Par contre, pour p =

0,5 et p = 0, les valeurs sont tres raisonnables.

Pour 1 = h/a trés petit, la formule approchée (12) se réduirait
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Ia formule exacte (que 1'on déduit du maximum de vraisemblance)

serait
& _8° 0 log £(%,,% : (h + 210,))
1= Tp “BIEpas P 1

On 1‘obfient en femplagant h = 52—&1 par £2-£1 + u,-u, =h + 2u1 2
au second membre de 1l'éguation du maximum de vraisemblance; Comme
'S/a est petit, ﬁ1/a'est petit, mais peut &tre du méme ordre de
grandeur que n. D'ou la rélafion meilleure @ -

S T R %2
, s n 2 = 2(n+ 2:7;)

Pour L,-C, de 1l'ordre de quelques'unifés et n petit ( = 1/10)
- le terme en1/n+ 2 u1/a) est négligeable, n est petit devant 2 u1/a,
de sorte qu'il reste |

| = - /5 1/3
a - _8° a(c.-t. )2 , soit €, = s° a = a Sz) (g,=C.)
1T ew T 1 T8 \76 22 1752

.
§E (C1552)
4a

pour la formule exacte - valeur finie - contre a1
~ . . : . n
(qui tend vers + « si m — 0) pour la formule approchée. Avec

S = a/10, cette limite supérieure absolue serait

1/3
} 1 29,5 (r _r 32
by =2 (1 60"0") (6=8)° = g5 (4-C)% &

150

Ainsi, pour p = 0,9, n = 0,1, C1 = - 52 = 2 on trouve n

\J]

|

8

©

au lieu de %%% a avec la formulé approchée.
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En comparant ces deux valeurs asymptotiques
ir4
2 \I/3 2
.S_._.gg' et ._.._S_._......
! - 4an

on conclut que la formulation approxhée doit 2tre valable tant
que la premier coefficient n'est pas trop petit vis-a-vis du second.
La condition 32/4 a n2 < % (82 a/16)1/3 (par exemple) donnerait :
2/3
n>11()
Soit m = 0,24 pour S/a = 1/10 : les formules. approchées se-
raient donc utilisables pourvu gue la distance entre points expé-

rimentaux ne soit pas inférieure au quart de la portée.

"= ANNEXE 2 -

CAS D'UNE FAI-k

Dans le cas non stationnaire, le probiéﬁe précédent devient
beaucoup pius complexe, et on ne peut l'aborder dans sa généralité._
Nous supposerons essentlellement gque Z(x) est une representatlon
d 'une FAI-k sans dérive dont la covariance généralisdée K(h) est

connue . Deux problémes se présentent :

a) Iorsqu'il n'y a pas d'erreur de localisation, comment
choisir-la représentation_particuliére & utiliser?

b) Comment se transpose le probléme lorsqu'il y a des erreurs

" de localisation?
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Abordons le premier point. ILe second (plué difficile) pourrait

faive 1'objet d'une étude ultérieure.

8) Choix d'une représentation.

Parmi les représentations possibles, nous nous limiterons
4 celles qui ne présentent pas de "terme rectangle" du moins sur le
domaine des points expérimentaux, c'est-a—-dire & celles pour les-

quelles la matrice des covariances est de la forme :

Hy
w

UaB = K“ﬁ + TBS £

avec une matrlce Tg symétrique, qu 11 stagit gustement d'estimer.
Appllquons ici encore la technigue du maximm de vraisemblance, en
supposant £ gau551enne. 801t B -1 la matrice inverse des cova-

riances. le maximum de vraisemblance conduit au systéeme en Tgs

. - _ : af | .
(14) . 0 loi Det o §_§__ (Za_ma)(zﬂ_mﬁ):
0 Tog Tes
' : e . : s | :
. avec m, = ae fa’ auquel il faut ajouter le systeme en ae s puisque

ces coefficients sont eux aussi inconnus. On sait que ce second

systéme conduira aux estimateurs :

* L
ae = XZ.Za
gvec
AR
| 2 p %ap = MHfs fs
(15)
: A% fs = &5
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Ia premiére relation s'écrit aussi bien :

. ~ N ‘° s
7\%_- K(xB = (pes - Tt?s) fg = Bpg fB
(15') o

et sa solution ne dépend pas de TFs (seul'ges en dépend 5 Hpgs 1ui,
est déterminé par (15')).

Pour expliciter (14), tenons compte maintenant des expressions

"(6) et (7) des dérivées de B. On trouve :

' | 0 0o o : |
0 log Det o _- ap o _ afp o€ s
A A

(avec.e=2si‘e;ésete 1 si € =5s).

De méme, d'aprés (7)

5 5oB
)
© Tog

| | DU X
(Zafma)(zﬁ—mﬁ) - T BY BT (Za_ma)(zﬁ-mﬁ} 3_5?2
=-¢ Y pB7 (zd—mé)(z ) fs

avec € comme ci-dessus. Par suite, le systéme (14) stécrit

e, | e
(16). B“B £ ﬁ = BAY Bﬁn.(za-ma)(z ) £ 1 n

Au second membre de (16) figurent les B, qul doivent évidemment

étre remplacées par leurs estlmatlons ‘du maximum de vralsemblance

(17) S m =A%



- 20 -

Calculons d'abord les guantités :
(18) - ot . poP fg

solution du systeme :

- c'est-a-dire, d'aprés (15) et (15')
' (1'8') ' - Cae: Dfr.h(;

avec des coefficients Der‘vérifiant :

- r s _ £ s
D B“rs_fﬁ = fﬁ:- Tst'D T
soit @ _
| D&'v (g + Tl;s) fg = i’g
Donc
- (19) a - D"“"'r(uré + 1) = és

et la matrice D est 1'inverse de p + 7 (en particulier, elle est

symétrique).

Le premier membre de (16), d'aprés (16), (18) et.(18'), est

5P £ f; - ft fg = pls

Ie second membre est, d'aprés (18), (18')
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4 ’Bn  : _ 4
BaY‘fY -l (Za~ma)(ZB—mﬁ) = ¢% cBS (2,m )(z ng)

_Rfr Ja ., st ,B _
=D A, (Zm ) D77 Ay (zB mg

Compte tenu de (19), multiplions la relation

s _ _{r a'. st 'B -
DV =D AL (ga-ma) D" Ay (ZB"mB
_pu'm&l+T&QQ%v+f%Q.Iivmnt:\
by F Ty, = AS (3,mm) AP (Zg-mg)

Mals X Z est justement 1l'estimateur ‘o, de ma. I1 apparait

donc que nous sommes dans un cas de dégenerescence. Le maximum

~de la forme quadratique (1nf1n1) est attelnt 1orsque ma = Kg Zat'

et Tuv = - Puvf Ia covariance cgrrespondante :
(20) 6. =K, - 2¢ ¢S
S _ _ s “o 7B

of af

'..est celle qul est a35001ee a la representatlon Z(6 - XB f 8. e

g X Xﬁ

. Notons bien que 51 X,y ne sont pas des points experlmentaux,

la forme s1mple (20) ne subsiste pas. On trouve :

S X,y
.(20') R e
: -+ pes y

o . = K(x-y) - % £€ K(y=xg) - AY £2 K(x-x))

avec les A% solution de (15'), et pour l'espérance :

i

~_* ¢ RN IR 4 '
| m (x) E £ = » fx\Za



