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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 129

Dans cette Note, je raésemble (sans qu'il y ait de liens logi-
ques entre eux) divers compléments a la note'Géostatiétique N° 128,
susceptibles d'étre utiles dans les applications effectives. En
premier lieu, j'indigue un théoréme qui, (dans une certaine mesure)
perméttra dans les applications de ne faire variér la teneur de
coupure gque dans un intervalle [a,b] domné, au- lieu de [O, ], En
-second lieu, j'indiqﬁe une méthode d'itération (dite méthode duw
triangle ) probablement plus puissante que la méthode du “"colima-
gon" exposéde dans la note N° 128. En fait, pas plus que par la mé- .
thode du colimagon, hqus ne sommes assurés de parvenir a la solu-
tion optimale par la méthode du triangle : mais l'approximation Yo
- a laquelle conduit cette méthode du triangle peut,lé son tour, ser-
vir d'approximation initiale & la méthode du colimagon - d'ou pos-
sibilité, en_conjuguant les deux méthodes, de se garantir dans une
large mesure contre le risque de tomber tres loin de la véritable
solution.optimale; Dans le troisiéme paragraphe, j'examine le cas.
d'un parametre non lindaire. ILes méthodes d'itératioh (du colima-
gon et du triangle) restent utilisables - sans autre changement que
la nécessité de charger davantage la mémoire. Je n'ai pas pour
l'instant de démonstration de la convefgence du procédé dans le
cas le plus général (bien que l'on puisse conjecturer que cette
convergence a lieu effectivement). Pourtant, dans le cas particu-~
lier le plus intéressant en pratique, cette démonstration est pos-

sible et sera dommée ci~-dessous,



I ~ TENEUR DE COUPURE A LIMITEE A UN INTERVALLE BORNE [a,b]

Prenons, comme dans la note 128, un espace E muni d'une o-
algeébre L, d'un préordre défini par une application I' : x -
I'(x) € P(E), de la famille JB = (2 des ensembles autorisés (i.e.
mesurables et stables par I'), et enfin du ebne Fdes fonctions
P-croissantés. On se dorme aussi sur E une mesure positive bornde
V et une fonction q € 12 (E, CI,V), et on de31gne par A = nffq la

projection de g sur le cbne convexe Ef eﬂﬁ L .

Soient alors a et b réels, avec a < b. L'ensemble

EF;,b ={f s fe€ i?(E,CX,V), a<fsgbdb  (V-p. p.)}

2 (V-p.p.) minorées par a et majordes par b

des fonctions f dans L
est un sous—ensemble convexe et fermé dans L2(E A,V). Toute fonc-
"tion g E 12 (E,A,V) admet comme projection sur fF’b la fonctlon

déflnle par :

| g=(gva)Aab
Ty, © .

(c'est-a—-dire g tronguée inférieurement en a et supérieurement en
b). Nous désignerons par Eféb 1l'ensemble des fonctions I'-croissan-

tes dans L2 vérifiant a < f < b (V-p.p.), soit :
faDb: Saabn%f

a

Remarquons déja

(1-1) feF = ﬂc.;bf= ncd,bf
A sa a



En effet, si £ est I'-croissante, M_ f = (f v a) A b est
Hab
également I'-croissante, donc appartient a Qf;b , et par suite

coincide avec la projection de f sur le sous-—-ensemble convexe

Qfab c QPab . De mémg :

(1-2) feF, = N ,f=1 £
ab ? anb )

En effet, a « £ « b entrafne a s mn_f £ b, puisque Mep est

gl = Eeab :

, N
un opérateur positif (Note N° 128, p. 18),vc'est-é-dire'nsf

appartenant au sous-ensemble Efab c & , cette fonction est évidem—

ment aussi la projection de £ sur ﬁf;' .

Venons-—-en au résultat principal :

Théoreme 1 - Soit q € I?(gbgz,y) et A = HEFq sa projection sur le

cone &. Alors q et A ont méme projection sur le convexe Gf;b

des fonctions I'-croissantes tronquées. Plus précisément : .

(1-3) m., a=1Mm A=(Ava)Aabd
. ~ab E’oa,b

Démonstration — Comme A € &£ , 1'égalité

n A=(Avae)Aab
Efab
résulte directement de (1-1). Posons
g =11 Q
-0 ﬁf;b

I1 feut montrer g = (Av a) Ab. Or g, est 1l'unique élément

de Qféb vérifiant :



(a) _V f e gab S Q"govf > < ‘<‘(l"g09 go >

Il faut donc montrer que g = (A v a) A b vérifie (a). Par

construction de A = prq, on a :
<g-A, £>20 , fef
{ A, h >=0 , . h:G o(4)
Mais g =.(A v a) A b est dans_b(A), et par suiﬁe :
<q¥A,g> = 0

donc < g-g, § >=< A-g, g > . Nous devons donc montrer que g vé-

rifie (au lieu de (a)) la relation suivante, pour tout f € é?ab T

(B) <g-g8 £>5 <A-g, g>=

= a f (A-a) + b] (A-b)

A<a - A2b
Par ailleurs, comme f € Ef;b c &, on a aussi :
(v) <qg-g) £>s<A-g, £>= f (A~a)f+f (A-b) £
A<z A=b

Sur {A € a} , (A-a) est < O et £ > a (puiéque f € Qf;b) en-—
traine (A-a) £ < a (A-a). De méme, sur {A > b}; (A-b) est 2 O et
f < b donne (A-b) f s b (A-b). Par conséquent (y) implique (B),

et le théoréme en résulte.

COMMENTAIRE - Dans les applications, on n'a généralement besoin

de faire varier le paramétre A que dans un intervalle fini [a,b]



contenant toutes les valeurs plauéibles de la téneur de coupure.
Autrement dit, on n'a besoin de comnaitre A que sur 1'ensemble
fa <A <b} cE, i.e. de connaitre seulement g = (Ava)Aadbs=
nf?;b A. Ie théoreme ci-dessus nous indigue donc qﬁ'il estvlégi-
time de chercher directement la projection IT op

: o ‘ ab
Sfab sans passer par l'intermédiaire de A = rgfftl. Cette remarque

q sur le convexe

se répercute au niveau des méthodes d'itération : au lieu de pren-
dré : |
Y =1 : q
n
Sy %)
il suffirait, en principe, de prendre

Y =Te, (v Y a

projection de q sur le convexe des fonctions croissantes f(Yn-i’xi)
tronquées par a et b : or, cela est directement réalisable par la
programmation dynamique (il suffit de limiter la variation de A a

1'intervalle [a,b]).

Toutefois, (du fait que cette méthode d'itération ne conduit
pas‘nécessaifement 4 la solution optimale) les risqﬁes de bloquage
de i'itération'sont_augmentés lorsque 1l'on tronque (puisque 1'on
manipule moins d'information 3% la fois). C'est donc seulement la -
pratique qui pdurra nous apprendre dans quélle mesure il est ef-
fectivement 1égitime de tronquer 1'intervalle de variation du pa- '

ramétre A.

REMARQUE - Du point de vue théorique, le théoreme précédent éclaire
la nature des rapports existant entre le contour optimal-B; (cor-

. , o
respondent & une valeur unique A, du paramétre A) et le théoreme
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des‘prOJections. Plagons-nous, en effet, dans le cas ol E est fini
et désignons par Xo < X1 < ... € AN_la suite croissanteA(finie) des
valeurs distinctes prises par A. Pour b < AN réel donné, ii existe
un et un seul indice avec Ai—1 <b < Ai. Prenons a = b-g avec € > 0

assez petit pour que A. < a<bzs A;. Alors, la fonction I q =
. i-1 i _ ' 3;b
(A v a) A b ne prend que deux valeurs : b sur A=} = B{' et a
: _ i

sur le complémentaire :

=b 1, o+ (b-e) (1-1 )
B, B,
i i
= (b-€g) + € 1

Aj

11 s'agit donc de la meilleure approximation de q (pour la
norme de L2) par une fonction & 2 valewrs de la forme (b-g) + € 1A

(AedR).

II - TA METHODE DU TRIANGLE

L'espace E, ici, est fini. On se donne trois fonctions Xo, Yo ’
Zo sur E (que 1'on peut prendre comme nouvelles coordonndes) et on

cherche & approcher la projection (au sens de L2)

A=m 9
L(x, ¥, 2)

de g sur le cdne convexe des fonctions f(Xo,Yo,Zo) croissantes en

XO,YO et Zo‘ La méthode d'itération consiste & prendre :
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(2-1) Y =n

" €f(zn~1’Xn—1) qb

Z =1
n 9(11,1_1,Yn_1)q

Théoréme 2 - Les suites Xn, Yn et Zﬁ convergent vers une méme li-

mite AO y €t cette limite est attéinte au bout d'un nombre

fini dt'itérations.

Noter que rien ne garantit que cette limite Ao soit identique
4 la projection A cherchée. Mais, si A # Ao. , A doit, dans la
»plupart des cas, constituer déja une excellente approximation de
A. On peut du reste améliorer cette approximation en ufilisént;
par exemple Ao comme approximation initigle Xo'de la méthode du
colimagon. La prafique seule décidera si cela est réellement utile.
I1 est possible dtailleurs qué<Ao (sans &tre identique & A) ne
puisse plus &tre améliorée par la méthode du colimagon. Cela vou-

drait dire :

A =1 =1 . =n '
° S’(Ao X,) a - Sa, Y,) a A, 2,) 4

Mais je ne suis absolument pas 4 méme de démontrer cétte con-
jecture, et 1'expérienée m'a rendu méfiant, de sorte que la prati-

que devra décider.

La démonstration du Th. 2 est assez analogue a célle du théo-

réme relatif & la méthode du colimaqdn. On remarque d'abord que

les trois suites Xh, Yn et Zn ne prennent qu'un nombre fini de




valeurs distinctes. En effet, Xh; par exemple, est évidemment

identique & la projection de g sur le cdne (X ) des fonctions
qroissantes de Xh. Or ce cbne est univoquement défini par la don-
née d'une famille ordonnée ng cJ> de contoﬁrs autorisés, et,
- J3 étant fini, il n'existe'qufﬁn nombre fini de teiles familles
ordonnées. 11 n'y a donc, dans l'espacé L2, Qu'un nombre fini de

fonctions £ vérifiant £ =1 q 5 d'ou le résultat.

. HAL)

| Ensuite, on note pour chacune des variables, par exemple Yh ’

que l'on a Yn =1 qQ 5 €t donc :

F(y.)

n

€Y, q>= |1,

D'autre part, Xn+1 =1 q donne 3
| P (¥2,)

<Yn,q>$<Yan+1>

Donc HYnH2 <Y, Xh+1 > . Qn'en déduit :
1%,y - T2 = 1%, 12+ 02 -2 <y, X, >

s 1%y, 4112 = 1Y 02

Autrement dit s ”Xh+1” z |Y |l avec égalité si et seulement si
X,,q = ¥,+ De la méme manidre, on a 1,0l 2 X! avec égalité
‘si et seulement si Y ., = Xn+1' Par suite :

(a) WY ol 2 HY 0, et 1Y, ol = |l si et seulement si Yo=Y .

Naturellement, on a le méme énoncéd pour chacune des suites Xh_,

ét %2 . Comme la suite Y ne prend qu'un nombre fini de valeurs



distinctes, la suite Y2k (par exemple) prend une infinité de fois

la m&me valeur : autrement dit il existe une suite infinie k1 <

k, < ... telle que Y2k1 = Y2k2 = ....D'aprés (a), cela entraine

. an = Y2k1 pour n 2 k1

Mais on a aussi |\¥, Al = X, I = ”YZHN avec égalité si et

seulement si Y2n = X2n+1 = Y2n+2’ On en déduit :

X2n+1 = Z2n+1 = Y2k1 pour n > k1,

' Mais alors (avec n > k1) 22n+1 = Y2k = constante entraine (d'aprés

I 2 IIx 1z avec égalité si et seulement si 2

n+1 -

one2 =.ZZn+3 on+2 = Y2k1 . De lg mémg maniére, on trouve 22n+2 =

Y., . Par suite, enfin, Y =1 ' q =Y . Autrement
2k ’ ! “2n+3 g(_lewz, z&l+2) 2k

onvall = N8on4ll

2n+3” =
. ) X

X

1 1
dit, dés que n 2 2k1 +3, oma X =Y =2 = Y2k1’ ce qui démoptre

le théoréme.

III - LE PARAMETRAGE NON LINEAIRE

Pour simplifier, je me limite au cas ou l'espace E est fini
et ou la mesure o représentant la valeur admet une densité Py ?
soit

By = P V
décroissante et continue en a. On a vu dans la Note 128 qu'il existe

alors une fonction (unique) a sur E, I'—croissante et telle que, pour

toute valeur de parametre a, 1les contours optimaux soient 3
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+ ) —
B, = fa2al 3 B = {a > a}

Cette fonction a GNF est caractérisée par les relations :

| (Y AeER - .ﬁ;a(x)(x) V(dx) = 0
(3-1) - A o
V « A f pa(x)(x) V(dx) =0
: a2qa - : -
De ceci résulte que les méthodes d'itération (celle du triangle
.et celle du colimagon) peuvent'étre utilisées telles quelles pour

approcher la fonction a.

'_'En effet, plagons-nous en coordonnées (XO,YO,ZO) et prenons
pour S le cdne SF(XO,YO,ZO) des_fonctioné croissantes de X , Y_
et Zé . On prendra pour Z, la fonction Z1(XO;YO) vérifiant les
relations (3-1) en axes (Xo Yo) et pour la relation d'ordre défini
par €¥(xo Yo). On 1'obtient en appliquant la progfammétion dyna-
| migque en axes (XO,YO) avec différentes valeurs du paramdtre o :
la seule différence avec le cas d'un paramétre A linéaire est que
" 1'on est ici obligé de mettre en méméire les valeurs de pa(x) pour
les différentes valeurs o = @y a2,..; que l'on désire retenir
(dans le.cas lindaire, il suffisait de mémoriser les deux fonctions
q et V).VOn peut écrire (symboliquement, puisqu'il ne s'agit plué

de projection & proprement parler)

n q
1
«(x, Y))

De 1la méme manidre, on construit par itération les suites
X» Yn',an . La question gqui se pose est évidemment celle de la

convergence de ces suites (les raisonnements faits dans le cas



- 11 =

linéaire ne s'appliquent plus ici, du fait que les normes dans I?

n'ont plus de raison de croitre de fagon monotone).

Notons déja cependant un premier résultat capital : ici encore,

les suites Xn, Yn et Zn ne peuvent prendre qu'un nombre fini de

valeurs distinctes. Pour le voir, on note que 1l'on a évidemment

Xn = H:?(xn) Qe Or,vd'une manidére générale, lorsque f parcourt <€

l'ensemble des fonctions g =_r1€§tf) q est fini.

En effet, la projection nsg(f) q ne dépend pas de f elle-méme,

mais uniquement de la famille ordonnée (finie) des
A{ = {£ 2 A} oudes A = {f>]]

5i 1'on pose & A, = A; KAZ , 11 n'y a qu'un nombre fini de
valeurs de A telles que 6 AA % et £ =2 A 16A « Toute fonction
X .
g € L(f) est alors de la forme :

g =2 al(A) 16A)\

avec une fonction a(k)vcroissante en A. En particulier, d'apres
les relations (3-1), la fonction g = nff(f) q est caractérisée

par i

f pa()\)(k) V(dx) = 0
84,

Cette relation définit de manidre univoque la valeur a(A)
que doit prendre g sur & AA , donc détermine g, Comme il n'y a
qu'un nombre fini de familles ordonnées Ah distinctes, il en ré-
sulte bien que l'ensemble :

e - ; y T €K
{g:8 ng(f)q }_
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est fini.

Ce résultat doit vraisemblablement permettre de démontrer la
convergence du procédé d'itération. Mais je me contenterai ici
d'étudier seulement un cas particulier, qui est du reste sans

doute le plus importent pour les applications.

Etude d'un cas particulier important.

On suppose E fini, on se donne en chéque point x € E la fonc-
tion de tramsfert Fx(t), de sorte que Fx(dt) est la loi de probabi-
1lité de la teneur en x (éventuellement concentrée sur un q(x) ddnné
si la teneur est parfaitement comnue). Enfin, on suppose connus et
fixés les frais d'extraction et de traitement & la tonne, soient
s et r, et on prend comme parameéetre la valeur p du point de métal
récupéré , Autrement dit, la valeur du minerai est définie par la

mesure i

[ j (t - -;-) F(at) - s ] v(ax) '
r/p

Nous prendrons comme parametre de travail l'inverse a de p :

a=1/p
de sorte que, pour chaque valeur du paramétre a, la quantité a

optimiser est :

an(x)'v(dx) , BeR
B

avec

I Xupen—": 2
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b
(3-2) qa(x) = f (t - or) Fx(dt) - o8
ar
On a mis b (au lieu de + ®) comme borne supérieure d'intégra-
tion, parce que les teneurs t sont nécessairement bornées (par
exemple par 100 %). Quitte & remplacer b par b+e, nous supposerons

t < b strictement p.s. pour la loi Fx(dt) et pour tout x € E.

Nous allons maintehant, moyemmant 1'addition d'une dimension
supplémentaire (celle des teneurs); remplacer le probléme initial

par un probléme analogue danis4

mais qui relévera du théoréme des
projections dans un espace L2. Précisons touf de suite qﬁe c'est
uniquement & des fins théoriqués (pour démontrer la convergence)
que nous introduisons cette quatriéme dimension. ILes calculs numé-

riques effectifs se feront sans changement (danis3), exactement

comme on 1' a exposé au début de ce paragraphe.

Prenons comme nouvel espace l'espace E des couples (x,t) ol

x EE et t € [0,b] (les points et les teneurs), soit
E = E x [0,b]

Munissons B du préordre T défini par :

_ t'> t
(x',%') € T(x,%) o
et x' € I'(x)

Ce préordre nous oblige, deés qu'une teneur t est supposée avoir
été acceptée en un point x supposé extrait, a accepter aussi toutes
les teneurs supérieures a t : mais cela est bien conforme au pro-
bléme réel.FCar, pour chague valeur a du parametre, on accepte

les teneurs t 2 ar et on refuse les teneurs t < or en chaque point
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x supposé extrait : cette contrainte supplémentaire (apparenté) ne

modifie donc pas les optima.

Sur E , en nous inspirant de (3-2), donnons-nous la mesure V

définie par :

(3-3) V(ax,dt) = r F}{(dt) V(dx) + s‘ 6b(dt) V(dx)

Ce "volume" comporte deux termes : le premier représente les
frais de traitement (des teneurs acceptées sur les points extraits),
et le second les frais d'extraction (des ?oints extraits, que les
teneurs correspondéntes soient ou non acceptées : telle est la
raison du Dirac Gb(dt)llocalisé sur {t = b}, valeur supérieure a

toutes les teneurs réelles).

" A ce pseudo-volume V sur E, associons la pseudo-quantité de

métal Q, qui est la mesure sur E définie par &
Qax,dt) =t F_(at) V(ax)

En comparant avec (3-3), on voit que cette mesure Q admet
une densité § par rapport d V : cette densité n'est pas t/r (a
cause du terme en s dans l'expression de V) mais @
| t/r si t <D

Tt =1 (6 - ;
§3-4) a(x,t) =% (8- 1“)}(1:)) 0 s t=b

D'apres (3-2), (3-3) et (3-4), la quantité & optimiser lorsque

B parcourt :ES est pour chaque « 3

f [q(x,t) - a] V(dx,dt) R

Bx{t2ar}

Comme, pour tout point extrait, le critére t = oar est le meilleur
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possible pour décider de traiter le minerai correspondant, l'opti-
mun en question est du méme coup réalisé sur la famille plus large
des Be 73 (ensembles de T stables pour le préordre T'). Nous sommes

donc ramenés au probléme & un paramétre linéaire qui consiste a

maximiger :

,f a(x,t) V(ax,dt) A-‘ a f’\?(dx,dt)
B | -

pour B e B.
Par suite, si & est le clne des fonctions T-croissantes sur
E et A(x,t) la projection de q sur <P , soit :
A=1_7q
&L
les contours optimaux (dans 1l'espace produit E) sont, pour chague

- valeur de o

§: = {A(x,t) 2 a} 3 ﬁa = {A(x,1) > al

I1 va donc exister un rapport simple entre la fonction A sur

T et la fonction a sur E caractérisée par les relations (3-1). En

effet :
< a(x) 2 «
(x,t) € B. o Alx,t) 2 a e :
« t 2 ar
Autrement dit, si B: = {a > a} est le contour optimal dans E,

on sait que l'on a :

_+ +
B, = B, x {t 2 ar}

Ou encore, en écrivant :
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A(x,t) = Sup {a : (x,t) € B;} = Sup {a ¢ a = a(x), a £ t/r}

on trouve la relation simple :

(3—5) A(X,t) = Inf (a(x)y vt/r)
Notons tout de suite 1'indgalité (stricte) :
(3-6) ' a(x) < b/r (f x € E)

Eh effet, pour a = b/r, la teneur de coupure (au traitement)
est b, donc supérieure aux teneurs réelles. Comme on ne peut rien
traiter, on ne doit non plus rien extraire, et {a = b/r} = ¢. En

particulier, en t ='Db :

A(x,b) = a(x)

Dés lors, nous pouvons affirmer que les méthodes d'itération

~ (du colimagon ou du triangle) sont convergentes et que les limites

sont effectivement atteintes au bout d'un nombre fini d'opératiohs.

En effet, & toute approximation Z = Z (x) de la fonction a

sur E, nous associons la fonction sur E :

Zn(x;t) = Inf (Zn(x), t/r)

qui est la projection de g sur é?'fzn, Yh, t) (cBne des fonctions
croissantes de ces trois variables) au sens de l'espace I?(E,EQ,V).

Par suite, les relations :

B A SN LI A L N S
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(soit : 1z )l = X, _ I avec égalité si et seulement si 2, =%_,)
’ sont-vérifiées. Par ailleurs, nous l'avons vu, les suites Zn’ Xn
efc... ne prennent gqu'un nombre fini de valeurs'possibles, et il
en est 4videmment de mlme des suites En ’ puisque‘fn(x,t) =

Inf (Zn(x), t/r). Par suite, les raisonnements qui établissent 1la

convergence au bout d'un nombre fini d'opérations peuvent 8tre

repris mot pour mot et la conclusion en résulte.

Du point de vue pratique, notons que les normes "Zn” (dans
L?(E,V)) doivent vérifier la croissance monotone 3
_ " Xl o |
Nz, Ll = = [1z]l ~ ete....
17, |

de sorte que ces normes peuvent fournir un bon critere pour arréter

les itérations.

Calculons donc la norme de la fonction Z définie par :

(3—5') Z(x,t) = Inf (2(x), t/r)

On trouve :

122 = [ 120,912 Tiaxsat) -

o .rfﬁ_z-(x,t)lz F_(at) v(dx) *+s j(Z(x,b))z V(dx)

~D'aprés la relation (3-6), que ces projections 7 sur des sous-—
cBnes vérifient également, on a Z4(x,b) = 2(x) : le terme en s est
donc sHZH2 , norme de % dans 1'espace ordinaire. D'aprés (3-5"),

on trouve aussi :
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2
fj(i(x,t)) Fx(dt) v(dx) =

ra(x) 00
1 2 2
fv(dx) [—;5 Jt Fx(dt)' + Afz (x) Fx(dt):l

rZ(x)
Par suite, la norme de Z est :

' rZ(x)
212 ='s fall® + 3 J[v(dx)ﬁjf % P (dt)

(3-7) | B0

P Y oY e P o ¥ ap V¥

+r L/fzz(x) [1 ;AFx(r z(x)) ] v(ax)

C'est cette norme qui pourra servir de critére pour arr&ter

une itération (les |IZ || doivent aller en croissant).

On peut aussi utiliser la norme g - 7"2, qui elle, doit évi-

" demment aller en décroissént. En développant
- =2 —, 2 - — —
T - 2% = 13)° - 2< T %> + |1Z)°

et en tenant compte des expressions de E, de Z et de V, on trouve :

<q %2>= qu(x,t) 2(x,t) V(dx,dt) =

I =

- rZ(x) 5 | 00 :
fv(dx) i“— P (%) + Z(x) t F_(dt)
' [-%[ _ : . L/;(x) ]
Compte tenu de (3-7), il vient ainsi :
(3-8) [T-ZN% = s ||21® + & va(dx) [t - = 2(0)]% 7 (at)

rZ(x)
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En particulier, on voit que la fonction a cherchée est la
fonction I'-croissante sur E minimisant 1l'expression (3-8) de la

norme |[g - EHZ.



