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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 130

LA CONVERGENCE EN IOI DES FERMES ALEATOIRES

Je me propose dans ce qui suit de caractériser la conver-

gence en loi des EFA.

Je désigne par E un espace LCD quelconque, et un EFA sur E, -
soit A, est défini par la donnée de sa probabilité P sur la o-
algebre Op des boréliens de 97=5F?E), ou, aussi bien, par la

capacité associée T : B - T(B) = P(GTB) pour B bordélien dans E.

Nous dirons qu'une suite A, 4'EFA sur E converge en lol vers
un EFA A si les probabilités Pn associées aux An convergent étroite-
ment vers la probabilité P associde & A, Comme F est compact, il
¥y a ici identité entre la convergence étroite et la convergence
vague. En particulier, l'ensemble P des probabilités sur Op est

un sous-ensemble convexe et compact de l'espace des mesures sur F.

Autrement dit, de toute suite An d'EFA sur E on peut extraire une

suite partielle An convergeant en loi vers un EFA A.
k

— CRITERES DE CONVERGENCE EN LOI -

D'aprés la définition de la convergence étroite (= vague)
des probabilités sur g,y on a B =P (ou A, ~Aen loi) si et
seulement si :

0 Tim () = P() v oe S = F®

TN

lim P (¢ = P(V) vOoE g



I1 est plus commode de traduire ce critére en termes de

fonctionnelles T.

Proposition 1 - Soient An, n=1,2... et A des EFA, Tn, n=1,2...

et T leurs fonctionnelles assocides. On a An - A en loi si et

seulement si

E Tim Tn(K) < T(K) K € 46
lim Tn(G) > T(G) G e %

Nous allons méme établir un résultat plus fort. Dans tout ce
qui suit, nous désignerons par J3 une famille d'ouverts relative-

ment compacts stable pour la réunion finie et constituant une base

de la topologie de E (Comme E est LCD, il existe de telles familles

J3 dénombrables, mais on peut évidemment aussi prendre J3 = % ).

I1 suit de 1a que :

~ pour tout K €JG, il existe une suite {B } c J3 telle que

B, > B,,, et B, K

[
~ pour tout G € (g, 1l existe une suite {B}c J3 telle que

" Ge
Bn c Bn+ et Bn /[‘

1

B étant stable pour la réunion finie, il en est de m8me de

B' = {B, Bedd}. Par suite :

~ toute fonctionnelle ¢ sci croissante sur 9 est déterminéde
par sa restriction a 05, et toute fonctionnelle ¢' scs croissante sur . f

est déterminéde par sa restriction a J3°'.

~ inversement, une fonction ¢ croissante sur J3 (resp. ¢!’

sur J3') admet un prolongement nécessairement unique seci sur 65



(resp. scs sur J6) si et seulement si elle est sci sur R (resp.

scs sur JG!')

Ces propriétés élémentaires seront utilisdes constamment

dans ce qui suit.

Proposition 2 - Soit {An} une suite 4'EFA et I, leurs fonctionnel-

les. La suite An converge en loi si et seulement si il existe

une fonctionnelle T scs sur JG et sci sur 4% telle que T(G) =

Sup{T(X), K €46, Kc G}, G € g} et

Iim 7, (B) < 7(B)
lim T (B) = T(B)

pour tout B € J5 . T est alors la fonctionnelle associde a

la limite en loi A de la suite {A }.

Démontrons simultanément les deux propositions 1 et 2. Si
An converge en loi vers A et si T est la fonctionnelle associée
a A, les conditions énoncées dans Prop. 1 sont vérifides : car
si K €6, ona Fy € J6(W etsiGE(ﬁ,ona@TGeg(&),
de sorte qu'il suffit d'appliquer la formule (1). On a donc
prouvé la nécessité de la condition de Prop. 1 (et a fortiori

celle de Prop. 2).

Réciproquement, supposons vérifiéde la condition énoncée dans
Prop. 2, et montrons qu'alors A, = A en loi avec P(A ¢ STK) = T(K)

(la réciproque de Prop. 1 en résultera a fortiori).

Comme ¥ est compact, soit {A, } une suite partielle conver=-
k

geant en loi vers un EFA A' dont la fonctionnelle est T', et



montrons que T et T' coincident sur J3 : il en résultera qu'elles
coIncident sur g' et JO et que (par suite de 1l'unicité de la
probabilité P' associée & A'), la suite A, elle-méme converge

vers A'.

Soit donc B € & et, dans J3 , une suite B, i'Eo avec

Bn :'En+1 S5 vee. On a

T(Bo) = Igf T(Bp) < Igf lim Tn(Bp)

puisque T est sci sur 29 et vérifie les hypotheses de la Prop. 2.

Pour chaque p, on a de plus
lim Tn(Bp) < lim :n

() = T 1, (B) 2 7(F)

car A, - A' en loi et gque la suite partielle Tn vérifie donc
k k
les conditions de Prop. 2 (d'aprés la premidre partie de la dé-

monstration). Ainsi, T' &tant sci sur %%:

T(Tso) < Ir;f T'(_Ep) = T'('Eo)

i B ite B :
De méme, soit dans une suite Bp 0 B, avec Bb c Bp+1 c

I1 vient de la méme fagon :

(B,) = Sup T(ﬁé) > Sup Tim Tn(E;) >

p b

Su 13 T (B’) Su lim T (B‘ )
2 im p- ' P

Sup T'(B')
p p

v

= 1'(B)

Autrement dit, pour tout B, € @A on a :



T(Tao) < T'(ﬁo) ; T(B,) = T'(BO)

Compte tenu des propriétés de semi-continuité de T et T',

cela entraine bien T = T' sur B y et acheve la démonstration.

Dans la Proposition 2, on utilise explicitement la fonction-
nelle semi-continue T. Voici maintenant un critére ou T n'inter-—

vient plus.

Criteére 1 de Convergence en loi - Une suite {An} d'EFA converge

en loi si et seulement si on a :

(2) Tim T,(B) =< lim T (B')

pour tous B et B' € B tels que B c B'.

De plus, si 1'on pose ¢(B) = lim Tn(B) (BedB),
T(K) = Inf{¢(B)y B€XR , B> K} pour K € Y et T(G) =
Sup {I(X), KeJG, Kc G}, G € %, T est la fonctionnelle

associde a la limite en loi des An.

En posant ¢'(B) = Tim Tn('ﬁ) (B€eJ3), on a aussi bien
T(G) = Sup {¢'(B), BeJS, Be G}.

La condition (2) est évidemment nécessaire, d'apres Prop. 2.
Inversement, supposons-la vérifiée, et définissons ¢(B) et T comme
dans 1'énoncé. Notons d'abord que T est scs sur G (et par suite
aussi sci sur 9 ). En effet, pour tout K € v©o et € > 0, on peut
trouver B € 43 tel que B> K et ¢(B) s T(K) + €. Pour tout com—
pact K" ¢ B, on a alors T(K') < ¢(B) < T(K) + €, et par suite T

est scs sur JG .



Hontrons que T vérifie les conditions de la Proposition 2
(d'ol résultera que An converge en loi vers un EFA dont la fonc-
tionnelle est justement T). D'aprés la définition de ¢,et l'hypo-

thése (2), on a :

1im Tn(ﬁ) < ¢(B')

pour B, B' ¢ 53 et B « B'. D'aprés la définition de T, il en ré-
sulte :

Iim Tn(ﬁ) < T(B)

D'autre part, pour B € B, on a T(B) < ¢(B). En effet, T(B)
Sup {T(K), K € 46, K c B}, et T(K) est s ¢(B) par définition dés

que K ¢ B. Comme ¢(B) = lim Tn(B), il en résulte :
T(B) < lim Tn(B)
et T vérifie bien les conditions des Propositions 1 et 2.

Il reste a établir 1'énoncé concernant la fonctionnelle

¢'(B) = Tim Tn(ﬁ). Posons done T'(G) = Sup {¢'(B), B € BB, B c G}
pour G € 9 et T'(K) = Inf {T'(G), G e%, G o K}. Alors, T' est
sci sur g? (et donc scs sur S ). En effet, pour G € g? et € > 0,
on peut trouver B € U3 avec Bec G et ¢'(B) = T'(G)-e. Pour tout
ouvert G' > B, on a alors T'(G') = ¢'(B) = T'(G)-e, et T' est sci.
I1 reste alors a vérifier que T' satisfait aux conditions énoncédes
dans la Proposition 1-2. Cela se fait de la m@me maniére que ci-

dessus., Pour B, B' € @B et B = B', on a d'abord
¢'(B) = lim T (B) < lim T, (B')

d'aprés 1l'hypothese (1-2), et par suite T'(B') < lim Tn(B') d'aprés



la définition de T'. D'autre part, on a :
T'(B) = ¢'(B) = Ta 1,(B)

Car T'(B) = Inf {T'(G), G2 3B, G € g/} et T'(G) = ¢'(B) des que
G o B. Ainsi, T' vérifie les conditions de Prop. 2, et coiIncide

avec la fonctionnelle T de la limite en loi des ‘A*n

Corcllaire - Soit An une suite 4'EFA convergeant en loi, Tn leurs

fonctionnelles, et T la fonctionnelle associde & la limite en

loi des A . Alors, la restriction de T a % est la plus grande

minorante sci de lim Tn sur % , et la restriction de T a J6G

est la plus petite majorante scs de 1im T, sur Jo .

En effet, soit @ une minorante sci de lim Tn sur gy . Pour
tout B €R, on a donc &(B) < lim Tn(B) = ¢(B). En posant &(K) =
Inf {®(G), GD K, G € 9 } pour X € Sb,0n a aussi bien (d'apreés
les propriétés de B ) :

@(K) = Inf{®(B), Bo K, B€AR} < Inf {¢(B), Bo K, Be R}

c'est-a-dire ®(X) < T(K). Par suite, pour tout G € @ :
®(G) = Sup {®(K)y, Kc G, K € JO} < T(G)

puisque @ et T sont semi-continues. T est donc bien la plus grande
minorante sci de lim Tn sur Qy o On montre de la m&me maniére qu!

elle est 1la plus petite majorante scs de Tim Tn sur JG .

Voici maintenant deux autres critéres de convergence ¢n loi.



Critére 2 - ‘Ah - A en loi si et seulement si il existe une fonc-

tion T sur %/ vérifiant les deux conditions suivantes

2-a : Pour tout G € éget toute suite {Gn} convergeant

vers G dans %,ona:

™6) < lim T (G)

2-b : Pour tout G € ¢4 , il existe une suite {Gn} con-

vergeant vers G dans (!? et telle que

(G) = lim Tn(Gn)

Cette fonction T est alors la fonctionnelle associée

4 A (et, en particulier, est obligatoirement sci).

Critére 3 - % -+ A en loi si et seulement si il existe une fonc-

tion T sur JO vérifiant les deux conditions suivantes :

3-a : Pour tout K € Ao et toute suite {Kn} convergeant

vers K dans JO, on a

T(K) = 1lim T, (K )

3-b : Pour tout K € S, on peut trouver une suite {Kn}

convergeant vers K dans JGet telle que

T(K) = lim Tn(Kn)

Cette fonction T est alors la fonctionnelle associéde

a A (et, en particulier, est obligatoirement scs).




iontrons maintenant 1'équivalence des critéres 1, 2 et 3.

1 » 2 - En effet, supposons 1 vérifié. Soit G € Qg et Gn - G dans
G. On peut trouver un ouvert relativement compact B € g? avec

Be Be G. Comme G, = G, on a aussi Bec Bc G, pour n assez
grand. Donc :

lim T (G ) 2 lim T (B) 2 T(B)

Mais G est la réunion des B tels que Beg, Besve, BeBe G,

et T est sci. On a donc T(G)

Sup {%(B), BEG, Bevs, Be
Bc G} < lim T (G ) : 2-a est vérifide.

Haintenant, choisissons une suite B dans g? avec B, € J0,
c B

B, 1 et B, T G, et une suite €y ¢-O. Pour chaque k, on a
1im Tn(Bk) < T(ﬁk) < T(G), de sorte qu'il existe un entier N, avec :

Tn(Bk) < T(Bk) *tEL S ™G) + €, bpour n =N,

On peut évidemment choisir les Nk de telle sorte que N

x+1 > Ny
Posons alors Gn = Bk pour Nk <nc< Nk+1’ et pour chague n désignons

' 3 1 .
par k  l'entier k tel que Ny sn< Nk+1' I1 vient :

T,(6p) < T(6) + &y
Or €y(y) ¥ 0. On en déduit Tim T (¢ ) < T(G). D'autre part
on a évidemment G 4 G, done G - G dans g? . D'aprés la premidre

partie de la démonstration, cela implique T(G) < 1lim Tn(Gn). Donec

Tn(Gn) - T(G), et le critére 2 est vérifié.
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1 = 3 - Supposons 1 vérifié. Soit K, une suite convergeant vers

K dans Y0, Choisissons B € E? avec B €JG, B> Bo K. Comme
K, -Kc B, ona X, c Bpour n assez grand, donc Tn(Kn) <

T,(B) et Tim T (K ) < Tim T L(B) = T(B) d'aprés le critére 1.
Donc 1im T (K ) < Inf {2(B), B¢ &4 » Bed6, Bo K} = T(K) :

3-a est vérifié.

Choisissons maintenant une suite Bk dans é% avec Bk € JO,
Bk ¢,K, Bk o Bk+1’ et une suite € L 0. Your chaque k, on a
lim Tn(Bk) > T(Bk), d'aprés le critére 1, donc il existe un

entier Nk tel que :

Tn(Bk) > T(Bk) - €, 2 T(K) - €, Dpour n 2 N

On peut évidemment choisir les Nk de sorte que Nk+1 > Nk’
Posons alors K = Bk pour N < n < N, ., et désignons par k,

1'entier k vérifiant Nk <n <N . I1 vient :

k+1

Tn(Kn) > T(K) - ¢

%2

Comme skn ¢ 0y il en résulte T(K) < lim 7, (K ). Mais
d'autre part Kn'¢ K, et donc T(K) 2 1im Tn(Kn), d'aprés la
premiére partie de la démonstration. Donc Tn(Kn) - T(K), et

le critére 3 est vérifié.

2 » 1 - Supposons le critére 2 vérifié, et soit {An } une;sous-
k

suite convergeant en loi vers la limite A' associde a la fonc-
tiomnelle T', Montrons T = T', d'ou résultera la convergence

An." A' par unicité de la limite.

Soit G € g?. D'apres le critére 2, on peut trouver une
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suite G convergeant vers G dans g? avec T(G) = lim Tn(Gn).

lais (puisque 1 =» 2), la suite partielle T, Vérifie le pre-
k
mier énoncé du critere 2, d'olu :

T(¢) = 1im T (G ) = lim rnk(Gnk) 2 T'(G)

En sens inverse, puisque An - A', on peut trouver une suite ..
k
[ ] — 1 -
G, convergeant vers G dans g? avec T'(G) = lim Tnk(Gnk). Po
pour n, < N < Ny o de sorte que GN - G. Alors,

k
sons GN = Gnk
d'apres le criteéere 2 :

T(G) s lim Tp(Gy) < lim Tnk(Gnk) = T'(G)

On conclut donc T = T', et Pn - P', La démonstration de 1l'im-

plication 3 =» 1 est analogue.

REMARQUE - Dans la démonstration de 2 = 1 (ou 3 = 1), on n'a pas
utilisé la fait que T est la fonctionnelle d'un EFA. la con-
vergence a donc lieu si le critére 2 (ou 3) est vérifid pour
une fonction T quelcongue sur é% (ou sur $6) : la fonction T
satisfait alors automatiquement les conditions voulues pour

8tre la fonctionnelle d'un EFA.

Nous allons maintenant montrer que la convergence p.s. d'une
suite d'EFA vers un. EFA A entraine la convergence en loi vers 1la

méme limite. Posons d'abord un lemme :

probabilisé (Q, 2A,P) dans (EF,cf), et pour chague n, soit T,

la fonctionnelle associde a 1'EFA An‘ Alors :
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(v Ke s, Ti'nmn(K)sP(TiTnAnesIK)
veed, lim T (6) 2 P(lim A € Fp)

En effet, pour K € i et pour toute suite Fj dans % telle que
FN J, F, on a F € yK si et seulement si FN € 6K pour tout N. Or

1im A = Q anJN A, = lim | Fy avec Fy = an)N A . Par suite :

P(N{U A € Fl

P(Iim A, € STK) ARNTN

lim P( U A e %) > 1lim Sup P(A € F,)
Nes oo n2N An K N—+ o0 n>N An K

lim Tn( K)

Soit maintenant G € g . L'ouvert G rencontre lim A, si et
seulement si il rencontre tous les A, au-dela d'un certain rang.

Ainsi

P(lim A, € F ) =P(L}{ 0 A, € Fsh)
n2

= Sup P( N € F.}) < Sup Inf P( € $.) =1lim T (G)
N nzl\I“Sl G} N n>N *n G - n

Proposition 3 - Avec les mémes notations que dans le lemme précé-

dent, si la suite ‘A*n converge P-p.s. vers A, alors les An con-

vergent en loi vers A.

D'aprés le lemme, on a en effet pour K € Jo et G € 5 :

P(lim A € :FK) T(K) > 1inm Tn(K)

I

P(lim &) € ;) = 2(6) s lim T (G)
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et il suffit d'appliquer le critere 1.

Voici quelques résultats complémentaires.

Proposition 4 - Soit % une suite A'EFA dont les fonctionnelles

Tn constituent une suite décroissante (resp. croissante). Alors

la suite An converge en loi vers un EFA dont la fonctionnelle

T vérifie NK) = lim § T, (K), K € 6 (resp. 2(G) = lim T T (G),

GeEG).

Raisonnons, par exemple, dans le cas de la suite décroissante.
La fonction T sur <G définie par T(K) = Inf T,(K) est scs, comme
Inf de fonctions scs. Pour toute suite partielle Ank convergeant
en loi vers un EFA de fonctionnelle T', on a T' = T, d'apres le
corollaire de Prop. 2, puisque T est la plus petite majorante scs
sur 0 de lim Tn = T. Donc, par suite de l'unicité de la limite,

la suite An converge elle-m&me en loi vers un EFA de fonctionnelle

T.

Ceci suggere d'introduire une relation d'ordre :4 sur l'en-
semble des EFA, ou, ce qui vevient au m8me, sur l'ensemble I des
probabilités sur g,, en posant A 2 A" si T < T'. Si 1'on prend
pour 93 une base dénombrable de topologie de E vérifiant les pro-
priétés habituelles, on a A & A' si et seulement si T(B) < T'(B)
pour tout B € 43 , ou encore si et seulement si T(B) < T'(B) pour

tout B € J3.

Alors, l'ensemble > des probabilités sur Op est inductif

pour l'ordre < et, aussi bien, pour 1l'ordre inverse 2> . Plus

généralement, tout sous—ensemble fermé de {P est inductif, et




- 14 -

contient donc des éléments maximaux et des éléments minimaux, pour

1'ordre < .

Soit, en effet, Ti, 1 €I une famille filtrante croissante
de fonctionnelles associées a des EFA A;- La fonction suz'éédéfi-
nie par T(G) = Sup {Ti(G), i € I} est sci sur ég . D'autre part,
on peut extraire de la famille T,, 1 € I (non dénombrable) une
suite croissante T, telle que In(B) 4 T(B) pour tout B € I3 . On
en déduit, comme dans Prop. 4, que la suite A converge en loi
vers un EFA A dont la fonctionnelle est T : A est donc le plus
petit majorant des A; pour l1'ordre 4 . De plus, la probabilité
P associée a A appartient a la fermeture dans P de l'ensemble
{Pi, i € I}. D'olu résulte que toute partie fermée de 3 est in-
ductive pour <$ et » , et contient donc des 4léments maximaux et

des dléments minimaux.

En particulier, l'ensemble des majorants (ou des minorants)
d'une famille quelcongue Aj’ j € J A'EFA est fermée dans P et con-
tient donc des éléments minimaux (majorants minimaux des Aj’ j € d)
ou maximaux (minorants maximaux). Plus généralement, soit ¢&* une
partie de g?(resp. de 4G ) et ¢ une fonction quelcongue croissante
sur &*. Alors, l'ensemble des probabilités vérifiant T < ¢ (resp.

T > ¢) sur (# est fermé dans 9° . Cela résulte d'une application

immédiate du Critére 2. Donc :

Proposition 5 - Soit ¢* une partie de 4G (resp. de & ), et ¢_une

fonction sur (# avec 0 < ¢ s1. Alors, il existe des EFA mi-

nimaux (resp. maximaux) dont les fonctionnelles T majorent

(resp. minorent) ¢ _sur ¢* . En particulier, toute famille d'EFA

admet des majorants minimaux et des minorants maximaux.
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- QUEIQUES PROPRIETES DE LA FONCTIONNELLE T -

En vue d'étudier la convergence en loi dans le cas des EFA
stationnaires (EFASt), nous utiliserons quelques propriétés de

la fonctionnelle T que nous allons auparavant dtablir.

Dans ce qui suit fa’o c 9 est une classe d'ouverts, et B 1la -

classe stable pour la réunion finie engendrée par JBb- Nous sup-

posons que éﬁ% possede les propriétés suivantes :

a ~ les éléments de CE% (donc aussi ceux de &B) sont des
t ]
ouverts relativement compacts. On désignera par {3, et J3 1a
classe des B tels que B € 030 (resp. € B). B colincide avec la

classe stable pour la réunion finie engendrée par OB; .
b ~ Tout ouvert G € g? vérifie la propriété :
G=U{B:Beld, Bc G}
¢ ~ Tout compact K € G vérifie :

K=nN{B: 3BeJ3, B> K}

11 est facile de voir que chacune des deux propriétés b et c
implique l'autre. D'autre part, on sait que lorsque E est un es-
pace LCD, il existe une telle famille <Z%, que 1l'on peut meme
supposer dénombrable. Par exemple, dans un espace euclidien, on
peut prendre pour (E% la classe des boules de centre et de rayons
rationnels, ou encore celle des pavés ouverts de sommets ration-

nels.

Si A est une classe d'ensembles dans E stable pour la réu-

nion finie et T une fonction sur (X, nous poserons par récurrence
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S,(Ay 3 A)) = M(A U 4A,) - I(4))
Sp(Ay 5 Apyeeeh) =8 (A 5 Al )

- Sn—1(AoU Ay s A1""‘Afn;-1)

pour Ao’ A1,...e . S1 T est la fonctionnelle d'un EFA et si 1les
A
é1éments de (X sont des boréliens, Sn(Ao H A1,...An) = P(H © )

A1,..An

Ceci étant, d'apres le Théoréme de Choquet, une fonctionnelle
T suz'é?(resp. sur J®) est la fonctionnelle d'un EFA si et seule-

ment si :
a-0<T g1 et T(®) = 0

B - Pour tout n et Apshyye &) € I3 (resp. € <3'),
Sp(Ay 5 Apyeeah) 20
Yy - Pour tout Bo € 33, on a :
?(B,) = Sup {I(B) ; B € B, Bc B}
(resp. T('Eo) = Inf {T(B) ; Be 73, B :TB'O}

Nous allons montrer qu'il est possible d'affaiblir ces condi-
tions, en restreignant B aux A1,..An € G%b (mais A, doit déerire

J3 entier) et y aux B, € 3.

Dans le cas des ouverts B € &3, ce résultat est dft & D.G.
Kendall (sa démonstration fait intervenir la théorie des "weak
incidence functions" dont nous n'avons pas besoin ici). Ia démons-
tration que je donne ici est & peu pres la méme dans le cas des

ouverts et dans celui des compacts.
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Proposition 2-1 = Une fonctionnelle T sur B (resp. J3') est

la restriction de la fonctionnelle d'un EPFA si et seulement

si

a~-0<Ts<1et () =0

B'- Pour tout n, A € J3 (resp. R') et Ayyesod € 3By (resp.
L]

Sn(AO ; A1’o..%) 2 O

Y'- Pour tout B € J3,, on a :

1

P(B,) = Sup{T(B) ; B€ B, B c B}

(resp. T(fo) Inf{T(B) , BeB, B> ﬁo}

I1 faut donc montrer g' =» g et y' = y.

' » B - Raisonnons, par exemple, dans le cas des ouverts. Soit
A €SB et Byy...B, € (3,. far définition, on a pour tout
A€-RB

Sp(Ay 5 ByyeeeyB oy B UA) =

Sp-1(4y 5 Byse-eB ) =8 (A, UAUB, ; B,...B ) =

+8, (A, UA;5 B,.o.B ) -8 _(A/]UAUB,; B,...B _,)

=8, (A 5 Byy..oB_,4) + 8 (A UAj; By.ouB _, B)

1 n-1

Donc, d'apreées B', cette expression est positive. En raisonnant

par récurrence, on en déduit que B est vraie.
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Y' = y - Ia technique de la démonstration consiste & établir que
la fonction (-81) vérifie la mBme propriété y' que T elle-

méme relativement & son premier argument.

Examinons d'abord le cas des ouverts. Soient Bo 6\5% et
B, € 3, de sorte que S1(Bo ; B1) = T(B, U B1) - T(Bo).
Comme S1 est non croissante en son premier argument Bo’ pour

tout B € B tel que B B,» on trouve :

(B, U B,) - 7(B) = 5,(B ; B,) 2 s.1(13o 3 By) =

= T(Bo U B1) - T(Bo)
Prenons 1'Inf pour Be 5, B = B,. D'aprés y', il vient :

S,(B

1 °B1)=Inf {51(3;31);Beﬁ,§c30}

0 ’
c'est-a-dire :

lim S1(B ; 31) = 31(130 ; 131)

la limite étant prise selon la famille filtrante croissante
des BeRB, Bc B,. Or 8,(B; B,) = T(BU B,) - T(B) et
lim T(B) = T(Bo). Donc 1lim T(B U B1) = T(BO) + S1(Bo ; B1)
= T(BO U B1), c'est-a-dire :

T(BOUB1) = Sup {T(BUB1) ; BeR, 'EcBo}

Cette relation est établie pour B € B et B, € 3B . Donc,

1
si B1 est dans 636, pour chague B € {3 nous avons aussi :

(B U 1313= Sup{T(BU B') , B' € B, B ¢ B,}
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Par suite, pour B et B, dans 050 :
(B, U B,) = Sup{T(BU B'), B, B'ée B, Bc By, B' B,}

Ceci entraine, a fortiori, que y' est vérifide pour tout
B 5031, ol ng'est la classe des réunions de n+1 éléments de 430.
Par récurrence, elle est donc valable pour tout n et tout B € @n’

c'est-a-dire pour tout B € @3 : y est donc vérifide.

Considérons maintenant le cas des compacts. Soit B € ¥3_ ,

B, € @, et Be B avec B> 'Eo. On trouve cette fois :

S, (B ; '51) > s1(§ ; 'E1) = T(§U§1) - T(3B)

17 o

= T(B, U B,) - 2(B)

S,(B. ; '131) = Sup{S1(-1§ ; §1), BeRB, B:'ﬁo}

En introduisant la limite selon la famille filtrante dédcrois-—

sante des B € 33, B:']'B'o :
s1('J§o ; 31) = lim [T(T3U§1) - (B)] = 1lim T('EU'1§1) - 7(B,)
d'ol résulte T('ﬁo U-]§1) = 1lim T(B U'E1), soit :

T('Eouia'1) = Inf {T(Tau'ﬁ1), Be 7B, B:_Bo}

relation vraie pour B € & et B, € #B. On en déduit, comme ci-

dessus, pour B € Jgo et B, 6030 :

T('BOU'B1) = Inf {T(ByU B'), B, B' €73, Bzio, B! :'3'1}
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1§
A fortiori, donc, y' est vraie sur la classe 31 constituée
| ]
des réunions de deux éléments de \750. Par une récurrence immé-

diate, on en déduit y.

Nous dirons qu'une fonctiommelle T sur une classe ({ stable
pour l'union finie est complétement monotone si les fonctions Sn
correspondantes vérifient B (ou, ce qui revient au méme, vérifient

B' pour une classe % engendrémt apar réunion finie).

COROLLAIRE - Soit T une fonction complétement monotone sur JG

(resp. sur @) et T' sa plus petite majorante scs sur JO

(resp. sa plus gré.nde minorante sci sur Qf ). Alors T' est

complétement monotone. En particulier, si 0 € T s 1 et

T(®) = 0, T' est la plus petite fonctionnelle d'EFA majorant

T sur JG (resp. la plus grande fonctionnelle 4'EFA minorant

T sur 2 ). Enfin, le résultat subsiste si T est défini seule-
54

ment sur J3' (resp. sur B ).

Raisonnons, par exemple, dans le cas des compacts. Posons :

1]

T'(G) = Sup {P(X) ; K € JG, K c G} Gey

T'(K) = Inf {(1'(6) ; G €&, GO K Kedb

de sorte que T' est la plus petite majorante scs de T sur JG, et
que T' est sci sur 9. I1 faut montrer que T' est complétement
monotone sur 9, i.e.

S,(Gy 5 BpreeeGp) = = (G, + iz>30 7' (6, U Gy) -
- (G G, U G.) #euem(=1)" 11 (g G 0
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Pour chaque i = 0,1,...,n, prenons une suite En(i) d'ouverts
relativement compacts vérifiant B (i) « B (i) et B (i) te. st
un compact K est contenu dans GolJ Gi[J..JJ Gi y 11 est couvert

k

par U (Bn(o) U Bn(i1) Ue U Qn(ik)), donc
n

Kc By(o) U...U B (1)) = B (o) U...UB (i) € & Ueo.U Gik
pour n assez grand. Donc :
(G, U...U Gik) = lim T('En(o) Ue. U 'B'n(ik))
n

Par suite, les relations de monotonie compléte, vérifides
par les fonctions S5 associées a T, passent & la limite et sont

?
valables pour les fonctions Sn associées a T'.

- APPLICATION AUX EFAST -

Maintenant, E est l'espace euclidien E = R®. Un EFA A, défini
par une probabilité P sur Opy €8t stationnaire si et seulement si
P est invariante par translation. I1 suffit pour cela que la fonc-
tionnelle T soit invariante, sur é? ou sur JG , pour les trans-
lations. L'ensemble des EFASt est fermé, et donc compact, pour la
convergence en loi. En effet, soit Pn une suite de probabilités
invariantes par translation et convergeant vers P. Pour toute

fonction continue f sur $F et tout h € R® :

jf(F) P(aF)

limff(F) P (dF) = limﬁ(Fh) P_(4F)

jf(Fh) P(4F)
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En reprenant un raisonnement fait par D.G. Kendall dans le
cas de l'espace & une dimension, nous allons montrer que toute
fonctionnelle completement monotone, bornée sur é% s €t invariante

par translation est nécessairement sci.

Dans ce qui suit,\ﬂgo désignera la classe des pavés ouverts.

n(ai’bi) = {x: a8 <x; < b, , 1= 192ye0en}

et B la classe des réunions finies de pavés ouverts. Si T est un
pavé ouvert, et si B € J3 vérifie Be I, on peut trouver un autre

pavé m edBo tel que :
BeMeMen

Par suite, une fonction T complétement monotone sur & vérifie

la condition y' de la Prop. 2-1 si et seulement si

(2-1) T(m = sup {T(M') : M € B, W' c 1}

et par suite

J> des réunions finies de pavés ouverts dans R* et vérifiant

0 <T< 1. Alors T est la fonctionnelle d'un EFA sur B si et

seulement si (2-1) est vérifié pour tout pavé ouvert fl.

Supposons de plus T invariante par translation sur la classe
CBO des pavés ouverts (stationnaire d'ordre 1f, dans la terminolo-

gie de Kendall). Alors, pour I1 = {x : a; < x5 < bi}, T(M) ne dé-

pend que des longueurs €i = bi - a; des arétes de I, soit :
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(M) = 2(€y5... €))

n

D'apres le lemme, T sera la fonctionnelle d'un EFA si et
seulement si :

!

]
(2-2) £(€,... 6, = Sup  £(&,...8)
L.<?
i i
pour Qi >0, 1 =1,...n. Or cette condition est automatiquement

vérifide dés que T est complétement monotone.

En effet, la fonction f est croissante en chacune des varia-—
bles é&, de sorte que (2-2) sera vérifide si et seulement si f
est continue a gauche par rapport & chacune des variables ei‘ Or,
en fait, f est méme continue par rapport & chacune de ces variables.
Pour le voir, raisonnons par exemple sur la premiére coordonndée 31.
Fixons é%,...ﬁh (toutes > 0) et écrivons f(21}au lieu de f(€1,..€;).
Soient u, v et w trois nombres > 0. En appliquant la condition de
positivité de la fonction 82 aux pavés no’ H1 et n2 pour lesquels

e1 est u, v ou w, nous obtenons

= £(u) + f(u+v) + glu+w) - f(u+v+w) 2 0

donc

flutv) - £(u) =2 flu+viw) = £(u+w)

Or, £ étant croissante et bornée, ceci entraine que f est

continue en tout €= u+w > O. Nous concluons °*

Proposition 2-2 - Soit T une fonction completement monotone sur

é?(ou sur B ), invariante par translation et vérifiant O < T

< 1 et T(@p) = 0. Alors T est la fonctionnelle d'un EFASt.
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Voici une conséquence concernant la convergence en loi :

Proposition 2-3 = Une suite An d'EFAST converge en loi si et seu-

lement si Tn(G) admet une limite T(G) pour tout ouvert G rela-

s

tivement compact (ou simplement pour tout B €D ), et T est

alors la fonctionnelle associde & lim A

la condition est nécessaire. Supposons en effet An - A et
prenons pour CE% la classe dénombrable des pavdés ouverts dont les
sommets ont des coordomnées rationnelles. Comme U9 est dénombra-
ble on peut (par le procécé cantorien usuel) construire une suite
partielle n, telle que rnk(B) ait une limite T'(B) pour tout
Bée R. Ia fonction T' ainsi définie sur B est complétement mono-
tone, comme limite simple de fonctions monotones, et vérifie les
conditions O < T' < 1, T'(®) = O. Désignons encore par T' son plus
petit prolongement sur g}. T' est complétement monotone sur é? et
on vérifie sans peine que l'invariance des Tn par translation se
transmet a T'. Donc T' est la fonctionnelle d'un EFAST A' (d'apreés
Prop. 2-2). Si T est la fonctionnelle de Ay, ona T < T', car pour

tout B € J3 :

T(B) s lim T (B) < lim T, (B) = 2'(B)
k

llais T est la plus grande minorante sci de lim T sur J3
pour toute suite partielle Ank et convergeant en loi. Comme T est
sci, on a T = T', Par suite de l'unicité de la limite, la suite
Tn converge elle-m&me vers T = T', et T' est la fonctiomnelle

de A.

Ainsi, T(B) = lim"ﬂn(B) pour tout B € B. 3i G est un ouvert rela-

tivement compact, le m@me raisonnement appliqué & la classe dénombrable
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| U {G} montre que 1l'on a également T(G) = lim T _(G).
n

La condition est suffisante. En effet, supposons Tn(B) - T(B)
pour tout B e A, Si Ank est une suite partielle convergeant vers
un EFAST A' de fonctionnelle T', on a T' = T d'aprés la premieére
partie de la démonstration. D'aprés l'unicité de la limite, on
a donc A — A' en loi et lim T (G) = T'(G) pour tout G € Qf relative-

ment compact.
De la m8&me manieére :

Proposition 2-3'~ Une suite An d'EFASt converge en loi si et seule-

ment si Tn(E) admet une limite T(G) pour tout ouvert G relati-

vement compact (ou simplement pour tout G € B ), et T est alors

la fonctionnelle associde a lim An.

Notons bien que ce résultat n'entraine pas lim T (X) = T(K)

pour tout compact K ; en particulier ceci peut &tre faux pour les
-

compacts K # K, par exemple pour les compacts d'intérieur vide.

Ainsi, si A est un processus de Poisson de densité 0, T ®, A,

converge en loi vers A = }" p.s. Mais pour K €JGnon vide et

dt'intérieur vide :

™K) = 1> lim Tn(K) =0

On peut démontrer directement Prop. 2-3' de la méme manieére
que Prop. 2-3, ilais il est plus simple d'en faire un corollaire

de Prop. 2-3 et de la :

Proposition 2-4 - Si T est la fonctionnelle d'un EFASt, on a

T(G) = T(G) pour tout ouvert G € @ -
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En effet, désignons par Bn la boule ouverte de rayon 1/n.
Pour tout F € ®, la suite F @ 'En converge vers F dans & . Comme
la convergence p.s. entraine la convergence en loi, ,la suite
d'EFASt % Ao B converge en loi vers A. La fonctionnelle Tn
sur g associée & A est définie par Tn(G) =P(A @ B € S«"G). Mais

Ao -En € EFG gi et seulement si A @ ﬁn rencontre G, donc si et

seulement si A rencontre G @ -Bn = G ® B . Donc Tn(G) ™G @ Bn).

D'aprés Prop. 2-3, il en rdsulte T(G) = lim T(G @ Bn)‘ Mais
si G est compact, T(G ® B,) ' T(G) et par suite T(G) = T(T). Si
G n'est pas relativement compact, on prendra la suite G ﬁB;l ou
BI; est la boule ouverte de rayon n. Alors G N Br'l NG, ETE;I G
comme on le vérifie sans peine,,donc T(G N B;l)’[‘ T(G) et T(m;l)'l‘ G
puisque T est une capacité. Comme G N BI']. est relativement compacte,

il vient 2(G N B)) = (TN B,), donc & nouveau T(G) = N(F).

De cette proposition résultent des propriétés de continuité
de T sur la famille des convexes ouverts et sur celle des compacts

convexes d'intérieur non vide.

Proposition 2-5 - Ia restriction a C( @) de la fonctionnelle T

d'un EFAST est continue en tout ouvert convexe- relativement

compact G # ¢, De méme la restriction de T & C(JG) est continue

en tout K € C(S0) d'intérieur non vide.

On rappelle (lemme 3-5-1 de Random Sets and Integral Geometry)
que l'appllcatlon F-F de C(¥) dans C(g) est continue, et que

F= F pour tout fermé convexe d'intérieur non vide.

Soit Gn une suite dans C(g) convergeant vers un ouvert non
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-

vide (nécessairement convexe) G € C( %). Nous pouvons extraire
une suite partielle G, telle que lim G, =TFe€ C(#H) dans K .
k k
Comme 1l'application F - %‘ est continue sur C(¢), on a aussi
o ]
G =1lim G, = lim '& = P, Comme F = G n'est pas vide, on a donc
: n, n, _
aussi F = G. Par suite de 1'unicité de la limite P, on a G =

lim En dans % y ce que 1l'on peut énoncer sous forme de lemme ¢

D'aprés ce lemme, on trouve :

2(6) s lim NG ) s Tim 2(G,) s NT)
et comme T(G) = T(G) (Prop. 2~4), il en résulte T(G) = lim T(Gn).

Soit maintenant K € C(JG) avec e 7 @, et K, une suite conver-

geant vers K dans C(J6). D'aprés le lemme 3-5-1 rappelé ci-dessus,

(] [~ o
on a aussi lim K =K # ®. Donc, puisque K = K :

(k) = MK) = Lin MK) < TI@ ©(K) < T(K)

[ []
Comme Kn # ¢ pour n assez grand, on a aussi T(Kn) = T(Kn),
et par suite T(X) = lim T(Kn).

Le résultat relatif a 0(9) ne peut pas 8tre amélioré : sSi
G, | {x} dans 0(9), on a G - @ dans 0(9), mais T(G ) | T({x}),
et T({x}) n'est pas nul en général. Par contre, on peut se deman-
der si T est continue sur C(JG) entier. On peut noter que T est
continue en tout {x}, x € B : si K, - {x} dens C(J®), ou méme

simplement dans J©, il existe x, € K, x = lim x . Done
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im NK,) > lim 2({x,}) = N{x}) , puisque T({xy}) = T ({x})

- cste

lim (K ) = 2({x}).

par stationnarité. Comme 1im 'I'(Kn) < T({x}), on a bien

Notons déja quelques lemmes(valables pour un EFA quelcongue

dans R%).

_______ KK' de JO6x JO dans

F(F) = $6(F) est continue.

En effet, soient K et K;l deux suites convergeant dans JG
'
vers K et K'. Il existe un compact Ko tel que Kn U Kn c Ko pouxr
tout n. Soit F € UTK gre 11 existe x € PN K et x' € FN K,
donc aussi des suites {x } et {Jg,l} avec x, € K , xn € I&l y X =
lim X,y X' = lim 151 En posant F,. =FU {xn} U {xn}, on a

' et F = F . ',
F € 9:(%’1% et F = lim F, dans Done ¥ K,k C Lo qKn’Kn
Soit maintenant n, une suite partielle et, pour chague k, Fnk €

avec F = 1im F . Il existe €EFr NK et
Kn Kn Iy " © oy My
'

X, E F n Igl et ces deux suites admettent des valeurs d'adhérence
X _

x €PN K et x'€ PN K' (puisque les K, et les Kr'l sont c K fixe).

Donc F € Py ., et Tin &, F.
?

,Kr'1 < Wy ke

LEMME 2~-4 - Soient Kn et K;l deux suites convergeant vers K et X!

dans 4G , et telles que T(K) = lim (K et T(K') = lim T(K).

Alors T(Knu K;l) converge vers T(K U K').

D'aprds le lemme précédent, I+ ' converge vers Q’TK K’
?

Knrky
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et ISW. U Kn' - KU K' a cause de la continuité de |J . Comme P est
une probabilité réguliére, on a :

e g sh = T ' - : ' =

Tim P( € %'Kz:) Tim [T(K) + M(K) - MK, UK)]

I(K) + M(K') - lim MK, UK.) s B(F = 2(K) + 2(K)

K, K

- (K U k')

Donc lim T(XK U Kl"l) 2 T(KU K'). Comme on a toujours Iim

(K, UK ) < 2(K U K'), on conclut T(K U K') = lim (K, UK.

]
un compact contenu dans ¥6 . Il existe une suite ISI conver-

]
geant vers K' avec Kn c Igl pour tout n.

Si K = @, 1le résultat est trivial. Si K # ¢, les K, sont non
vides au dela d'un certain rang, et pour tout € > 0, on a X & 181 ® Bs
pour n assez grand. On peut donc trouver une suite €, J, 0 avec

Ke Kn ® Be . Pour tout x € K il existe donc pour chague n un

n '
x (x) € K tel que d(x, x,(x)) < e . Posons K, = xléJK'{xn(x)).
] ? ]
n a K, ¢ K' ® B, et K' ¢ K, ® B, , donc lim K, = K' dans JG, et
' n ‘ n

X c K

1'ensemble % J& des points de continuité de T est stable

pour la réunion finie.

En effet, soit K et K' dans Ho et Kn une suite convergeant

dans 4G vers K U K', de sorte que (KU K') = TI& T(K ). D'sprds
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le lemme 2-5, on peut trouver deux suites Igl et %'1 convergeant
vers K et K' respectivement dans £G, avec K;l U Kn c K; « En
appliquant le lemme 2-5, on trouve lim T(K;) 2 lim T(Ig1 U Ig'l) =
(K U K'). Done lim T(K ) = T(K U K'), et KU K' € 26 .

des parties de R* fixédes).

Cela résulte du lemme 2-6 et de T({x}) = CSte, x € B¢

LEMME 2-8 - Avec les memes notations, T est continue en K € fg si

et seulement si T(X) = Sup {T(I), I €Y, Ic K}, ot J dé-

signe l'ensemble des parties finies de IR,

La condition est nécessaire, car la famille filtrante
T(1), I c K converge vers K dans M. Inversement, supposons-1a
vérifide, et soit Kn une suite convergeant vers K dans JG. Pour
tout I c K, on peut trouver I, c K, In ¢€g, In - I dans 56,
donc, d'aprés le lemme 2-7 : lim T(IS,L) > lim T(In) = T(I). D'apres
1l*hypothése, il en résulte lim T(Kn) 2 Sup {MI), I €3, IcK}

= T(K). Donc T(Kn) converge vers T(K), et T est continue en K.

Proposition 2-6 - Soit T la fonctionnelle sur 0’ associde & un

EFAST A. T est continue en tout I € J . T est continue en G

pour tout ouvert G relativement compact si et seulement si

A est séparable.

Ie premier énoncé n'est autre que le lemme 7. Si A est sépa-

rable, on a T(G) = Sup {T(I), I € I, I c G} pour tout ouvert G
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relativement compact. Comme T(G) = T(G), la condition du lemme

2-8 est a fortiori vérifide par G, et T est continue en G. Inver-
sement, si T est continue en G, on a T(G) = T(§) = Sup{T™(I),I €J,Ic G
puisque la famille filtrante des I = G converge vers G dans JG. Mais

cela exprime que A est séparable.

Proposition 2-7 - Soit A un EFAST isotrope, c'est-a-dire dont la .. _

fonctionnelle T sur VO est invariante pour les translations

et les rotations. Alors T est continue sur C(JO).

Nous savons déja que la restriction de T a C(JG) est continue
en tout compact convexe d'intérieur non vide, et il faut examiner

le cas des compacts convexes de dimension < n.

Soit d'abord K un simplexe de dimension k < n, c'est-a-dire

l'enveloppe convexe de k+1 points XyreeeX non situés dans une

k+1
meme variété de dimension < k, et soit Kh une suite convergeant

vers K dans C(%0). Pour chague i = 1,...k+1, il existe xh(i) €K ,
xn(i) ~ x,. Désignons par K; 1l'enveloppe convexe de {xn(1),..xn(k+1)}
de sorte que KQ - K dans C(J0G). Pour n assez grand , les K; sont
des simplexes (sinon, leur limite K serait de dimension < k). Si

V est la variété de dimension k contenant K, on peut pour chague

n trouver une rotation transformant K; en,K; c V avec lim K; = K.

En appliquant la proposition 2-5 dans l'éspace V identifié a Gk ’

on trouve T(K) = lim T(K;). Mais, & cause de l'invariance de T

par rotation, on a (K ) > T(K;) = T(K;), donc lim T(K ) > T(K).

Donc T(Kn) converge vers T(K).

Soit maintenant K un point de continuité de la restriction

de T a C(¥0G), et K' un simplexe, tel que K U K' soit convexe.
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Alors, KU K' est un point de continuité de la restriction de T &

C(H0) .

En effet, soit K; une suite convergeant vers K |J K' dans
C($0). On peut trouver une suite K£ c K; de simplexes convergeant
vers K', et aussi une suite Kh c K; de compacts convexes conver-
geant vers K (voir lemme 2-5). D'aprés le lemme 2-4, il vient

lim M(K) > lim (K, U K)) = H(K U K'). Donc T(K U K') = lim T(K:)h.‘ |

Tout polyedre convexe est réunion d'une suite finie
K1 Ue ool Kk de simplexes, telle que K1 Us .U Kk' sy €St convexe
pour tout k' < k. D'apres le résultat précédent, donc, tout po-

lyédre convexe est un point de continuité.

Soit alors K un compact convexe de dimension k € n. Il est
limite dans C(J®) des polyédres convexes gé K' c K. En appliquant
la proposition 2-5 a la variété V contenant K, identifide a mk,
on a T(K) = Sup {T(X'), K' c K}. Soit K, - K dans C(JG). Pour
chaque K' c K, il existe une suite K; c K.n de polyedres convexes
dont la dimension est k (pour n assez grand) et convergeant vers K'.
On a donc, d'aprés ce qui précéde : lim T(Kn) > lim T(K;) = T(K'),

et par suite lim T(K ) 2 Sup {T(K')} = T(K). Donc T(K) = lim T(K,)

COROLLAIRE - Dans le cas a {1 dimension, T est continue sur C(JO).

Si de plus 1'EFAST correspondant est séparable, la restriction

de T & G est continue en K € J6 dé&s que K est réunion dénom=-

brable de compacts convexes.

A une dimension, T est isotrope donc continue sur C(SG) d'apres

Prop. 2-7. Si A est séparable, l'ensemble > des points de conti-
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nuité de la restriction de T a C(JG) contient 1l'anneau convexe,
et aussi la classe stable pour la réunion dénombrable engéndrée

par C($0) (vérification immédiate).



