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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 134

LE PARAKETRAGE TECHNIQUE DES RESERVES -

0 - INTRODUCTION PEU REALISTE. //’

s e

L'objectif'(idéal,_jamais atteint) du parametrage des réserves

récupérables d'un gisement donné serait le suivant : en fonction

des différents paramétres économigues b = (b1,...bN) représeﬁtant
par exemple les cours des différentes sﬁbstances utiles, les prix
de revient de découverture, d'extraction, de traitement etc.. qui
interviennent dans la formule de valorisation, troﬁver la meilleure
maniére (techniquement possible) d'exploiter ce gisement et donner

les caractéristiques de ce projet optimel.
.,-__.-——’”MM\_ IS
[ —

[

Du point de vue formel, et pour un gisement supposé parfaite-

ment connu (tel, par exemple, gque 1l'on connaisse les teneurs en

chacun des points du gisement), on se donnerait :

~ I'ensemble &P de tous les projets possibles (techniquement

‘réalisables). Cela implique : le choix de la découverture, du vo-

lume & extroire, dans le volume extrait le choix de ce gqui est
envoyé au mineral et au stérile, 1la conbinatoire des chantiers
et la cadence d'exploitation, le réglage de la laverie etc.. etc..

~ L'ensemble des valeurs possibles des parametres économiques,

-
par exemple, b = (b1""bN) € B,

~ Une fonction B(w,b) domnant (pour ce gisement parfaitement
connu) la valeur du projet o € 9? lorsgue les conditions économi-

ques sont b = (b1,...bN).



~ Pour chague b € EN, il existe un (ou plusieurs) projets

= = w(Db) maximisant B(m',b) a4 b fixé :

Y(b) = Ba(b),b) = Sup B(w;b)
. wEP .
5i les X; sont des caractéristiques du prdjét = (tonnage de
minerai,toniage d'un métal dommé, découverture etc...), on obtient

le parametrage :

fi(b) = Xi(m(b)? avec aussi y(b) = Sgg) B(w, b)

Naturellement, cette manitre de formuler le ﬁrobléme n'est pas

réaliste, parce gue

~ les caractéristiques réelles ne sont pas connues, meis seu-

lement estimées avec une approximation grossiere.

~ de toute fagon, ce serait beaucoup trop compliqué.‘ll est
hors de question d'espérer pouvoir optimiser a la fois et dans
tous leurs détails infiniment complexes toutes les opérations qui

constituent l'exploitation d'un gisement.

On va chercher & disjoindre lé probléme en problemes partiels
4 peu prés indépendants, et chercher des méthodes de simplifica~
tion. Ces approximations seront d'autent plus légitimes que 1'on
ne dispose, €n géndral, pour faire cette estimation que d'une in-
formation relativement sommaire qui ne permet pas une prévision

fine des étapes plus lointaines de la mise en exploitation.

Considérons d'abord quelgues cas simples (et idéaux).



I — INTUITION SI4PLISTE :Z0NEQGRAPHIE ET HISTOGRAMMES

~ TIa relation tonnage-teneur de ILasky.

Vers 1950, S. Lasky s'est demandé comment variaient les
réserves (récupérables) d'un porphyry copper en fonction du cri-

_ tére de sélection usuel (la teneur de coupure en Cu %). Il est

ainsi arrivé & la notion capitale de relation tonnage/teneur.

Tasky partait d'une représentation simple de ses porphyry

copper : la teneur z(x) au point x était (implicitemenf) considé-
rdée comme une fonction régulidére et continue de x, manifestant
par exemple une décroissance réguliére lorsque l'on s'éloigne du
coeur riche du porphyry (aujourd'hui, c'ést & la dérive et non a
1g teneur elle-méme que 1l'on pourrait attribuer ces caracteres).
I1 supposait cette fonction connue (parfaitement ou avec une trés
bonne approximation) et son point de vue était celui d'une zonéo~-
graphie :

3i la teneur de coupure en Cd est

z,s On exploitera le domaine limi-

té par l'isoteneur 2y soit

BZ, = {x : z(x) 2 2

0 O}

avec -le tonnage et la teneur :

(1-1) 2(z,) = / A(dx) Q(z,) = fz(x) Mdx)

B B
2o _ 2o

_ (Mdax) = dx ou, plus précisément, p(x) dx ol p est la densité).

I1 obtient ainsi les courbes T # Q et m = Q/T paramétrées en Z e



' Q et T sont évidemment décroissantes
(et m croissante)
On peut donc éliminer zj et cons-

truire

Q = Q(T), m = m(T) ete...

Ex. : la loi dite loi de ILasky

- de la forme :
w .

,.Q .
ac® m=a-f logT
Q(T) est croissante et con-
cave.
() In effet, si T(dz) est le
tonnage compris entre les
- T isoteneurs z et z + dz
o
(1-2) 2z,) = [ maz)
Z
o
o0 .
Q(ZO) =] zT(dz)
Z
; 0

Par suite, %% =z _ > 0, nais T(zo) est fonction décroissante

o
de Zgys donc aussi Z, fonctionndécroissante de T : la pente de la

“tangente décroit quand T augmente, et Q est concave.

Noter la relation

00

Qz) = 2, 2(z ) +f T(z)dz
: Z
0
Donc :
n(T) = % =z, + % ‘[ ™(z) dz = zZ,
Z



Puis Q = mT dorme dQ = mdT + Tdm., O~ 49

dm z 0~ 12040
) Soit z  dT = T + Tdm et
%% = - (m—z ) =0 m décroit quand T augmente
T
ey Il y ai i une autre interprétation, en terme d'histogramme

- ou de loi de distribution F(dz) des teneurs (ponctuelles). Si T,

est le tonnage maximum (lim T(zo) pour z, - 0), on pose

™dz) = T_ F(dz)

o)
D'6u :
2zy) = T,(1-Fz)) 5 ale) - 2, [ 2 Baz) -
ZO -
=z T(zo) + Tob/ (1fF(z)) dz
) |
O

EXEZPIE ¢ Ioi de Iasky m(?) = a - B log T : domnne Q(T) = Tm(T)

(a-B) — B log T et par suite

_ a=B

T = TO e—z/B TO = e B (Ioi exponentielle)

= T - BT log T. Donc z = dQ/AT

(avec m(zo) —'zo‘z B = ¢Stey,

Inversement si = Q(T) est croissante concave et atteint son
b

asymptote en T = T, on a une interprétation en ™(dz).

Naturellement, au point de vue de la Géostatistique;'cette
maniére simpliste de présenter les choses n'est pas tenable. Du

fait des hypothéses (non réalistes) faites sur 2Z(x) : fonction tres



régulitre et connue - 3 notions, que 1l'on doit d 'habitude treés

soigneusement distinguer = se trouvent ici confondues :

~ la gzondographie
~ 1'histogramme des teneurs

~ la relation tonnage/teneur

Avec les VR habituelles, cette méthode conduirait a de graves
suréstimations. En aucun cas, en effet, on n'a le droit d'utiliser
1'histogramme des teneurs pénctuelles (ou des carottes), meis tou%
au plus celui des teneurs de blocs ou unités minimales sﬁr les-
quelles portera la sélection effective (leur taille dépend du mode

d'exploitation envisagé). Cela pose un premier probletme (que 1l'on

sait résoudre)?

~ comment prévoir 1'histogramme des blocs en connaissant ce-

lui des carottes.

jais ce n'est pas tout. Pour qu'il soit légitime d'identifier
la relation tonnage/teneur avec la fonction de répartition des

blocs, il faudrait :

~ gque les teneurs réelles des blocs soient parfaitement con-

nues au moins. au moment de l'exploitation,

~ gqu'aucune contreinte géométrique ne pese sur la sélection
(autrement dit que l'on soit entierement libre de sélectionmer

chacun des blocs indépend amment des autres).

fa premitre condition n'est jamais réalisée, sauf (& peu pres)
pour 1l'Uranium ol 1'on peut mesurer directement les radiocactivités
des blocs au moment de l'exploitation. Dans tous les autres cas,

1z teneur des blocs ne sera pas connue gu moment de 1l'exploitation,



mais seulement estimée : sur la base d'une information plus riche
peut-&tre que celle dont nous disposons aujourd'hui, mals avec une

marge d'erreur encore importante.

Quant a la seconde condition, il sera rarement (ou jamais) .
possible en pratigue d‘'aller extraire n'importe ou un petit bloc
riche en laissant en place ses voisins pauvres. Dans le cas d'un
ciel ouvert, ces contraintes géométriques deviennent méme l'aspect

le plus important du probléme.

Notion de paramétrage technique.

Pourtant, une idée simple et treés importante se dégage
du modele de Iasky : c'est qu'il stagit d'un paramétrage en fonc-

tion d'un seul paramétre technicue - la teneur de coupure z . 1es
j¢) )] Y o

peramétres dconomiques peuvent &tre trés nombreux (les différents
brix de revient, le cours du cuivre etc...) et intervenir per 1l'in-
termédiaire de formules de valorisation souvent complexes. fiais,
quelle que soit la maniére dont ces parametres économiques inter-
vierment, nous savons que dans tous les cas le meilleur choix

possivle d'un volume a exploiter pour obtenir un tonnage T donné

de minerai sera celui qui maximise le métal contenu - c'est-a-dire
1l'ensemble {2(x) = z } avec T(zo) = T donné, et le métal contenu

sera alors le Q(T) de la courbe de Lasky.

Autrement dit, le. prcbléme de l'optimisation a été scindé

en deux parties : un parametrage technigue :

~ en fonction du paramdtre purement technique z (teneur de

coupure), on détermine le projet maximisant Q & T = 7(z) donné

et une optimisation économigue :




~ on choisit ensuite 1le z de maniére a optimiser la formule

de valorisation.

C'est cette démarche que nous allons essayer dé généraliser :

trouvér; en premier lieu, en fonction d'un ou deux parametres tech-

niques, une famille d'optima (techniques) & 1’intérieur de laguelle

tombe forcdment l'optimum économique, quel qu'il soit - ensuite

réaliser l'optimisation économigque sur ce parametrage technigue.

2 — IES WACTXEURS DU PARANMETRAGE ToCHNIQUE.

Nous les avons déja rencontréds en critiquant la méthode

zonéographique.Il convient de les revoir en détail,

[2l- Ies caractéristiques techmnologigues (1lides au choix d'un

type d'exploitation) imposent des contraintes géomstriques quant

4 la forme des volumes & extrzire et/ou & enlever en découverture.

Cela peut se traduire par la notion de contours autorisds.

Exemples :

~ Ciel ouvert : l'exploitation doit respecter la pente d'é-
quilibre neturel. Si on extrait un point x, on doit aussi extraire
le cone PX (pointe en'bas) ayant son sommet en ce point, et les

contours autorisés sont nécessairement réunion de tels cones.

~ en stratiforme, choix d'un toit et d'un mur de teneur.
On s'impose, par exemple, de ne prendre gu'une seule passe de
puissance > x metres, ou peut-8tre deux ou plusieurs passes

séparées par des intercalaires de puissance 2 ¥y metres etec...

Ces caractéristigues imposent sussi des contraintes con-

cernant le niveau ou 1'échelle auguel opérera la sélection.



[5]- La sélection elle-m8me peut &tre simple ou opérer a
plusieurs niveaux. Par exemple, on a souvent affaire & une s¢-

lection double comportant :

~ une sélection d'extraction concernant le choix du volume

V & extraire (qui doit &tre un contour autorisé). La découverture

peut &tre considérée comme un cas particulier de sélection d'ex~

traction.

~ une sélection du minerai (chacun des blocs v contenus dans

le :volume V- & extraire pourra &tre envoyé soit au stérile soit

au minerai).

Pour chacune de ces sélections, on doif préciser :

~ son support, c'est-a-dire la taille de la plus petite
unité susceptible d'8tre sélectionnée. On parlera souvent de
blocs pour le supporf de la sélection du minerai et de panneaux
vour la sélection d'extraction (ceci implique que les blocs sont

tlus petits que les panneaux).

~ les contraintes géométrigues qui peésent sur la sélection.

Par exemple, la réunion des panneaux sélectionnés pour 1textrac-

tion devra constituer un contour autorisé. Par contre, la sélec-

tion du minerai, au niveau des blocs v, sera souvent libre de
toute contrainte, chague petit bloc une fois extrait pouvant

&tre envoyé au minerai ou au stérile indépendamment des autres.,

[c]- L'Information sur la base de laguelle sont ou seront
prises les décisions de sélection. On doit soigneusement dis-
tinguer :

~ 1'information actuelle (disponible au moment ou on pro-

céde au paramdtrage des réserves : par exemple des sondages de



reconnaissance) .

~ 1'information future qui sera disponible au moment de
prendre la décision définitive, mais ne l'esf pas encore en
général aujourd'hui. FPar exemple, pour la sélection du minerai,
on disposera des résultats des trous de tir au moment de décider

si un bloc v doit &tre mis au stérile ou au minerai.

Ce décalage entre information actuelle et information future
est la source 4' une des principales dgifficultés du parametrage :
comme la sélection réelle sera baSQe sur une 1nformat10n future
non encore disponible, nous ne pouvons pas prévoir a 1l'avance
son effet sans anticiper, en probabilité, cette information fu-

ture sur la base de 1t'information actuelle.

Cela ne sera pas trop grave €en 1'absence de contrainte (si
les panneaux peuvent ttre sdlectionnéds indépendamment) car une
reconstitution probabiliste globale sera possible, S'il y a des
contrazintes fortes (open pits par exemple) la prévision passe
nécessairement par le niveau local. Elle ne06831te alors un

O'V’\ot"‘_\ C‘vvx.)

outillage plus puissant (les fonctions de transfert) et—Fa—donnde

@..«f (PRI S ah eV wselt & je d'v-)(_m-'(/"()
de_QAanfoppémlon—deflnltive.

[:l— fes critéres utilisés pour chacune des sélections. in
toute généralité,:pour la sélection Si (par exemple b1 = sélec~
tion d'textraction, 32 = sélection de minerai) on doit se donner
un critére de la forme 3

£y (Information disponible au moment de la décision effec-

tive concernant Si) > Zi.

Ies z; constitueront les paramdires du parsmetrage technique




des réserves. 11 y en aura donc, en principe, autant que de ni-
veaux deAsélection. Ies fonctions critiques fi (choisies & 1l'avance

par nous) devront respecter en principe la condition suivante :

~ quelles gque soient les valeurs des parametres économiques,
intervenant dans la formule de valorisation, et, si possible,
quelle gue soit cette formule elle-méme (pourvu qu;elie reste plau-
sible) 1'optimum économique doit figurer parmi la famille de pro-

jets définis par les criteres fi”

En pratique, cependant, on utilise le plus souvent comme
fonctions critigues les estimateurs Z*(v) formés avec 1'informa-
tion "future" disponible au moment de la décision pour estimer la
teneur du bloc ou du panneau. Les parameétres du parametrage tech-

nigue seront donc des teneurs de coupure, différentes. pour les

différentes sélections. Par exemple, on sura :
~ une teneur de coupure z, pour la sélection d'extraction

~ une teneur de coupure 2z our la sélection du minersai.
2 _

[:1— La formule de Valorisation B_intefﬁient ensuite pour

définir le choix optimszl des paramiétres techniques. klle dépend
d'une part d'un certain nombre de parametres économiques (dont
les véleurs sont supposées connﬁes), de 1 'autre des caractdéris-
tiqueé du gisement. lci intervient une notion importante, celle

de zone de valorisation homogene : si 1l'on désigne par Si ces

zones d'homogénéisation, cela veut dire que la valeur B(U 55)

de l'ensemble de ces zones est la somme :

B(U 8;) =§ B(S;)



des valeurs des différentes zones. Ie plus souvent B(Si) sera

une fonction B(Qi, T., Vi) des trois variables : Q., quantité de

i i?
métal dans 5, T, tonnage de minerai sélectionné, V; tonnage ex-

trait total.

Nous admettrons que B(Qi, T, Vi) est croissante en Q , et

décroissante en Ti et Vi.

Ies deux cas les plus simples & considérer seront :

~ le cas ou les zones d'homogénéisation sont identiques aux

blocs (support de la sélection la plus fine)

~ le cas ou le gisement entier (ou la portion a lajuelle on

s'intéresse) constitue une seule zone d'homogénéisation.

Un probléme important pour 1l'optimisation économigue : com—
ment définir, ou choisir ces zones d'homogénéisation. Nous n'abor-
derons pas ce probléme, gui met en jeu une combinatoire trés com-

plexe.

Ce probléme disparait dans le cas ol.la formule de valorisa-

tion est lindaire :
B=aQ-AV-¢8T

Cette formule, tres psarticuliére, peut parfois servir de
premiére spproximation (et se réveéle trés Zclairante pour les

méthodes d'analyse convexe).
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3 — SELECTION LIBRE ET SIMPLE,

Ici, 1le gisement'ést découpé en blocs (ou en pannéaux) vy
et on peut séleotionnér'indépendamment chacun des vy (i =1,...N).
Parmi tous les choix possibles de k blocs, le meilleur serait
celui qui maximise le métal récupéré v Z)Z(vi) (et cela quelle
'que soit la formule de valorisation). ilais on ne cornnait pas les
teneurs Z(&i), et on ne dispose (ou plutdt : ne disposera) que

de leurs estimateurs Z*(vi).

Nous supposons essentiellement que ces estimateurs vérifie-

ront la condition de non biais conditionnel.
(3-1) Bl2(vy) [2*(v;)] = 2%(vy)

(plus forte que la condition habituelle E(Z(vi) - Z*(vi)) =0
seule vérifide par le krigeage : néanmoins, en pratique, on ne
commettra pas de trop grosses erreurs en appligquant cette méthode

au cas ou Z*(vi) est le krigeage).

A ce stade, la formule de valorisation B(Z(vi)) devient une
variable aléatoire. Le problémejloquue les Z*(vi) sont comnnus ,
consiste a trouver le sous ensemble I ¢ {1,...N} maximisant une

expression de la forme

D ez, [22v )] 0w B (BE a(vy) T vy))

I + i 1 1t
selon que les blocs individuels ou le gisement entier doivent
8tre considérés comme zone d'homogéndisation.

Toutes choses égales, d'ailleurs, la fonction

z = E[B(Z(v)]|z*(v) = z]
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est croissante en z, quelle que soit la formule B, linéaire ou
non, car B(2Z) est elle-mme croissante en 7. Parmi les projets
possibles comportant k blocs‘exacfemént, le meilleur sera donc
toujouré celui'qui retiént les k meillewr es estimations Z*(vi).
Par conséquent, gquelle que soit la forrmule thomogéne ou addi-
tive, la famille de projets définis par le criteére Z*(Vi) > 2

avec comme paramétre technique une teneur de coupure appliguée

a 1l'estimateur futur Z*(vi) contient-1'optimum économique. C'est

donc ce parametrage (technigque) qu'il convient d'utiliser.

Au stade actuel, les estimateurs Z*(vi) ne sont pas encore
connus, si on ne dispose (par exemple) que des résultats de son—
dages de reconnaissance a large maille (ayant donné des résultats

Za’ = 1ye.en).

Pour un pamneau v donné, on devrait donc calculer :
P(2*(vy) =2 zlza )

probabilité (conditionnelle en Za) pour qu'il soit finalement sé-
lectionnéd, et estimer T(z) par :

M(z) = v Z’P(Z*(Vi) > lea)
i

Dans ce point de vue; on estime le T(z) global par somma-—
tion des estimations locales de chacun des panneaux v,. C'est une
procédure assez lourde que 1l'on peut éviter ici. Car (pourvu que
les panneaux soient asséz nombreux) lavsommation de ces diverses
probapbilités conditionnelles redonne approximativement (dans 1le

cas stationnaire et ergodigue) la probabilité non conditiomnelle

P(z*(v) = z) pour un panneau de taille v, soilt :
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T(z) = N v P(2*(v) & z)

I1 suffit donc de connaitre la loi a priori de 1l'estimateur futur

goit F*(dz).
D'apres (3-1), E(2(v)|z%(v)) = z*(v), d'ol 1l'on déduit :
B[ 2(v) | 2*(v) = 2] = B[2*(v)|2*(v) = z]

D'olu le parametrage cherché, avec T, = N v :

’ .
zg Nz,) = To/ P (d2)
(3-2) g 25
(Q(z.) =T z F*(dz)
( 0 O'ZO

I1 est du type de Ilasky (1-2) - mais F* est la Jloi,de l'estimateur

futur 2%*(v) et non celle des teneurs des blocs Z(v).De plus, la

seconde relation (3-2) (mais non la premiére) présuppose la condi-

tion de non-biais conditionnel (3-1).

En pratique, on ne connait pas la loi. F* des Z*(v) (non plus
d'ailleurs que celle des 4(v)), sauf toutefols si 1l'information
future est déja disponible (dans ce cas, on forme effectivement
les Z*(vi) et on prend leur histogramme)..Mais, moyemmant cer-
tzines hypothéses de permanence, on peut obtenir une expression

approchée de F* & partir de 1l'histogramme des 2 (information ac-

tuelle),'Ei?&igmen@/goﬁhe’&éﬁé\le/cas‘des/fonc%39§3¥5€:%§%§§§§?$.

———

Dans ce premier cas particulier tres simple, 1'opération a A
réussi : nous gvons trouvé un parametre tecnnique z (teneur de

coupure sur l'estimateur futur), tel que 1l'optimum économique




tombe dans la famille des projets définis par {Z*(v;) = z}, et
de plus nous avons réussi a faire le paramétrage des réserves
(c'est-a—-dire de 1l'estimation de T(z) et Q(z) sur la base de la

seule information actuelle) sans passer par l'intermédiaire en-

combrant d'estimations locales panneaux par panneaux, qui au-

raient nécessité le recours aux fonctions de transfert.

Optimisation Economigue.

11 reste & réaliser l'optimisation économique, c'est-a-
dire & choisir la valeur 2z de z qui maximise la fonction B de
valorisation. Ici, la structure de B intervient. Pour simplifier,

supposons B additive (par rapport aux panneaux) en ce sens que

la valorisation d'une réunion de panneaux est la soume des va—

leurs des panneaux :

AB(U vj) = %)B(Vj)

ol B est une fonction donnée de la teneur :
B(V,) = H (2(V)))
3 J
Si H est lindaire en Z(Vj)
B(V,) = V(e &(V;) - D)

(a : valeur du point de métal contenu, b frais d'exploitation),
il n'y a pas de difficulté compte tenu de la condition de non
bisis (3-1) : pour un choix z de la teneur de coupure (sur zZ*(V))

on aure
o0

E[B(V) |z] =‘J‘ V(a z*-b) F*(dz*) = aQ(z) - b T(z)

2z



L'optimm est atteint pour z = zj tel que adQ-bda T=20

Mais dQ/dT = z, et par suite :

Par contre, si H n'est pas linéaire, on doit introduire

1l'espérance conditionnelle :

h(z) = EB[H(Z(v))|2*(V) = z]

ce qui nécessite la connaissance de la loi & 2 variables (z(V),z*(V)).

Ia quentité & optimiser en z est alors :

o0

B[ B(V) | 2] =f n(g) P*(ag)

V4

z, est donc déterminé par la condition 3
h(zo) =0
Si B n'est pas additive, le probléme devient nettement plus diffi-

cile. ,
Y

P
e

4 — SEIEGTION LIBRE A DBUX NIVEAUX.

Ici, on suppose qu'une premiere sélection S1 (d'extraction),
sur la base d'une information 11 (pas nécessairement encore dispo-

nible au moment ou or fait 1'estimation) choisit les panneaux Vj

a4 extraire. Puis, une deuxiele sélection 82 (du minerai) choisit
dans chague panneau Vj les blocs'vji a envoyer &u minerai, et

cela sur la base d'une information fufﬁre 12 plus riche que I1.

70
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Cas ou 1'Information de Premiére Sélection est connue.

Az formulat on-est_moins Simpre-que dans le prefier casl

Supposons d'abord que l'information I1 (utilisée pour la sélec-

tion des panneaux) soit déja disponible (mais I, reste future).

A ce-moment, pour un choix donné des panneaux Vj’ j€d

supposés sélectionnés les raisonnements faits au paragraphe 3

s'appliquent : 1'optimum économique tombera dans la famille des

projets {Z*(vj'i) > z} définis par 1l'application d'une méme te-
'L ' : _

neur de coupure z aux estimateurs (futurs) Z*(vji) des différents

blocs contenus dans les panneaux sélectionnés.

On doit donc faire le méme paramétrage qu'en (3-2), mais
panneau par panneau, et, par conséquent, en utilisant la loi

Fj(dz]I1) de la teneur Z*(vj) d'un bloc vy parcourant le panneau

Vj conditionnée par l'information actuelle 11. Pour chague pan-
neau Vj on obtient donc une estimation (locale) des réserves ré-

cupérables :
0]

*
vjf F'j(dz|11)

2
0

Tj(zo)

(4-1)
z Fi(dz]1,)
ij A

b/
0

E Qj(zo)

Ies techniques du krigeage disjonctif sont trés utiles pour

estimer rapidement ces fonctions de transfert (ou parametrage

local des réserves) panneau par panneau.

I1 reste maintenant a optimiser le choix J des panneaux &

extraire; 5i la formule de valorisation est linéaire, les choses
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_1.9...

sont assez simples. Supposons B de la forme :
B=aQ-bT-¢c¢V

V : volume extrait, ¢ prix de revient de l'extracfion
T : tonnage traité, b prix de revient du traitement

Q : métal contenu, a valeur du point de métal

/

Alors, pour un choix J des panneaux et une valeur z du pa-

ramétre de coupure

E[B|J,z) = a X [Q.(z) -
jed d

plo

(V : volume d'un panneau). Pour un z donné, on doit donc retenir

1esipanneaux Vj pour lesqguels
a Qj(z) - Db Tj(z) -c V20

fiais ici (comme dans 1'exemple précédent) la valeur optimale de
z est z, = b/a (caf, une fois un panneau extrait, on optimise la
valorisation a Q - b T, ¢ V étant déjhAdépensé par hypotheése). Ie

critere de sélection des panneaux €st done :

c
Qj(zo) >z Tj(zo) + = v

ou, ce qui revient au méme :

(4-2) j [1 - Fz(dzllﬂ] 22
V4

(0]

Ie second parameétre technigque a utiliser est donc z1 = ¢/a. Ia

sélection des parmmeaux pour z et z, donnés se fait selon le

critere (4-2). Soit J(zo,z1) 1'ensemble des indices ainsi retenus :
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€ Iagrzy) @ ElBHvp-z), 1)) = 2,

-,

On a alors le paramétrage & 2 paramétres :.-

T(Z 12 ) = 2 T-( )
1 T fei(ag,z) IO

Qz ,2,) = 2 S eQ.(z))
O jea(zgyzy) o

V(zo,z1) = 2 Y.

Si la valorisation B n'est pas linédaire, mais reste additive
au niveau des blocs vj i rien d'esseptiel n'est changé au parame-
. ’

trage en Zy e B est alors de la forme

B= [Z) H(Z(v.i)>-—C’V]
jed i€l J
ol C est le prix d'extraction d'un panneau et H(Z(v)) la valori-
sation d'un bloc v (prix d'extraction exclu). Ie paramétre z, est

défini par la condition h(zo) =0 ouh est la fonction :
n(z) = E[n(2(v))|2*(v) = 2]

(il s'agit des blocs et de leurs estimateurs futurs).i:ais cette
fois le critére de sélection du panneau j devient :

[ee}

fh(z) F;(dzlLl) > C

Z
0

Comme h dépend de manidre complexe des parametres économiques,
il n'est plus possible dans ce cas de séparer complétement le pa-

ramétrage "technique" et l'optimisation économique.
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Cas d'une Zone d'Homogénéisation.

Considéroné‘maintenant le cas (trés différent) d'une fonction

- de valorisation homogénéisante

B = H(Q,T) — bT - CV

ou T est le tonnage total de minerai et Q le métal récupéré total.

Ia :
Jj€d 1613
T= 2 Z) V..
jed 1€Ij Jt
V= 72, V.
jed ¢

Pour un choix J donné des panneaux a extraire, on doit sé-
~lectionner les blocs de manidére & maximiser H(Q,T) - b T. A T
donné (c'est-a-dire pour un nombre k donné de blocs), le meil-
leur choix consisterait a prendre les blocs les plus riches,
car H(Q,T) est croissante en Q. ilais on ne connait ﬁas les Z(v).

On choisira donc les k meilleurs Z*(v. ), car l'espérance condi-

ji

[ (ZJ 2 v Z(vji))-ll2]

JEJ 1EI

tionnelle

peut, raisonnablement, 2tre considérée comme une fonction crois-—
sante de l'espérance conditionnelle de son argument. Il suit de
la que 1le paramétrage technique {Z*ﬂv) 2 zo} est 1égitime, dici
encore, pour la sélection des blocs. La suite est plus difficile.
S8i,JI..désigne les.indices .i .tels que Z*(v. ) = z, on doit intro-

J ) ‘ Jyd
duire les V.A, :
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Tj(Z) = 2 Vi , xj(z) = 2 Vi 2(v..)

A LCETS Jer J1 .')€J Ji

Cex

et travailler sur 1l'espérance conditionnelle en I1':'

E [H (ED x.(z) , © =t.(z))-C Z V, I
jes 1 - jex ) j€d JI.‘_)

Or, des V.A. xj et Tj, on sait seulement
E(xj(z)|11) = Qj(Z) ; E(Tj(z)|$1) = Tj(z) -

mais on ne connait pas leur loi (a J2 variables). Une premiere

approximation consistera & remplacer . et 1. par leurs espé-

rances Qj et Tj, clest-a-dire a travailler sur :
HZ Q.(z) , 2 T.(z)) - CZ V.
J J J J
Ceci conduit au critere de sélection des panneaux :

Q.(z)g-Ii + Tj(z)-f;,—l,i,I > CV

liais d'autre part la valeur optimale de z, réalisant le

maximum de H(Q,T) pour un choix J donné, doit vérifier

dQ. ’ arT.
2 OH 0H | _
'5(‘&'%36+dz"&"f>‘0

L

Comme de = z de pour chaque j, cela se réduit a :

OH OH _
z 0 t+ 3% " 0

Consid érons alors le parametrage technique (zo,z1) olu, pour

un z donné, on .choisit J(zo,z1) selon le critere

Qj(zo) 2 2z Tj(zo) + 1z, v
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Ie choix optimal de (ZO’Z1) est celui pour lequel

(  oH OH _
(ZO Q +ﬁ_0
0H
Z1 36 = C

étant entendu que, dans les dérivées pértielles %% et %% y Q

et T sont remplacés par leurs valeurs parametrées en (zo,z1).
On peut résoudre ce systeme par une méthode d'itératidn, pourvu

que .le parametrage téchnique en-(zo,z1) soit connu.

Ainsi, dans ce cas, le paramétrage technique en (20,21)
(le meme que dans le cas ou B est lindaire) est utilisable,
moyennant lfapproximation grossiére consistant a remplacer Tj

et Xj par leurs espérances conditionnelles Tj et Qj‘

Cas ou I, n'est pas disponible.

Considérons maintenant le cas nettement plus difficile ou

1'information I1, sur la base de laguelle on choisit les pan-

neaux, n'est pas encore disponible. Il s'agit donc, en somme,

ici, d'anticiper en probabilité les futures fonctions de trans-

fert.

Soit V un panneau, v un bloc aléatoire dans V. A 11 connue,

les fonctions de transfert sont

T(z)

E[T{Z*(V)EZ}‘ ?1]

It

Q(z) E[Z*(V) 1{Z*(V)2Z§I 11]

Ce sont des fonctions de 1l'information future 11, et, par
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leur intermédiaire, des V.A. loquue 11 redevient aléatoire.

Le critere de séleétion (dansile parémétrage technique (zo,z1)
~avec z au lieu de z_ et A aﬁ lieu de z1) pour le panneau V est :
(avec V = 1)

Q(z) - z T™(z) - A 20

Donc, les quantités :

E V(z,A\) = P(Q(z) —z T(z) = \)
T(z;k)_¥.V(z;X) E[T(z)lq(z)-z T(z) = A]
.Q(Z’K) =

V(z,\) = BE[Q(z)|Q(z)-z T(z) =2A] |

donnént ie paramétrage du métal récupéré, du tonnage de minerai
et du volume extrait en fonction des deux parametres techniques.’
En pratique, toutefois, on ne sailt pas calculer ces espérances
conditionnelles, et on va les remplaeer par des krigeages dis-

jonctifs.

Plagons-nous d‘'abord a Z, = (Y, ) connus (ctest-a-dire
conditionnellement & 11 domné). ¢ est l'anamorphose gaussienne

ponctuelle, ¢ celle des blocs v. Par KD, on forme la densité

*

( £yp(x) = 22 E (0 gx)

o

E H, = %? M Hn(Ya)
les Nﬁ ’ coefficients du KD, sont connus (et peuvent &tre cal-
culés méme si les {Y } = I, ne sont pas encore domnés). On a
alors : '

.JP fKD(x) ax

0

Q(z,) = J[ @V(X) fKD(X) dg
X

o)

D L e e e
H
—
N
o}
SN’
]
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avec ' ¢V(Xo) =z

En posant o0
(2, = [ 9,0 B (D) 8(0) at

X
0

n(sg) = [ B,(0) 8(2) a

X
0
Ceci s'écrit donc @ )
( ~ Qn(zo): *
alzy) = 2 T
% T (z )
( (z,) =§ 1qrx!O }i

*
avec H: = 1, H; = Kg Hn(Ya). Les Ya étant inconnus, les H de-

viennent des V.A. de variances connues (ne 1)

) =0 wY el niD ALl o
. o,

Nous ferons l'hypotheése de permanence :

alz,) = @Q(ZO;X) s Mz,) = gplz5%)
pour une méme gaussienne réduite X, avec

o Q(z,)

g Rz ) = Qlzg) + T Ter sy B
( o T (z)
E oplz,5%) =D (z,) + 521 — s, H (x)

Cette hypothése (qui généralise le modele hermitien) domne les

valeurs correctes :
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E(9q(20i X)) = Quz)

I

| C 13

o/\

™8 ’éi
|£>
-8 N

var(gy(z,; X)) = S§

o

(
% B(T, (550 =
(

. o A
ot :n(zo)

Var(¢T(zo;X)) = 2

g2
n

'n!
T (2)) Q,(2,) 5

: S
nt n

8

Cov(QQ(zo;X) ¢T(ZO,X)) = 2

Ce moddle revient & considérer lg loi a 2 variables (X,Y)

de "densité"

00 H (X ' Y
2x,Y) = &0 &) G+ 3 n nn). W)
. n= :

et & prendre :

?Q(ZO;X) = EL TiYZXo} @V(Y}IX = £]

oz 5%) = E[.1{Y2x }IX = %]
15%%
Ie critére de sélection des panneaux est
(4-2) @Q(ZO;X) -z op(z3X) - A 20

Ia fonction 1{ (QV(Y) - zo) = (@V(Y)- @v(xo))+ étant

Yax }
croissante en Y, son espérance en X pour la loi f(X,Y) qui est
justement @Q(ZO;X) -z, @f(ZO;X) serait également croissante en
X si £(X,Y) était une vraie loi (2 0). Ie domaine.en X défini

par (4-2) serait donc de la forme :

{X = E(zo,x)}
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avec une fonction § décroissante en Z, et A\, défini en rempla-

cant 1'inégalité par 1'égalité dans (4-2).

Ie parametrage technique en (zo,x) s'écrit alors trés sim-

plement :
( [v.¢]
( 2zgoh) = [oplzg,x) elx)ax
E £z ,0)
g Q(z;2) =j FPQ(ZO'X) g(x)dx
E E(ZO,X) A .

Ces calculs sont numériquement réalisables.

5 — SELECTION SIHPLE 30US CONTRAINTE.

ia contrainte s'exprime en disant que tout projet doit cor-

.respondre & un contour A € J3 (appartenant & la famille J des

contours autorisés). Exemrles :

~ ciel ouvert : A € (B si A_respectg les conditions de pente

d'éguilibre, donc si A est réunion des cones I' ., X € A.

~ toit et mur de teneur : ici le gisement est divisé en

panneaux Pj‘ Danz chague panneau, la partie exploitée doit 8tre
ou vide ou une tranche horizontale de puissance = p donnée (par

exemple). On admet, pour simplifier, gue ces tranches horizon-

tales peuvent &tre choisies indépendamment dans les différents

panneaux P. (donc, on néglige les conditions de raccordement) .

Parmi les projets possibles A de volume V(A) < v donné, on
admet que le meilleur est celui qui meximise la quantité de mé-

tal Q(A) (en 1l'absence de découverture, cette condition est
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effectivement vérifiéde par toute fonction plausible de valori-
sation pourvu que les zones d'homogénéisation soient : ou bien

les blocs, ou bien le gisement entier).

Pour chaque v, ii y a donc un (ou plusieurs) A.V réalisant
(5-1) sup {Q(A) : A e®B, V(4) < v} =Q(v)

Si la teneur q(x) est connue en chague point x, Q(A) .=
qu(x)dx est connue pour chaque A, et la formule ci-dessus ré-
A _
alise (théoriquement) le paramétrage technique en v. Iorsque

q{x) n'est pas connu, rien d'essentiel n'est changé si l'infor—

mation I sur la base de laguelle on choisit le contour A est

actuellement disponible ~ ce que nous supposons ici. En effet,
on forﬁe pour chague x l'estimateur q*(x) = E(q(x)|1I) vérifiant
la condition de‘non biais conditionnel, et on est ramené & ma-
Ximiser
‘j;*(x)dx = Q*(4) (car E(Q(A)]I) = 9*(A) pour chague A €R)
A _
Nous laisserons donc de cdté l'astérisqué; et écrirons Q(A) au

lieu de Q*(4).

Principe de 1'Analyse Convexe.

Q)b
En pratique, toutefois,

le probléeme (5-1) n'est pas
y ‘ facile a résoudre. ime en dis-
a4 | crétisant 1le problémé, on se
/ ’ ' ~heurte a une combinatoire tres

compliquée. ILa technique de

1'analyse convexe consiste a

sy
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remplacer la courbe Q(v) (croissante, mais non nécessairement

concave) par son enveloppe concave. Pour cela, pour chaque

A=0 bosons :

(5-2) y(A) = sup {Q(4a) - A V(4)}
AR

Désignons par OBK la famille des A € J3 réalisant ce Sup, et par

- +
AX et Ay
vement V(A) pour A € O%K. Dans le cas général, on n'a pas néces-—

des ¢éléments de JBA minimisant et maximisant respecti-

. - +
sairement Ax cC Ax.

On a, ¢videmment :
Q(a) = A V(a) < y(A)
pour tout A € R et tout A 2 0, avec dgalité si et seulement si

A€ P,. Pour V(A) < v, on-a a fortiori Q(A) - A Vv < Y(h), et

donc, d'apres (5-1)

Qv) = A v < y(A)

avec 4galité si et seulement si v = V(AK)_pour un A, € OBX' En

particulier, on a £galement

i

(5-3) v(A) = sup {2(v) - A v}

v=0

Posons alors

(5-4) Q)

Inf  {y(A) + A v}
A0 :

nous obtenons ainsi l'enveloppe concave de Q(v), c'est-a-dire

sa plus petite majorante concave.

In effet, a(v) est concave (comme Inf de fonctions affines)



et majore Q(v) (car Q(v) = y(A) + A v pour tout A, d'apres

(5-3)). Le sous graphe T = {(v,yq) t q < Q(v)} est l'ensemble

convexe T = N {(v,a) = g - Av = y(M) .
A

Uizis, d'aprés (5-3%), un demi-plan g - Av < C contient le
graphe de Q(v) si et seulement si C = y(\). Donc T est l'inter-
section des demi-plans {q — AV < C} contenant ce graphe — c'est-
4-dire l'enveloppe convexe du graphe, et 6 est la plus petite

majorante concave de Q.

On peut alors paramétrer les réserves en A : pour chague

A = 0, la droite d'appui g — Av = y(A) admel les deux points

. . | - - +  _+ o -
d'appul extrémes (VK’ QK) et (Vx, QK) (ce gui signifie Vx < Vx

+ . . . . \
pour tout zutre point d'appui) associds aux deux ensembles

A
A; et A; € ﬁﬁx. On obtient le paramdétrage

< V

LCSIER N VTN = V(4))
+ + - -
Q(\) = Q(AK) Q (n) = Q(Ak)
vt et Q7 sont décroissantes et continues & gauche, V_ et Q

ddcroissantes et continues & droite. De plus :
+ + - -
y(A) = Q7 (A) = A V(A = Q (AN = AV (A)
est convexe, décroissante et contimue.

. . , . + -
Ce parametrage est unigue, malgré les notations V , V etec..

car o i
VIO LTy, (0§ 2T(h)  pour A g

VRO YTy, Y0 aT(h) pour A Ay

. + s - 4+
(cela résulte de V () > V (A) = V(X)) pour A % Ny etc..)
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Q)

V()

AVR-)

Ao

In conclusion, si 1l'on accepte de rewmplacer le graphe de
Q(v) par son enveloppe concéve (ou, plus précisément, par les
points d'appul des droites d'appul de cette enveloppé qui seuls
correspondent a des projets rédels), on peut remplacer le probliue

(5-1) par le problime beaucoup plus simple (5-2).

Exemple 1 ¢ toit et mur de teneur.

Soit a déterminer les cotes a; et b, du toit et du mur sur
- 3 . - - *
chague panneau P;. Pour chague i, on connait le krigeage Zi(x)

de la tranche horigontale de cote x, de sorte gue :

1:?"@7“:"7‘“ E.z‘; :: ai

On obtient le paramétrage en A en opti-
Y &

“"\‘} 3 . 3. e - ] e A N A L4
misant indépendamment les différents
termnes

b.
1 ¥*
\ : J (z;(x) - N)dx
: 2.
i

pulsqu'il n'y a pes de condition de raccordement entre panneaux
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Pour chaqué Ay, 11 n*y a qu'un tres petit nombre
* :) de possibilitds (car Z*(x) < A pour x juste au

dessus de a; ou juste au dessous de bi)°

» Pour chague pannéau :
Ti(h) = (bi—ai)
bv;.,”—‘—“"—‘<5 :

q

b.
1 *
/ Zi(x) dx

>
1

2, (\)

Il

puis T(A) = Z)Ti(h) i Aln) = Z)Qi(K)

Exemple 2 : Ciel ouvert.

Ici, les contraintes de pente d'dguilibre naturel imposent
d'extreire tout le cone I'y de sommet x des que x est extrait.

Ceci s*exprime par une reletion d'ordre (ou de préordre). Posons

y=2x si yer (y est zu dessus de x dans le préordre I)

Si on extrait x, on doit aussl extraire tous ses majorants.

Ia fanmille J3 des contours autoriséds est donc constituée

des ernsembles stables pour le préordre I @

(a) Be J? si et seulement si x € B=>T_cB

Nous nous limitons au cas fini (gisement discrétisé) :

L'espace E de référence ne contient gqu'un nombre fini de points

x (centre des blocs du milieu réel).

Dans ce cas, il n'y a pas lieu de'distinguer entre |J ou N

finie et infinie (et tous les Sup seront effectivement atteints).
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Une famille P est associde & un préordre I’ si et seulement

. 81 elle est stable pour {J et N .

5i JR est défini par un préordre T selon la relation (a),

i1 est immédiat que I3 est stable pour |J et N .

Inversement, soit.Ja stable pour (J et’ﬁ. Pour tout x, on
pose T, = {B: B € B, x € B}. La relation y € T, est ré-
flgxiye“(x 4 PX) et transitive : car si y € FX, tout B conte-
nent x contient aussi y, donc Py C PX : c'est un préordre. Par
définition, x € B €& R entraine FX c B. Inversement si PX c A
pour tout x € A, A =UJ {PX, x € A} est dans R comme réunion

d 'ensembles FX,E g3 .

Ie cone convexe Ef des foncitions I'-croissantes.

Une fonction f sur l'espace (fini) E est I'-croissante si

y € T, entraine f(y) = £(x).

Itensemble Ef(ies fonctions I'~croissantes est un cone con-

vexe, réticulé (stable pour Inf et Sup), contient les constantes

(positives et négatives) et les indicatrices 1) B € 73 .

nafeS siet sculement si {f 2 A} € J3 pour tout A

réel.

n effet, soit £ € & et x € E. x € {f = A}, c'est-a-dire
f(x) * A entraine f(y) > X\ pour tout y € I'_, c'est-a-dire

r, c {f = A}. Donc {(f 22} €.

Inversement, si {f = A} € U3 pour tout A, on a

x € {f > £f(x)} €PB, donc I'_c {f =2 £(x)}. Cela veut dire
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ye€r, = f(y) = £(x), i.e. £ €.

S est le cone convexe engendré par - 1 et les indicatrices

15 Bed.

Ce cone convexe est contenu dans <. Inversenzent, soit
f e . Quitte é‘remplacer f par (f- Inf f) € %F, on peut sup-

poser £ » 0. ZXn effet, soient O < x1 < AZ < ... la suite finie

des valeurs de A correspondant a des B; ={f > A} distincts. On

et Bi D'Bi+1, donc

a f =,xi sur Bi\Bi+1’

n—1
f =2 (1, = 1 ) = A, 15+ 25 (A, = A1
{1 Bi B 1 B . i+1 1 Bi+

i+1 i i=1 ' 1

f est donc une combinaison lindaire a coefficients > 0 d'indica-

trices d'ensembles de J3.

Pour £ € &£, et A réel, posons

A, = {f = A} ’ A = {f > A}
On a :
(o) A; = N A 5 A = U A
0 A<A 0 ASA
o o
(avec A = A; ou A; indifféremnent). En particulier A{ et A;
sont des fornctions décroissantes de A.
in effet, pour A < A_, on a A; < AT d'apres la définition,
o}
donc A; c N Ah' Inversement, soit x € N ’A; T on a f(x) >
o) K<XO h<ko
pour tout A < A_, donc f(x) = A_ et par suite N AT A; .
0 0 X<Ko A o

Cette propriété entraine :
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f(x) = Sup {A ¢ x € A{}

En effet x € A{ équivaut & f(x) = A. Donc Sup {A : x € A{}-=

= f(x).

. . + .
Inversement, si on se domme une famille Ah vérifiant la

premiére relation (b), la fonction f(x) = Sup {A : x € A{}

vérifie {f = A} = A{ - et £ € ¥ siet seulement si les A{

sont des contours autorisés.

Ie Thdoréme de Projection.

L'espace fini E est muni d'une mesure V (volume) attribuant
une masse V({x}) > O & chagque x € B. De plus, on se donne une
mesure Q(dx) = 0 avec Q(dx) = q(x) V(dx) : g(x) est la teneur

> 0 de x. On pose (pour A = 0)

P«)\ZQ"}\V

et on cherche les contours B € J3 réalisant le Sup de ”A(B)

pour B € ¢3. Posons

(c) y(A) = Sup p,(B) = Sup (Q(B) - A V(3B))
BeRB BeR

So0it JBK la famille (non vide) des B € 3 tels que “k(B) =

= y(A)

—A
plus petit et un plus grand ldment !

B, est stable pour |J et N, et, en particulier, contient un

P . +_
B, =N B, i+ B =UR




n effet, si B et B! soﬂt dans ggx, on trouve
5 (BU B + 5, (BN B = (B + 1, (31 = 2 (1)
Comme B U B' et BN B' sont dans J3 , on a aussi
L (BU B = v(A) 5 1 (BN 3) < v(A)
et donc les égalitésf cfest~é—dire Bl B' et BN B' dans 53*.

+ —
A > KO = BX cC BXO

NE
o
=BNB, €T3, et uho 2 p,. C€R entraine u, (C) = u, (B), soit

¥crivons B au lieu de B{, BO au lieu de B On a C =

HKCB\C) > 0, donc aussi p, (B\C) = 0. Alors
o
pxo(BlJ Bo) = “KO(BO) + HAO(E\C) > y(xo)

Donc p,y (BNC) = p, (B\C) = 0. Par différence, (A=A,) V(BNC)
= 0, donc B = C (puisque E est fini et V strictement > 0), c'est-
a-dire B c Bj.

, continue a gauche)

ia famille B+K est continue a droite (et B

B, = N 3B ; B = U B
0 x<xo 0 A>A

Fn effet, y(A) est continue (car convexe) et y(A) ¥ y(KO)

pour A ¢~xo. iais on voit facilement que p,(B,) - u, (N B).

0 A<A
. o
D'ouy, (N B) =vy(Xx ). Coume N B, > BT, cela entraine N B
XO WA A o A KO , A
- o
+
= B 'y
A
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On peut alors définir une fonction A en posant :

A(x)

Sup {A : x € By}

Cette fonction vérifie

(2]

+ —
Aed , B o=f{A=A} ;5 B = {A>]]
De plus, A =2 O et :
0 -
(a) A = 1,60 a (v x € B)
.B :
o) A

Par définition, B} est 1'élément maximal de B tel que :

Y A€ER f(q—x)v sf(q—x)v
+
A Bx
ce qui s'éerit aussi :

(q-A\)V 1, (a-N)V
(e) f1Aq ) SJB;q )

Soit azlors f une fonction positive et I'-croissante, et

A;: = (f2A €RR
d'ol 00
f(x) =j 1 +(x) ax
6] AK

riettons A{ au lieu de A dans % et intégrons en A de O a

1'infini., I1 vient :

Jf(x) a(x) V(dx) - —;—ffz_(x) V(ax) sz a V-3 [a%v

Soit, dans l'espace Lz(g,l) :
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< f,q4 > - % ”f”? << Ag>- % ”AHZ |

ou - ce qui revient au méme :
(1) Ia=all? = fit-a]l®

pour toute f positive dans Y : mais cette relation exprime

que A est la projection de g sur le cone convexe 8: des fonc-—

tions positives P-croissantes.

En fait, A est aussi la projection de g sur le cone &L lui-
méme. In effet, la projectién A de g sur 31 est caractérisée
comme 1l'unique A € & vérifiant :

(< aq>=[a)°
(g) E |
(< f

< f,g><<TA> v £ € S,

Prenons f = 1 + dans la derniére relation (g) : il vient :
B

A
Vf1B+ qQV = ”f1B+ A
A A

On a, en fait, 1'égalité. En effet, soit Ao < k1... la suite

(finie) des valeurs de discontinuité (B; c B{ strictement) o
. i i
Pour ki < A< xi+1, on a donc ’

— + - +
B = B = R = B
hl A A Ki+1
ies ensembles
+ - + . +
§ B. = B, .\ B = B, N B
177N A T Ty

forment une partition finie”ﬁ%’E, et A = A; sur 6 Bi,‘soit s
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'A=Z))\i 158 =Z(xi—x ) 1

0By e N

A

Mais, pour tout A, y(A) = “X(BK) = “K(B;) entraine, pour chaque i,

uxi(é Bi) = 0, donc, puisque A = A; sur & B, :

f Qv = / Alx) V(dx)

6Bi 6Bi

puis, par sommation :

soit, pour tout A = O

(n) J et v - / MG V(ax)

A=A A

Pour A = 0, on trouve b/; v =‘/k V. Par suite, pour toute cons-

tante b positive ou négative, (g) entraine :
< f-b, g > < < f-b, A > fe 7,

Or f-b, T 6.71 est la forme générale des g € & (positives ou

non). Par suite, on a aussi :

< g,q > s < g,A > gey'

et A est bien la projection de g sur & .

Conséquence : Ie paramétrage des rdserves est entiérement défini

par la fornction A, par les relations
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%B{z{j\z)\} ;B;={A>>\}

v( VI = f v(dx) ; V; = / V(dx)

g A=A ASA

(

(Q = / Ax) V(dx) 5 Qy = / A(x) V(dx)
E A=A A>SA

Cela résulte de la relation (h).

Tout se passe donc comme dans la formulation zonéographique
a la maniére de Iasky, & condition de remplacer la vraie teneur
q par sa projection A sur le cone convexe & des fonctions I'=

crolissantes,

6 — SELECTION DOUBLE SOUS CONTRAINTES.

Ies contours autorisds sont ici des couples (A4,A') € J3 ou
A' est 1le volume sélectionné pour l'extraction et A c A' le volume
sélectionné pour minerai. Nous poserons o = (A,4A'), et les w € B

seront appelds les projets autorisds. Pour tout = = (A,A'), on

pose
V(iew) = V(A') = volume & extraire
T(w) = V(A) = volume (ou tonnage) de minerai récupéré
Q(w) = Q(A) = métal récupéré

(avec évidemment V(w) = T(w)).

Ie théme géndral est celui d'une dualité entre le parame-

trege en (V,T) et le paramétrage dual en (A,8).



Ie Paramdtrage en (V,T).

Posons, pour v =2 T = O

(6=1)  a(v,T) = Sup {Q(=), w €B, () < T, V() = v}

C'est une fornction croissante de chacune des variables, qui

constitue un paramétrage technique admissible (sous la seule hy-

potheése que, de deux projets condulsant aux mémes valeurs de V-
et T, le meilleur est celui qui donne la plus grande gquantité de
métal : notons, toutefois, que cette hypothése n'est pas vérifide

par toutes les formules de valorisation. Par exewmple, une formule

B additive par rapport & des panneaux Vﬂ : B(U Vj) = Z)Bj(Vj)
peut la mettre en défaut (exemple du Togo..). Par contre, si le
gisement ou la portion de gisement augquel on s'intéresse constitue

une zone de valorisation homogéne, B = B(Q,T,V) ne dépend que des

quantités totales Q,T,V et doit &tre, en général, croissante en
Q (cas du toit et mur de teneur). Si B est additive par rapport
aux blocs et si la sélection des blocs (pour minerai) est libre,

1thypothése est encore acceptable : cas des opern pits).

ifais ce parametrage technigue est, en pratigue, inaccessible

a cause de la complexitd de la combinatoire mise en jeu. On va

donc ici encore remplacer Q(v,T) par son enveloppe concave, ce

qui revient a utiliser le paramétrage dual :

le paramétrage dual en A,6.

Posons pour A, 6 2 O

(6-2) v(n,8) =Sup (Q(w) - A V(=) - 6 T(=w))
STSNES
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Pour T(w) < T et V(vw) €V, on aQ(w) - AV -0 T< y(A,8) et

par suite aussi

v

Y()\re) = Sup (Q(VyT) -AV -6T)
v2T20 : _

N
Désignons alors par Q(v,T) l'enveloppe concave de Q(v,T)

' A
dont le sous graphe (ensemble des (v,T, Q) tels que q < Q(v,T))

est
A _ o
r = {(v,T,q) : VA, 620, qg~AV - 06T < y(x,6)}
I1 en résulte :
N
Q(v,T) = Inf (y(A,8) + AV +6°T)
A, 620
Pour obtenir un parameétrage en (A,8), considérons la famille
\ g des @ réalisant le Sup dans (6-2) (j'admets sans discussion
?

ici que le Sup est atteint : en pratigue, le probléme est discré-
tisé de sorte que la famille I3 est finie et que ce probléeme ne
'se pose pas). Les points(Q(w), V(w), T(m)) pour w E'i&,S sont les
points d'appui du plan-limite q~-Av-6T= y(A,8) du sous-
graphe de Q(v,T) : ils appartiemmnent au gréphe de l'enveloppe
concave’a(v,T), et constituent d'ailleurs les seuls points de ce

graphe correspondant a des projets réels.

Pour obtenir un paramétrage utilisable, on fixe 1l'un des
paramétreé; par exemple 6 = eo, et on construit le parametrage
en A (& 0 = 8, fixé) comme dans le paragraphe précédent. En
faisant ensuite varier Go, on obtient le paramétragé cherché

en (A,8).
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Exemple 1 3 Toit et lur de teneur avec découverture.

Avec les notations du paragraphe 5, on a ici :

Pi
Ao) - i) - 0 1) =3 [ [T 0 ax - Ay - 0Cngay)]
1 .
%

Comme on choisit (ay, b;) librement dans chacun des panneaux,

on doit optimiser
I
[ e ax-0ro v rea

a.
1

o G
|
1
]

ind épendamment pour chacun des panneaux Pi ¢ il
n'y a qu'un petit nombre de combinaisons : on
doit avoir Z*(x) < @ au dessus de a et > 8 au des-
sous ; de méme Z*(x) < A + 6 au dessous de b et
> A + 0 au dessus. On obtient donc tres vite le

paramétrage :

b. :
: J 1
| Q(r,8) =83 z*(x) ax
: g;
T(x’e) =3 Z (bi - al)
1

V(r,8) = SZbi
i R

Exemple 2 : Toit et iur de teneur et sélection fine du mine-

rai.
;: Il s'agit, par exemple, d'un gi-
a sement d'Uraniﬁm. Dans chague
1T 1 | I ls= panneau, on extrait une tranche
horizontale (ai, bi)' (on ne tient
o pas compte d'une découverture
) éventuelle.)
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Au moment de l'exploitation, une sélection fine du minerai est

faite sur des paralldlépipédes v de hauteur 6x.

Sur ces blocs v, le critere Z*(v) = 6 permet le parameétrage
" technique d'un volume donné (une tranche ai’bi) supposé extrait.

Cela conduit aux fonctions de transfert de chague tranche horizon-

tale (x, x+8x) pour chaque panneau P (de surface Si).

00

( *
( Ti(x;e) = 5, &x JRFi(x;dz)
g o
( 00
( *
( Qi(x;e) =Sy 6x |z Fi(x;dz)
& J
On a alors pour la tranche (ai bi)
by
Q - AV, -8 1 =5 j (Q,(x;8) - 8 T,(x;8) - A) dx
a.
i

Pour chague 6 donné, ai.et bi se déterminent comme dans le para—
graphe 5 (avec Qi(x,e) -0 Ti(x,e) au lieu de Z*(x)). On obtient
ainsi ay et bi en fonctionnde A et 6, et, par sommation en i, 1le
paramétrage Q(A,8), T(A,8), V(A,8).

Exemple 3 : Ciel ouvert avec sélection libre du minerai.

Chagque contour autorisé devant &tre réunion de blocsbv, oni
discrétise le problime au niveau de v. Pour chague bloc v (de
centre x, x € BE ot E est fini), on forme les fonctions de trans=
fert T(x3;0) et Q(x;6). Pour chaque 6 fixé, on est ramené au pro-

bléme a un paramétre A avec q(x) = Q(x;6) - 6 T(x;6). D'ou 1le

parametrage.
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REMARQUE : Dans le premier exemple, l'information définitive est
supposée connue. Dans les deux derniers, on suppose connue l'in-
formation I, nécessaire & la sélection d'extraction (i.e. le

choix des a;, by ou du contour autorisé V). Par contre, 1l'informa-

tion I. utilisée pour la sélection du minerai n'est pas connue.

2
C'est une circonstance assez générale : c'est seulement pour une
sélection 1ibre que 1l'on peut anticiper, en probabilité, son ré-
sultat lorsque 1l'information correspondante n'eét‘pas encore dis-
ponible. Des qu'ii y a contrainte, le parametrage global ne peut

s'obtenir ue par sommation d'estimations locales, et 1l'infor-
q ’ :

mation nécessaire doit &tre déja la.

L'optimisation économigue.

11 reste & choisir les valeurs de A et 6 optimales pour la
formule de valorisation B donnée. Je n'examine que le cas d'une

zone unique d'homogéndisation ou B est de la forme B(Q,V,T);

Pour A et 6 domnds, V = V(A,6) est connu, mais Q et T sont deux
V.A. d'espérance Q(A,8) et T(A,6). Il faudrait, théoriquement,
calculer 1l'espérance de E(B(Q,V,T)), a A et 6 donnés, et 1l'op-

timiser en A et 6. En premiere approximation, on se contentera

de remplacer Q, V et T par leuré,espérances dans léexpression

de B(Q,V,T). Il s'agit donc d'optimiser

B(V(1,08), T(%,0), Q(1,0))

Plagons-nous en un point (A,08) ou-Q, Vet T sont différentiavles
(le cas général en résultera par continuité). Des deux expres—

sions
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L'optimum, caractérisé par %% Qg = 0 s'obtient donc en résol-

vant le systéme :

On doit. pouvoir obtenir assez vite une solution approchée en

utilisant une méthode d'itération : partir de (xo, 80), en dé-

duire VO, T, QO par les premieéres éguations, puis A1, 91 par

o)

les secondes et réitérer.

7 - L'ANALYSE CONVEXE EN POLY:wTALLIQUE .

C'est dans le cas polymétalligue que les technigues de 1'ana-

lyse convexe prennent tout leur intéré&t. S5i 1l'on désigne par Z1,

2

VA ,...Zn les teneurs du minerai en diverses substances, les unes

utiles, les autres nuisibles, la premiére idée qui vienne a 1l'es-
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prit consiste & utiliser une formule d'éguivalence du type
(7-1) Z=a; 2

ol les poids a; (positifs pour les substances utiles, négatifs
pour les substances nuisibles) sont dés paramétres‘écohomiques;
ajustés de ﬁaniére a ce que Z représente la valeur contenue par
tonne de minerai (par exemple). On peut alors ?raiter le probléme
comme s'il n'y avait qu'une seule substanée. méis, en réalité,
les a4 sont des paramétres susceptibies de variation, et, d'autre
part, la formule linéaire (7-1) est en général trop simple pour

représenter adéquatement les relations d'équivalence économigue.

D'ou 1'idée de réaliser un paremétrage technigue a n-1 paramétres

techniques, n étant le nombre des parametres téchniques figurant

dans la formule de valorisation : dans le cas d'une zone unique
d 'homogénéisation, ces parametres seront les p teneurs Z:L et,
par exemple, divers volumes T, V1, V2,... (représentant le mi-
nerai traité, le volume extrait, le volume de la découverture
etc...) soit-

1 2

B=3(2,...2° ; o, V!, v... ; b,y bye..)

ou les bi sont divers parametres économiques.

Ie probléme est alors le suivant : Soit & 1l'ensemble des
projets w réalisables. A chague w € P est associé un vecteur
X(w) € B, dont les coordonnées Xi(w), i=1,...n sont les
Zj(m), ™w), Vk(w), et nous devons, en prinéipe, rdsoudre le

probléeme :

(7-2) vy = Sup B(X(w))
wEJ3
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Autrement dit, nous devons maximiser B sur l'ensemble X(®) dans
R’ - probleme pratiquement insoluble (N.B. : dans cette formila-
tion générale, on raisonne comme éi les Xi(m) étaient connues,
ou encore comme s'il 4tait légitime de remplacer l'espérance
E(B(X(w))|I) conditionnelle & l'information I par B(X*(w)) aveo

X*(w) = E(X(w)|1).

I'idde directrice de la méthode va consister & remplacer le

nuage X(®) par son enveloppe convexe dans ®", que nous désignerons

par K ou K(#3) : il faudra simplement se souvenir, chague fois

' que 1'on considérera un hyperplan d'appui a X, qﬂe‘les seuls
poiﬁts d'appui dont on soit sflr qu'ils appartiennent a X(»)
(c'est-a-dire correspondent a‘des.projets é réels) sont les ROints

d'appui extrémaux. A cette réserve pres, nous remplagons le pro-—

bléme (7-2) par le probléme beaucoup plus simple :

(7-2%) y' = Su€ B(x)

x€K(R)
Les fonctions de valorisation plausibles sont soit croissantes
soit décroissantes en chaque Xl,-de sorte que le Sup, dans y!',

- correspond nécessairement & un (ou plusieurs) points frontiére

de K(R).

Ies cendidats X, possibles dont donc

les points ol le gradient;bBX de B
' o]

en XD vérifie la relation

VX € Kt < x-x_, ano >< 0 (7-3)

En chague x, € dK (frontidre de K),

l'ensemble des vecteurs u vérifiant :
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vx € K < X=X, U > < 0

constitue un cone_ convexe Gx appeléd cone des normales (exté-
o .
rieures)en X, Ie probléme peut donc s'énoncer comme suit :

(7-3) ~ trouver les points x € 0K tels que OBX € GX
' o) o)

(une fois ces points trouvés, il faut encore sélectionner ceux

qui correspondent au maximum absolu).

Comme B est croissante (par exemple) en x1,...xk et décrois-

sante en xk+1,...xn, son gradient &B en tout point x appartient
nécessairement a l1l'octant mf X m&’k qﬁe nous'appellerons_l'octant
B+ :

Parmi les points X, de la frontieére 9K, nous n'avons donc
&4 nous préoccuper que de ceux ou le cone des normales GX ren-—

0
contre 1l'octant B+.

Le convexe K est intersection de ses demi-espaces d'appui :

K = N N {x : < x—ib,u > < 0}
X €E0K  ueG
o) X

et la f¢ontidre OK peut &tre parametrée en u. En principe, u

décrit En, mais il n'y a en réalité que n-1 parametres, puisque

1'on peut changer u en Au (A > 0). ioyennant une convention

(par exemple Z}ug = 1), le domaine de u est une variété S de di-
mension n-1. En pratique, on fixera u, = 1, si X1 est la teneur

de la substance utile principale, dont on est slr que 1l'influ-
ence dconomique est strictement positive dans tous les cas :

S est alors En_1.
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A chagque u € S, on associe les points X, € 0K réalisant :

y(u) = Sup < x,u >
x€K -

Parmi ces points, seuls d'ailleurs sont a considérer ceux gui-
P ’ a

correspondent & des projets réels :

y(u) = sup < X(w), u >
w€R ~

Soit 93 les » € B réalisant ce Sup. Si 3, contient plu-

sieurs éléments, on désignera par T, 1'enveloppe convexe de

(X(w)y, w G\ﬁh}. D'ol le paramétrage technigue cherché :

+
u - Fu ’ ueESNDB

(on n'a besoin de l'expliciter que pour les u € S appartenant
q b

4 1'octant BY).

Avec ce parametrage, le probléme (7-3) devient :

€ Pu avec be

~ trouver u € SN B" tel qu'il existe x
- (¢

0
= u (& un facteur positif prés).

En pratique, on remplacera ce paramétrage multivoque u - Pu

par un paramétrage univoque
X(u) = X(=(u))

ol mw(u) est 1l'un des projets de JBu, choisi a 1l'aide d'une con-
vention auxiliaire simple.(analogue a celle qui consiste & choisir

‘les fonctions QT(A) et ¥'(A) dans le cas n = 2).

On peut alors utiliser une méthode d'itération :
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~ partant d'un u € S N B" arbitraire, on forme X(uo) = X

~ on choisit u, proportionnel & be , et on réitére.
. . o

Une fois x € K trouvé, il reste & vérifier qu'il s'agit
bien dﬁ maximm absoiu. Cette condition est réalisée automati—

quement lorsque l'ensemble :
(7-4) {y + B(y) = B(x))} est convexe.

En effet, dans ce cas, le gradient 0B étant orienté vers 1'ex~
o ,
térieur de K, les deux convexes K et {B > B(x )} sont séparés

strictement par l'hyperplan < X~X _, OBX >=0.
o)

Ies fonctions de valorisation B vérifiant (7-4) au moins
sur un domaine & dont on est sfir, au départ, qu'il contient
1'optimum, vont donc présenter un intérét particulier. Voici un

premier résultat .

Si B est continument différentiable sur un ouvert convexe

&P, les trois propridtés suivantes sont équivalentes :

g/ {B=2 bo} N £ est convexe pour tout b,

b/ B(y) = B(x,) = <y-x,, 0B, >20 (x,, ¥ €D)
(o]

¢/ Six,y€e€D et Bly) =B(x), alors B(Ay +(j—7\)‘x) > B(y)

(@)
pour A € [0,1]

I1 est évident que a/ = b/ et a/ ® ¢/. On démontre b = ¢/
en se plagant sur la droite contenant x et y : sur cet espace
4 1 dimension, b/ entraine que B doit &tre croissante jusqu'a

un certain z € [x,7], et ensuite décroissante, et ¢/ en résulte.
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Exemples de formules de valorisation.
En général, B est positivement homogeéne :
BOM) = A B(X) (x > 0)
Plus précisément, on aura souvent, en notations explicites :

‘ , i .
(7-5)  B(Q',..Qf 5 1, v, VAL = ma(%) - by v

Une fonction B de cette forme vérifie les propriétés a/, b/,

¢/ si et seulement si la fonction f est concave. Plus précisément :

Si &5 est le cone convexe céfini dens R* par T £(Q/T) > O,
B vérifie a/, b/ et ¢/ si et seulement si f est concave sur le do-

maine de RP défini par {f > O}, et B est alors elle-méme concave

sur @ .

Par exemple, pour p = 1 (unerseule substance), la formule

B(Q, T, VI) = T £(3) - by VI

vérifie ces conditions si et seulement si f est concave sur £ > 0.

Ia fonction B est glors elle-méme concave.,

Ce résultat est intéressant,

car beaucoup de formules de
valorisation usuelle sont de
ce type : par exemple

o pe— ", aslil m=2 mo

f(m) =
0si m<nmnm
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«
ol f(m) = a(m—mo) (0 < ag1) ete...
+ g

Démontrons d'abord un lemme 3

Soit B une fonction de k + k' variables, de la forme :

s, vd) = £(xh) - by v =,k 5= 1K)

1
définie sur X € éﬁﬂ, V € Pf ouverts convexes, avec bj > 0.

Alors B vérifie les propfiétéS'a/ b/ ¢/ sur gﬁq X mf' si

et seulement si f est concave sur g61 — et B est elle—méme con-

cave sur son domaine.

En effet, soit X et X° dans.£ﬁ1. On veut montrer

(7-6)  f£(aX + (1-a) X') = o £(X) + (1-0) £(x')  (a« € [0,1])
dés que B vérifie a/, b/, c/.
Choisissons V et V' dans @f tel;es que
f(X) —<bV>=f£(X")-<b V">

ce qui est toujours possible. Comme B vérifie la propriété c/,
on a 3

f(aX + (1-a) ') - a<bV>- (1-a) < D V' >
> o(f(X) =< b V> + (1-a) (£(X') - <D0 V'> )

cl'est-a-dire, justement, (7-6). Inversement, si (7-6) est vérifiée,

B est concave.

11 reste a montrer
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Soit f une fonction sur RP, et D = {f > 0}. Alors, la fonc~-

tion (X,T) — T f(%) est concave sur le cone U T.¢5 dans BR®'! si
o , T=0 '
et seulement si f est concave sur B .

Or ce résultat est immédiat, si 1'on remarque gque le sous—
graphe de T f(X/T) est le cBne de sommet O dans EP+1 et de base
1 x T, ouT est le sous graﬁhe de f dans RP : le cone est cén—
vexe si et seulement si T est convexe. L'intersection de ce cone
avec U T & est convexe si et seulement si T N g est convexe,

et le théoréme en résulte.
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Volume pores relids . : y . N .
D, = LA D - x 100 qui est de 1l'ordre de 5 & 10%

" Volume total

plus faible que la porosité totale.

1-2  Ts porosité primalre

’

La porosite primaire ou intergranulaire, parfois appelée porosité
originelle est une caractiristique inbdrente & la mztlrice. ILe caracté-
re de la porosité primaire est A0l & 1'arrangement des cristaux ou cés’
grains. Les roches carbonatdes ont souvent une porosité primaire assez
faible et une porosité secondaire Ffortes eur porosité primaire est

souvent d'origine intercristalline.

1-%  Ta norosité secondaire

Généralement appelée porogité induite, la vorosité secondaire es?

dle & la dissolution, a des fractures et fissures, & des modifications
. L orin = a ., s e N 1 9 O \ ~ ) ” L -

minéralogicues (d¢lomitisation, recrilstallisation), & uns cementation

et una compaction.

Le phénomdne de dolomitisation est 40 & une transformation molé—
. . . , . . . RS . .
culaire deé la calcite par substitution d'ions Mg aux ions Ca sui-

vant la réaction.

2 Ca :CQ3 + Mg Cl, - qa Mg (COz), + Ca ClL,
ce qui donneraitl une diminution de volume de l'assemblage de 1l'ordre
de 12 & 13% et donc une.création de pores (par la circulation plus 1li-
bre des eaux de dissolution éliminant la calcite plus rapidement).

- Ies roches carbonatées contiennent aussi des peres dues aux inclu-

sions végétales (vacuoles).
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- Définition.
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Ia porosité

uhilisédes

vphies.

est 1'un des parametres qui perm

LA POROGIT

Lz C
la porosité a partir aes

ltexistence d'hydrocarbures ou de gaz. HElle es

part par 1'étude pétrographicue et 1'étude pétrophysique des

tes, d'autre part par lsa

ou diagraphies)

5

traitement des. mesures

effectuées dans le puits.

v

é¢lectricues
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"Mout est la terre dure

Sanz dave et sany humoul ...

’

Conon de Béthune

cette partie, nous nous sommes attachés & définir la poro-

- voilr comment on l'approchne habituellement dans 1'industrie

Nous proposons ensuite une métnode d'estimation de la. porosité

& partir des logs - le cokrigeage.

Nous montrons également comment on peut utiliser 1'Analyseur dc

" Textures pour étudier localement la roche réservoir sinsi que la méthode

A

qui permet d'éiudier la réponse des "outils de porosité".

A N

Lla porosité - Les diagraphies-

Estimation de la porosité - Le cokrigeage.

Etude locale de la roche réservoir.

Etude de la réponse d'un log & un paramétre donné.

Annexes.

s



> =
— — . .—o— l ,) \a
3 (T, - Taon] a3 (e T ]
h\“de . (33 - PSJ) (SM
0.ity) 2 3 (7,60 '#‘-.)"3'\~l + @83
¢ (3)- Yy! g
T T .'3‘\ "\"T-EJ (3)-7-83' ‘3\

' 4 | emicn [
boom o bw’?.&‘v’)wwpar\ap«’ &
ta M«“‘efaﬂj lar 5 € seconds b )

\f"bv}aor(', ’5—". l(g\)
ilg\) - <Q;3‘l3\ 5“3

(3) - 3 Vs

?JQ\—QJ‘(}‘) Z (Qgg— N3 s

S PN 3’(’M
bLnov wu~~

g (¥4 '3_ RPN o \‘Lr—‘— ol"-'vv\..rj) av "M e o an

e i 2 ) Waw p:)’l3\~¢3‘(3‘) <09, -

@ r-ow-)‘ﬁv i Ao ok v

. (33 -3 Ty:’\ 13)

O
Ppy (3O~ 3553 ¢ Fov
o 2! ))
Q T3} = Z_ (%"3\ 3 e 3
Qg:r‘}x_.} &3 3 jéET

‘ ' o e (I G
odigd  FRouVs A G- (Ao d € 3 ¢
oyt 2Y
¢ T Hoa

-3 T,03)
Q-t3\-3 T3 < pa"g\
p]

P R ot 9

Soi b ©
lrens epotnd dorc 10847 G 3 S \

€\Un P l \~3T '{3)
Qr(}\*STa“('S\sz‘ 3 3
La-s) J | Ja
—~ oo J .
l bous |aewtae Y E D boub o ;
own 10 |
(U’W#LL\MEPQ/J bt & Tl )

CA"”IMUMM € Derar V R VEASP

nebpeeds - ;';;;;( U~ Comd i boon U ey
GOMM ?— 71 T €
) . (R fo.‘s V\dﬂ)‘(ﬁ"" v en
T sort ofrimed jou frgen o « .
T dane o emtih den
T & bpreg Vo ol

Y e ks & v 3 (43 t~ gt )

¥ drosis ‘
‘W\)M M Jloém LA %\/\"{(_‘SM 6‘aw«~3

To\w-e"w ) |
o e gz J so.t o(f‘:”moﬂ,i’itfw e e~ el

- Al S22Vl ‘)
) > Qo 3) -3 TS

foun ¢

S vedss-e

T L

Jun £ NamPov § ¢

'ﬂ-—'

(L\—§') Qa,. tnsl)._s ‘J
\O\Af\}'a‘,.}Jc,:rd 6‘43-



ERRhl Y PO
oo LE WAL

RTUDE LE. LA ww POROSTITY - DIAGRAVHIG!

Par

P. JOATION

C. HULJBREGTS

Stage de Troisiéme Annde S.N.P.A, - PAU - 1969
- .

Option Morphologie Mathdématigue

-

2 - METHODES -




\
Sogl— v o b gt J s Abu dipi 2 Jamnag x lovrnen jondac f
) T s,

W Vdligmrn £xbna

V: ZV’T Z VJI
F 4 g

. 1 -
UFZ)I e'w d’("’u'-kvu AJLny\MaJ) daun~ J)-eiN\&vw 'fOMog_p

_—
I dv nmiiwtna

Ty Y = 2 Tp03Y 21
% '31‘3) 3 d

1€ fat wm |ares ee/xqw.w\}.‘lx‘f- ahw"a—( acmq.onam'

S T ?D_ (3\ d‘ QJI t.g.)‘
%.“g/ﬂows P e e‘m)vw-b{; den yar D ew x GH“"J‘(/“'%}\O \T
YMoh ~an z J' ) U",m 5‘ 3_1 €1<MNM.£,—4 Aen \Waux ey 9 ’q»o.' LY

Im J axe~ :]-

‘fwclw q—~> ‘ekaﬂ&

o - TJ_c%’) - T3 = T (31-T,,13') + T gy (3) —76‘3'(3)
(tu-u)
P IN- P, 3 @31(3)-9,30  + Pps(3)- Op (5]

@‘W \ouJ> r e ‘/VV\:; Cimm ‘;ﬁjri Mc‘-«u
P 3= 05,00 = 3 ri.‘S\*T).‘a‘\]

(3) < T, 13')

”oﬁns v Gu : Qwvw/ l"‘” 'e\:)gafﬂa,,_,) ﬁp‘\o%&%_g_

WQ%MA’ gy a
351" s sedomadsi T, 03) €7, 0319

T ~
C‘(’“"‘f'ﬁ(}’- ) S\‘. |2 an ‘ea(o.;'w é , 6‘7%4%7 J‘($\ wr £ ‘JW
A ruwn W Femenn O tovpanrv & rmamien o aw 6FM9,T)1)G‘
l‘nw\sw)
— / - i _
On | 3 eromprg tnbo B erd’ ) dong 3 €3 et L&m/sqwj'éé_

Pd’-‘s"‘:‘") dm"aw‘ Q‘\LM/- !



- 40 -

3 - les différents outils, méme s'ils relévent tndoriquenment du
mé&me procédé, ont des définitions différentes. Clest en particulisr
cas des deux neutrons é£tudiéds (PGAC et SPES) gqui ne rendent pas

i

e des mémes phénoménes de la méue facgon.

4 - Le carottage doit se fairve suivant une politigue d'échaatil-
lonnage coliérentes Il est préfirable d'avoir une visicn moins prdicise
de la pétrophysique du milieu en différents endroits de la zone réser—
voir, gue d'avoir une connaissance précise d'une zone compaote restrein-
te. Dans le cas particulier qﬁi nous intéresse, quatre carottus de
7T & 10 m régulitrement disposdes auraient donné des renseignements plus

utilisables,

D'une fagon générale, on aura une connaissance meilleurs du milieu
par un carottage discontinu formé de carottes de 7 & 10 m de long et

disposées dans toute la zone réservoire.
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AT
NCLT

CoO O

étude nous condult done & un certalin nombre d

Cette

mportants

.
.

params tre
dan

B 11

a partir de la réx

- est possible d'estimer un

mee d'un loge. T i

nous avons tralté, 1'existence de différentes

\

mis en évidernce par les quatre covariances ¢

nous ne connaissons la porosité que dang une
ésultat.

pu tout de méme &tre

Nous étions donc dans un casn défavorn

applicuée.

2

fondamne

o

S ml el

2

donne @
Cog

Lt étude des courb de covariainces nous

tes

S

ie}

ntaux sur structures du milieu étudi 8

3
-9

liées a 1'échelle envisagée. nous en dis LlHPJOD
- 4 1'échelle ponctuelle nous

par 1'étude des films,
— 1'échelle pétrophysique, de 1l'ordre du metre.
que cette structure se retrouve aussi bilen sur les covar

que sur celle de la porosité pétrophysique. On peut pen
que
dre du mdtre influe sur les résultats (en les régularis

— 1'échelle de 1l'ordre de 30

de paquets de porosité relativement homogéne.

40 m qui traduit
Cette str

lors de 1l'étude du réservoir par zone.

trois

[

alors

emne

es rensel nts

tructux

ign

gl R al
e

sont

-

avons les renseignements donnés

Remarquons
iances des logs

ser que le fait

le domaine d‘inté@ration des logs a Justement une longueur de l'or-—
nt).

B

1'existence

ucture apparalt
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Cn voit donc gue 1l'indice d'hydrogene a une influence non négligea-—
ble. '
On peut écrire P, = Pp = (1.9) Cmm o + ¢ C

ma i}
e

i} Pee Il y a lieu
dteffectuer une correction lorsque la zone envahi

contlent des hydro-

carbures résiduels ( Sfo saturation en hydrocarbures).

{

— — 3y Y . - A} m ’I‘ S
Ce (T P) Oy Ppa * @ [\? bro) “nf Pof vo n Pn ]

Dans le cas de formation gazeuse et i P est la salinité de la boue :

m
P - RE_
10° |
Lp,, = 1,07 @ %ro,[1.jj + .65 P - 1.24 Py
S S P - p
et pour la pcrosité apparente ¢A = _ﬂ@;tfjﬁ_
Pha P
b g 1.07 ¢ 8.0 [1.11 + .65P - 1.24_ph]
da = ‘ = T
3 S 1 Jor
Le FDC ou densité log compense gcorrige 1'effet de trou en uti-

lisant deux détecteurs. On peut déterminer pp. bar une abague de ccrrec-

i

tion.

(3) Le_neutron :

Le neutron émet des neutrons rapides dans la Tormation gui
sont ralentis par les atomes d'hydrogerne et de chlore et, aprés avoir
atteint le niveau thermique d‘'énergie, sont absorbés par eux. Par
conééquent la mesure sera influencée par la concentration en hydrogeéne.

Le détecteur de rayon Gamma de capture est & 40 ou 50 cm'(GNT :
SPES) .
- Le détecteur de neutrons lents est & 40 ou 50 cm (SPSES) ou & 32 cm
(PGAC) . ' -

Ia zone mesurée a une bonne définition verticale et un rayon dépen-

dant de la porosité (formation saturée en liquide protonique : eau, huile)



densité de matrice (dolomie 2,85 & 2,87)

Poa,
Pe densité de fluide (en général Tiltrat)

Py * densité globale

e porosité (dangs les formations cazéiferes la valeur risgue
o 4.

atétre trop faible ; porosité apparente rop forte).

On a : } ,
Py =@ Pe F (1 - @) Pra

T'effet de trou est faible de 10 3 15", - Une correction de mud
cake est nécessalires. : o

Ta constante est © = 2 & 4 s (augmente suilvant la Jensité). La
vitesse du défilement est 1}2; ' ‘ '

Ia densité réelle est relide & la denmsité £lectronique par la re-

lation
Pe = Cpy Pe * densité électronique (nombre d'électrons/
: unité de volume)
Py ¢ dengité réelle
avec C = 2 % : 7Z : nombre atomique

A pbids atomique

Différentes valeurs de C ont été établies.

Elément ‘ C : Composé C
. % 1.9841 CaCQB/Mg 005 0.9977
C . 9991 HZO ' 1.1101
0 1.0000 Hy0 + Na ce 1.0797
' (200,000 ppm)|
Na, . 9569 '
, Huile 1.1407
Si . 9968 . :
cb .9588

Ca ' . 9980
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X : coelficient de somnde

R, ¢ valecur de shunt

S1 S = 5 la résistivité du milieu de 1'échelle R . = KR, est choisie
comme 10, 100, 1000 ; 2, 20, 200 ; 5, 50, 500,

On obtient :

[op}
=
1
“r
—
RPN
[
Lep]
p—
=0

N

Gi'est un facteur géormivtoue dépendant du dismetre de la zone

d'invasion.

La vitesse maximale d'entegis tTLmelf est ae 40 m/ﬁn. Les effets
perturbateuvrs sont la colonne de boue, le diametre du puits (négligea—
ble si le trou < 12"), la nature de la boue (sali t').

Le formation density log (Gamma-Ganma) permet d'approcher la
densité de la formation (il s'agit en fait de la densité électronique).

On mesure la réponse & une excitation y (effet Compton)

L'atténuation du faisceau est :

-cdl - N : nombre de rayons vy dispersés vers le

N = No détecteur.

- No : nombre de rayons y émis par la source

- C corutante

e

— d : densité électronique
Z espacement source détecteur (les rayons diffusés par effet Compton
ne sont pas & plus de 15 cm). ILe spacing de l'appareil est de 16". la

zone de pénétration étant faible, on ne mesurera que la zone envahie.



R la résistivité de la boue de forage.

La résistivité de la matrice est généralement treés élevée (dolomie
R > 1000 Q.m) psr contre celle des eaux de formation varie entre 10 Qum
(o]

B 25° C et 0,01 Qun & 140° C

Le laterolog 7 (7 électrodes) est un appareil & grand rayon d'ac-
tion (il permet donc d'abteindre la zone non envahie) et ou 1'influence

-

du sondage est négliigeable Jjusqu'a 40 cm.

Si Rmf est la résistivité du filtrat de boue, les meilleures con-—
ditions sont obtlenues pour Rpf < RW (erreur par défaut) mais on peut
i1
aller jusqu'a : .
mT ) N
= = 5 (erreur par exces)
W

si la zone envahie est faible., In particulier pour les zoneg gazéiféres
. . R
la mesure de Rt est possible si “m » 4.
, R

w

L'appareil agit par focalisation : le courant est constant en AO,
v ‘ . )
variable en A1, A2 de maniere a ce que le potentiel en M1, M1, Mg, Mé
solt le méme. ILe maximum du courant de garde est 500 mA.

04 05, = 0,80 m. (32") A
| - A O, 0,0 i 30 DR
Rapport d'étalement : = = 2,5 e — = —— ) —
Ao U2 7 Ay Ay R £ R
. K__/—w-—{
La gamme va de O & o Q.m
(0 et 10 divisions du diagramme) «—
A
La formule de calibrage est : _ ¢/4S§
- | . ‘ . : “— P33
R = KR —2- : _ ol (YA, X
a 10-8 _ o : R
S : déflexion en divisions du galvanomdtre.
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5 = DIAGRATHIRES

3-1  Généralités

Les diagraphies enregisirées & partir des réponses des différents

outils utilisés dansz un puits ford permettent de déterminer

- deg corrélations : d'interprétation cualitative, elles indiguent
les relations (1lithologie, sédimentations) entre différents puits pour

un réservoir 4o nné.

= Une information queslitative sur la perméabilité (Gamma-ray, micro-

laterolog et disgraphies de résistivité).
5 g

— la porosité et la saturation en eau, de méme que la saturation
en hydrocarbures : ces donrées sont obtenues & partir des diagraphies
de densité (Gamwa-Gamma), de résistivité(laterolog 7), acoustigue (so-

nigue) et nucléaires (neutron, gama-ray).
Nous examinerorns en premier lieu les différents outils déji cités,

leur principe et leur réponse, et ensuite les résultats que l'on peut

escompter de la lecture des diagraphies.

3-2 Diagraphies :

(1) - Le laterolog 7

Il stagit d'un outil de résistivité. On sait que la résis-—
tivité (inversement la conductivité) des. formations est forction prin-—
cipalement de la porosité et de la saturation en eau (ou en hydrocar-

‘bures) et de la zone d'invasion (zone envahie par les eaux du puits).

Soit R, 1la résistivité de la zone envahie (flushed zone)
o -
Rt la résistivité de la zone non envahie

Rw la résistivité de 1l'eau de formation



~
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Bn général, les carottes sont brisées irréguliérement,
avec des zones broyées, et des récupérations variables (entre
85 et 100%). On opére alors un grossissement & la prise de vue
de 1'empreinte. Ce grossissement photographigque est destiné &
compenser le rapport longueur disponible/longueur théorique.
Celle~ci veut &tre choisic & pertir de bases varides (caisses de

1 m, par carotte — 2 a4 5 m - par intervalle carotte en continu).

Ctest la troisieéme solution quil a été retenuve.

TLes films ainsi réalisdés défilent devant une cellule photo-
¢lectrigue dont les variations de courant produites sont enregis—
trées graphiguement sur le papier d'un galvanometre enregistreur.

11 est pessible de faire varier la vitesse de défilement

du film et celle du papiere

Ia cellule a un diametre de 3 cm malg i1l est possible d'y

. 4 s, 'y . . ~ 2 N .
ingérer un cache carre. Clest donc uvne surface de T cm ernviron
~ .

Vd

2 p . . . \ . .
(rond) ou de 4 cn” (carré; qui est intégrée & tout instant perdant

<O

le défilement,
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Ixemples de formules de valorisation.

En général, B est positivement homogéné :
B(AX) = A B(X) (A 2 0)

Plus précisément, on aura souvent, en notations explicites :

| | . |
(7-5)  B@',..Q®; ¢, vI, vA.) =1 2(%p) - by VO

Une fonction B de cette forme vérifie les propriétés a/, v/,

¢/ si et seulement si la fonction f est concave. Plus précisdément :

5i & est le cone convexe Géfini dans R par T £(Q/T) > 0O,
B vérifie a/, b/ et ¢/ si et seulement si f est concave sur le do-

maine de B défini par {f > 0}, et B est alors elle-méme concave

sur b .

Par exemple, pour p = 1 (une seule substance), la formule
Bq, 7, V) = 1A - by VI

vérifie ces conditions si et seulement si f est concave sur £ > O.

ia fonction B est alors elle-méme concave.

Ce résultat est intéressant,
car beaucoup de formules de
valorisation usuelle sont de

ce_tYpe : par exemple

asi m=>2mn
O

f(m) %

0 si m<n
0
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