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NOTE GEOSTATISTIQUE N°© 133

Dans une note antérieure, j'ai indiqué comment on pouvait
obtenir des modéles & facteurs polynomiaux et & lois marginales
continﬁes (Gauss, gamma ou beta) a partir de processus de ilarkov
dont le générateur infinitééimal possdde un caractére local. Tei,
je me propose de faire quelquechose d*analogue aans le cas discret :
le caractdre local du générateur A est ici remplacé par une condi-
tion exprimant que les seules transitions possibles sont 1 - i+1

et 1 » i-1, soit :

(1) (af); = - (ai+bi) N R

i i+1 i “i-t

Suivant les valeurs de ay et bi’ on distingue trois types de

processus possibles

~ S5i ay et bi sont strictement positifs pour i = O, i 1, £ 2..4,

i varie de - o a + o, Je n'examinerai pas ce cas.

]

S~ 31 bo' 0 et bi >0 pour i =1, 2..., a; > O pour 1 = Oy1,.s°

i varie de O a + o (cas infini).
~ S5i bo = 0, ay = 0, bi >0 pour 1 = 1,...N et a; > 0 pour
i=0,...N-1, i varie de 0 & N (cas fini)-

I1 faut ensuite gque ce processus soit ergodique, donc qu'il

existe une probabilité W = {W;} telle que :

- (a;+bg) W + a5, W+, W =0



Ln écrivant cette relation sous la forme 3
it i+1 i i i i i-1 "i-1

ceci implique

(2) ipq Wipq =85 Wy

5i a; et by sont strictement positifs, (2) reste vral pourvu
que, par exemple, ay Wi et bi Wi tendent versAO'si i tend veré - oo,
Dans les deux cas qul nous intéressent (cas infiniecet cas fini),
on a bo = 0 et (2) est vraie sans hypothése supplémentaire. Donc,

la loi limite, si elle existe, est définie par :

a 8,0 e
i 1°**8n—1
(3) W o= = W
n b1 b2...bn . 0

et la condition d'existence est Z)Wn < oo,

Ia condition (2) exprime aussi que le processus est reversible

(wi Pij(t) = wj Pji(t)).

Condition pour que les facteurs soient polynomiaux.

Ie processus étant réversible,,il est facile de voir que 1l'on

aura des facteurs polynomiaux si et seulement si :

(i) les polynomes sont dans L°(@&,W), soit D W; i" < e,
(ii) pour chague n, A i est un polynome en i de degré n
(n = 0,1,... dans le cas infini, n = 0,1,... N dans 1le

cas fini).



Considérons d'abord la condition (ii), soit
AT = ai[(i+1)n— i - bi[in -~ (i-1)"] = polynome en i de degré n
Pour n = 1 et n = 2, cette condition donne :

.8y - bi = polynome de degré 1

ai>+ bi = polynome de degré 2

Donc . /

ao+(x_:'L+'Yi2

o
i

(4) )

A~~~
o’
+
i

bO + Bl + vy 1

avec d'ailleurs bo = 0 (puisque nous n'examinons pas le cas ou i
varie de — « a + ®), Il est facile de voir que si a; €t b, sont de
cette forme, la condition (ii) est effectivement remplie pour tout

n.

I1 reste a examiher (dans le cas infini) si la condition (i)
est également satisfaite.'La classification ci-dessous montre dans
quels cas il en est bien ainsi (dans le cas non retenu ol ay et bi
sont » 0 et ou i varie dé_- © & + o, on trouverait E(i™*) = o pour
N assez grand, de sbrte qu'il n'y a pas de modéles a facteurs poly-

nomiaux : ¢' est la raison pour laguelle je n'ai pas retenu ce cas).

fodéles ILindaires (y = 0) a; = g, +od

b, = Bi

a, doit 8&tre strictement > O (sinon, la chaine n'est plus irré-

ductible) et de méme g > 0. Il y aura donc 3 cas a envisager : a > 0,



a=0et a < 0.
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Ia relation (3) domme :

n a a a W
v _ [a (o 0 0 _ 0
Wn = (g) - (T + 7;)...(7;-+ n 1) o7

Posons :

p:_"

gt fe
-e
<
|

Mors T W_s" = (1 - p.s.)” W (s < 1/p)

Donc, la loi limite W existe si et seulement si p < 1, soit
a < B

et admet la fonction génératrice

v
G(s) = 9 >
(1 - p.s.)
avec :
a
0
Pp=g » a=1P , v=-

Comme G admet des dérivées de tous 1es ordres en s = 1, les poly-
nomes sont dans L2(R,W). Sous la seule condition a < B, il existe
donc bien un modeéle a facteurs polynomiaux admettant les lois margi-

nales (binomiales négatives)

o _ v I{vin) p°*
ﬁn - T n!

Il reste a déterminer explicitement les facteurs polynomiaux.

Cherchons d'abord les valeurs propres xn de 1l'opérateur (1) :

pour le monome i on trouve



A(L™)

il

(agtai) ((1+1)7 = 1™ - pi(a" - (3-17)

n(a-p) i™ + polynome de degré < n

Par conséquent :

A, =-n(g-a) =-npq

Donc, si xn(i) est le facteur normalisé d'ordre n, la loi

Fij(t) a 2 variables i et j sera

( (t) = W. W gi n (i (] !
(5) ( =0 -

é p = e Pt

Diautre part, on a :

Fij(t) = W, Pij(t)

ou Pij(t) est la matrice de transition, solution de la seconde

équation de Kolmogorov.

.
(K Pij(t) = - (aj+bj) P, + &, P

o) j 5o1 i, 561 T Pyrq Bi g

Posans Gi(s’t) = %} Pij(t) s9Y, (KZ) entraine

g% + (1-s)(as-B) %% = - ao(1~s)

i L . by
avec Gi(s,o) = s—. Ceci s'intégre :

i \Y
(6) ¢, (s,t) =(1 =& - p(is) ) ( " )
+ 1t -ps-pp(1-s) 1-ps - pp(l-s)

avec comme ci-dessus p = e Pat oy p = a/B. De (6) nous pouvons dé-

duire la fonction génératrice a 2 variables s et o (t est sous-en-

tendu)



G(s,0) = ;Ej F, 5 sd ot =D Wy ot Gy (s,y%)
B} __a Y q N\

1 -ps~-opp(1-s) | - po—L—ps=pll=s)

- . 1 - ps - p p(1-8)
soit

) \Y
(7) G(S,O’) = 9
(1-p 8)(1-P o) - p p(1-s)(1-0)

Pour ¢ = 1, on trouve évidemment G(s,1) = G(s) = (q/1--p(s")V
et pour p = 1, (¢/1 - p s o)V. Cette fonction génératrice se déve-

loppe en série entiére en p :

v '
G(s,0) = (’ q2 i) ;3 T(vin) Pt pP £1—s)nn(1-o)n :
(1-p s)(1-p o) / mn=o T(v) n! (1-p s)® (1-p o)

ilais d'aprés (5) on a aussi :

| s« n , oy i N3

G(s,0) =2 p %? LA Xn(l) s %} wj Xn(g) G
Comme p = exp(- Bqt) varie de 0 a + =, nous pouvons identifier ter-
me & .terme ces deux développements, et cela nous donne la fonction

génératrice des xn(i) Wi :

2o (1) W e V/_iaixl 2 _(1=s)”
i=o

r(v) =n! (1-p )"

{
On en tire l'expression du polynome Xy qui est - sauf erreur

de calcul de ma part :

n 1/2 n s S ‘
(8) x. (1) = <_IXAEL_ IL.) 5 (-1)¥ ¢ k T(v+itn-k) i(i-1)..(i-k+1
n I'(ntv) n! k=0 n r(v+i) pk -



Si g =y ="5b_ = 0dans (4), il reste :
a, = a ; b, = Bi (B > 0)

Dtapres (3), la loi limite existe toujours, et c'est la loi de

Poisson de parametre

a
(0]
g = -2

B

Ie processus correspondant décrit une file d'attente & une
infinité de guichets (arrivées poissoniennes 8,9 temps de service

exponentiel B). Ie générateur infinitésimal est :

(af); = a (£, - £;) - Bi(f; = £;_,)

1 i1-1

de sorte que la valeur propre Xn associée au facteur polynomial Xp,
de degré n est

An =-ng

Par conséquent, la loi & 2 variables Fij(t) = W, Pij(t) admet la

représentation

0
o n . .
Fij = wi Nj 2 p hlfm(l) Xn(J)

(9)

NN NN

D'autre part, on trouve sans peine

Z Pij(t) S; = (1-p + ps)? e~8(1-p) (1-5)

J

d'ou 1l'on déduit la fonction génératrice a 2 variables :

G(s,0) =2 E&j s ot =% W, P,. 0 sd
| 1j | i



a savoir :

G(s,q) = ¢ 0(1-8)-8(1-0)+p e(j—s)(1-c)
Comparons avec l'expression déduite directement de (9)

. n i N
G(s,0o) —%_l) o ? W.i xn(l) o 23) Wj Xn(J) s

Fn identifiant les termes en p, il vient

. . i
%) LA Xn(l) s

li
~—
. —
{
w
SN’

1!
~
|
-l
"
o
Im
|
@
Py
-—)
|
(0]
p -

Par conséquent

n n i
. o n \/e® a 8 -
W xp (1) = (1) nT on (i! e ‘>

d
soit
. ) n i
. " it e d o -

(10) xh)=bﬂnv—x ; (— e>

. n n! 6t ae™ i!
3.-.Css. a < 0 : Iois Binomiales.

Si a est négatif, a; = aj + al deviendrait négatif, dans le

cas infini, pour 1 assez grand. Par conséquent, on doit se placer
dans le cas fini : ay doit s'annuler pour une valeur i = N, et le-

processus reste confinéd a 1'intervallev(O,N). On a donc ici :

a;0=a(N-1) 3 b, =bi

D'apres (3), la loi limite est binomiale (p,N) avec

_ a
p T a+b



L'expression du générateur

(Af). = a(N—i)(f¥

i i+1

- fy) - o ey - f5 )

montre que la valeur propre associée a Xp est
A = -~ n(atb
. (a+D)

Par conséguent, la loi a 2 variables est

N
(11) Fij(t) = Wy W, n;g p" 1, (1) %, (J) J
avec
( o= e—(a‘f'b)t
( o )
E\Nl — Clj\i pl (1_p)N—l

D'autre part, on trouve directement

N-i

N . i
T Pys(1) s? = [qi-p) + (p+p a)s] [a + pp + p(1-p)s]
j=o0 .

et o
G(s,0) =2 Wy Pij(t) sd ot =

g e .
[a + p p + p(1-p)s] ['q +pali=p) + (pto g)s }
| g +p p+ pl1-p)s
N
= [(a*p s)(a+p 0) + p D q(1-8)(1-0)]

On obtient donc le développement suivant en p 3
N n n
N N - -
6(s,0) = (¢ + p o) (a+p ) T @ p" " G (_1__5_) 1=
. n=0 " \gqtp s Q+tp ©

qui doit &tre identifié & celui que 1l'on déduit directement de (11).
Cela donne :
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N . |
W x, (1) st = V p" " (1-8)" (g+p s)i ™
i= :

0
1 n n N
=3 (o " " I (a(1-s) + s)
w2 T d q '
(l\ \Y\“l
A\
IV
" Par suite : jf
. ’ R n . . .
. n! n . n n d 1 i N-1
Wi Xn(l)'= T VCN P q g—-ﬁ CN (1-q)” q
q .

et finalement (sauf erreur de calcul!) :

[, 0 1 no oy .
(12) Xn(i) = n! p q T 1 . d — qN i (1—q)1 _
N! (pr)! q (1—q) d q

" f.f v " q);;
\JE e b e
pin
I1 reste & examiner le cas ou y n'est pas nul.

Ici a; = ay *t ai + yiz et.bi = Bi + y12 avec y non nul, Dans le
cas infini (y > 0, a, > 0 et ai,‘bi > 0 pour i = 1,2,...) on peut,
moyennant certaines conditions suf les coefficients, trouver des
lois limites W, mais les polynomes ne peuvent pas &tre dans I?(R,W)
au-deld @'un degré n fini, de sorte que nous n'obtenons pas de mo-

deéles a facteurs polynomiaux.

Par contre, dans le cas fini, on obtient une solution. Soit
(0,N) l'intervalle de variation de i, ce qui correspond (moyennant

un- changement de notation) a

a; = (8-1) [a + y(E-1)] 5 b; =1(b + vi)

avec les conditions

a+y>0 , a+Ny>0 3 bD+y>0 , b+ Ny>O0



...11...

D'apres (3), la loi limite est de la forme

g o N(E-1). .. (N-n+1) (% + N)(% + N_1)__.(% + Nene) i
n- " n e D@D 0

Soit, en posant

g = LN (Wn=1) (o) (matt) . oo (mam=1)
g B(B+1)-..(B+n-1) n! P

n

La fonction génératrice G = Z)Wn s" est done 1'hypergéométrigue :

G(s) = W F(-N, -a, B ; s)

D'aprés les formules Classiques'en s =1, on a :

F(-N, -a, B ; 1) = r(g) r(at+g+N)
T(B+N) T(at+N)

d'ol la valeur de WO

w = D(a#N) T(B+N)
° T(B) I'(a+p+N)

et

(13) W= ot LB LleN) o 9., . (a=n+1)
n r(p+n)  I(o+p+N)

I1 resterait a déterminer les facteurs polynomiaux. ILes calculs
~ sont plus compliquds que dans les trois cas précédents, et il ne
semble pas urgent de les expliciter asvant de rencontrer un exemple

d'application gui nous y incite.

Au lieu de cela, je vais terminer cette note en décrivant un
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modéle bien différent, ol les facteurs sont les fonctions de Walsh,

et d'ou 1l'on peut déduire toute une famille de modeles discrets.

Nous allons nous intéresser a des lois a deux variables
F(dx,dy) dont les lois margineles sont uniformes sur l'intervalle
(0,1). I1 est facile de donner des exemples de modéles isofacto-

riels admettant ces lois marginales.

~ nouslconnaissons déja un modele a facteurs polynomiaux
(les polynomes de Jacobi).

~ le mouvement brownien sur le cercle, dont.le générateur est
du type.Af(e) = % f"(8) conduit a un modéle dont les facteurs sont
les cos n 6 et les sin n 8 : les lois conditionnelles correspondan-—
tes sont dultype "loi de Gauss enroulée”. Il existe d'ailleurs bien
d 'autres lois sur (0,1) admettant les mémes facteurs trigonométri-
ques.

~ plus généralement, si on a un modéle admettant les facteurs
Xh(z) et les lois marginales absolument continues G(dz), le chan-

‘gement de variable X = G(Z) donne un modeéle admettant des lois

zarginales uniformes sur (0,1) et les facteurs xn[G-1(x)].

Pour introduire le modele de Walsh, considérons 1l'écriture

digitale d'un X € (0,1), soit

(14) x=» 2
n_—_

olt chaque €y est + 1. Ies €, sont déterminés sans ambiguité presque

~partout sur (0,1), puisque seuls les rationnels sont susceptibles



de plusieurs écritures.

Si les & sont des V.A. indépendantes avec P(an =1) =p, X
devient une V.A, Pour p # 1/2 la loi de X appartient au'type aber-
rant bien connu (fonction de répartition continue mais non absolu-
ment continue). Par contre, pour p = 1/2, la loi de X est uniforme

sur (0,1), et c'est ce cas qui nous retiendra.

Pour le démontrer de maniére simple, on peut introduire 1le

e » h . ’ . . ./
processus liarkovien a temps discret défini par : '

*n * En

X+ = 2

(en = 0 ou 1 avec la probabilité 1/2). Ce processus est manifeste-

ment ergodiQﬁe, et sa loi limite m coincide aveec la loi du X défini

en (14). Cette loi est donc caractérisée par :

_ X + €
X = 5

ou, en terme de transformée de ILaplace

-A
_ 1 A 2
Cette équation admet la solution &(A) = T_i y et, d'aprés 1l'unicité

de la probabilité w invariante pour le processus, X est distribué

uniformément sur (0,1).

Définissons maintenant le processus de Walsh X(t) en posant

(15) X(t) = - _

les en(t) étant des Harkov indépendants & 2 états (0O et 1) admettant
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la m8me matrice de transition

1+p 1-p
2 2 —t
avec p = e
1-p 1+p
_ 2 2

Du fait que les sn(o) sont déterminds par la donnée de X(o),
le processus de Walsh X(t) est lui-w8me larkovien. ILa probabilité
de transition de X(t) ne peut pas s'écrire de maniére simple (elle
est de type continu mais non absolument continu) mais nous allons
&oir qu'elle admet une représehtation factorielle avec comme'fac—

teurs les fonctions de Walsh,

Notons que X(t) est un processus réversible, puisque les en(t)
possedent cette propriétéd. Autrement dit, si X = X admet la loi
uniforme sur (0,1), la loi de (X,Y) o X = X, et Y = X(t) est symé-
trique en (X,Y). Par conséquent, les fécteurs de cette loi sont ca-

ractérisés par la relation
B[£(x) | 2] =2 f(xo)
Jontrons que ce sont les fonctions de Walsh.

Ies Fonctions de Walsh.

Tout x € (0,1) admet une écriture décimale de typé (14) et,
inversement (pour presque tout x € (0,1)) le terme £, = en(x) est

univoguement déterminé par la donnée de x. Posons

F&x)=1 5 F(x)=2¢e(x)-1 (x¢€(0,1))

Ces fonctions ne premment que les valeurs * 1 et sont



_.15..

orthonormées dans H = L2((O,1),dx). Plus généralement, on introdui-
ra les fonctions

F. =F. F ...P (0gi, .. <i)
1 3o iy 1 k
Ce sont les fonctions de Walsh, et nous allons montrer qu'elles

forment une base orthonormée de H.

a) Comme chague F, ne prend que les valeurs % 1, F

- i1,...ik
ne prend elle-méme que ces deux valeurs, et donc a une norme unité

dans H.

b) X étant uniformément distribué sur (0,1), les sn(X) sont
indépendants et P(e, = 1) = P(e_ = 0) = 1/2. Done E[En Fm] =8,

et, plus généralement

E[ P, . P, ] =0

11""1k 31,...Jp

des l'une des deux suites ordonnées:{i1,...ik} et {J1,...jp} con-
tient un élément qui ne figure pas dans l'autre, c'est-a-dire que
les deux fonctions de Walsh correspondantes sont distinctes : ces

fonctions sont donec orthonormées.

c) Soit CBn la o-algeébre engendrée par les intervalles Ik(n)
{x : k2™ < x< (k1) 277}, k =0, 1,...(2"1). L'espace H_ =
L2((O,1),63n, dx), constitué degz fonctions constantes sur les Ik(n),

est de dimension 2n, et les 2% fonctions de Walsh

FO et H Fi ,...i (k=o,1,-o-n"_o<i

< ...< i, <n)
1 K k

1

étant orthonormées dans Hn en constituent une base,

a) H = 1°((0,1),%,dx), ot J3 est la o-algtbre de Borel, est
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la fermeture de UHn.(cela résulte sans difficulté de ce que toute
VA est limite monotone de VA étagée ). En particulier, tout f € H
est limite dans H de la suite'{fn}, ol T est la projection de f
dans H . D'ailleurs fn = E(flJSH) est l'espérance de f relative-

ment a an :

v £ € H, E[fléﬂh] - f pour n — o

Or
' : ‘;/
> F, /

B2 B ] = E(£) + % <f, T Y

. . i,,601
<i,<..<i, <n !
0 11 K 1 k

puisque les fonctions de Walsh d'ordre < n forment une base de Hﬁ.

Comme ces fonctions sont orthonormées, il en résulte

f = E(f) + > < f, F > F

o<i, <. .<i

1 k i1’oo.ik

i1’ooolk

et les fonctions de Walsh constituent bien une base orthonormée

de H lui-méme.

Ies facteurs de X(t).

I1 reste a montrer que les fonctions de VWalsh sont les facteurs
de la loi F(dx,dy), ou X = X, est uniformément distribué sur (0,1)

et Y = X(t). Pour cela, calculons l'espdrance conditionnelle :

E[en(t)leh(o)] = ;%Q sn(o) + 159 (1 - sn(o)) = p en(o) + 1%9

donc

i

E[Fn(xt)lxoj E[2 e (t)-1]e (o) = € (X;)]

i

ol2 sn(Xo)—1] = p En(Xo)
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et, plus généralement :

il

E[Fi1,..ik(xt) lXo] E[(2 511(‘17)'71:)- ..(? Eik(t)—-‘l.) IXO]

= pk (2 Ej;1(xo)—1‘)..-(2 elk(XO)—1)

puisque les processus an(t) sont indépendants, c'est-a-dire :

; _ ok
(16) b[Fi1,,..1k(xt)_|xo] =e Ry (K
/

Tes fonctions de Walsh sont donc bien les facteurs, les valeurs

propres correspondantes étant les pk = e—kt. D'ol la représentation

factorielle de la "densité" f(x,y) de la loi de Walsh a 2 variables:

[o.¢]
k
f(x,y) =1+ 22 p > Py ; (x) By .

k=1 0<i <. .<i, Y170k 1201k
(16) | 1 k

NN NN

(0gsx< 1t 3 0=<sy<1)

(E;g.i il s'agit d'une écriture symbolique, la série n'étant pas
convergente. La relation caractéristique est (16) : elle suffit &
déterminer la loi F(dx,dy), puisque les fonctions de Walsh forment
une: base hilbertienne de H. Ici, les espérances conditionnelles ne
sont pas des opérateurs compacts, puisque les espaces propres as-—
sociés a chague valeur propre pk sont de dimension infinie. C'est
cette circonstance qui est responsable de la non-convergence de

la représentation (16') et de 1l'absence de densité).

Cette loi a deux variables possede la propriété remarquable
suivante : si on arréte le développement a k = n, soit explicite-

ment

n . .
(17 £y) =1+ 2 pk » Py s () B ;. )
' . k=1 O<i1<. .<iks.n 1"' k 11’00 X
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on obtient la version discrétisée de la loi précédente, et, en par-

ticulier fn(x,y) > U,

En effet
n e (t)
X (t) = B(x(3)|B) = & —2—
n n — P
p=1 2
n e (o)
est encore un darkov, et en prenant Xh = 2 B = B(X |JB )
p=0 oP °n

et Y = xn(t), (Xh’Yn) admet la loi de densité f constante suf
les carreaux de cdté 2% : c'est la loi de Walsh discrétisée. .

On a 13 un exemple tout &4 fait exceptionnel de loi a 2 varia-
bles ou le fait de ne conserver gue les ot premiers termes de la
représentation factorielle équivaut a discrétiser la loi, ou, plus
précisément, & remplacer la densité f par la densité fn constante
sur chaque carreau de cdté 2, c'est-a-dire X et Y par E(X|\3)

et E(Y|AB ).

Espérance et Variance Conditionnelles de X si Y

Pour calculer 1'espérance conditionnelle E(X|Y) pour la loi

de Walsh (16) partons de 1'identité

. ;030 en(x) ) ; 1' + Fn(x)- 1.1 g Fn(x)
n=1 o n=1 o 22 g5
soit
. 00 F (x
(18) x=1 n )
2 = 1
n=o 2

Ies Fn étant des facteurs associéds aux valeurs propres A = 0

pour n = 0 et A = p pour n = 1,2,..., il en résulte aussitdt
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B () o 2 BV
SN 2 2 n=1 Sf

=
E(x|Y) = 5 P (Y) + 2 231
n=

Mais - d'apreés le développement (18) lui-méue :

o F (Y)
1 n 1
L =Y -
2 n=1 2° 2
et par suite @
' =1 -1

l/’

Autrement dit, et en dépit de la nature analytique plutét

compliquée de la loi de VWalsh, la régression est linéaire. Ou encore,

si 1'on préfére, le polynome de degré 1 : x - % est un facteur as-
socié a la valeur propre p. Cela résulte de ce que x - %1 se déve~-
loppe en fonction des seuls facteurs Fn, n > 1, tous associés a la

méme valeur propre p.

Considérons maintenant le développement : -

2 2 | 4
(x - -é) = z N Z — = "4‘ Z on + > E 1t
"\n=1 2* n=1 2 o<i<j Zal
Comme_En(X)2 = 1, ceci se réduit a :
(- D2 =4 1300700
2 12 0<ix] RS

Ici les Fi(x)Fj(x) sont des facteurs associds a la méme valeur pro-

pre p2, et par suite :

2 2 F.(Y)F.(Y)
- ) -4+% 2 Rk N

o<i<] 21t

Il
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, 5 5
Dtaprés (19), on a aussi (E(X - %IY))- = p?(Y - %) . Par suite la

variance conditionnelle est

2 1 - p?
D(X[Y) = 55

Exactement comme dans le cas Gaussien, la variance condition-

nelle de X & Y fixé est indépendante de Y et vaut 02(1—p2). Ici

s'arrtte 1'analogie, et 1'on n'obtient pas de résultat simple pour
les polynomes de degré supérieur a 2.

/
REFARQUE - Ie processus X(t) a temps continu n'autorise que des

valeurs p € (0,1), pulsque p = e—t. sigis en partant d'un processus

|

X(x) a temps k discret, soit

X(k)

Z)en(k) 2

ou les en(k) sont des itarkov discrets & 2 états, on voit gqu'en fait

p peut varier de = 1 a + 1.

EXEPLE - Discrétisé & 1l'ordre n = 2, le processus a quatre valeurs .
correspondant aux classes (0, 1/4), (1/4, 1/2), 1/2, 3/4), (3/4, 1)

sur lesquelles les 4 fonctions de Walsh correspondantes sont 3

o

(1,1,1,1) P, = (=1,-1,1,1)

Il

¥

o = (=1,1,=1,1) F{z = (1,=1,~141)

Voici la densité de la loi discrete f2 correspondante :

2 2
(1-p) 1-p? 1—p? (1+p) *
1-p° | (1=p) 2} (140 1-p°
-0 | (14p)°] (1-p) % 1-9?

P Z
(1+p)2 1-p 1-92 (1-p) @
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Ia loi de formation apparait assez clairement : il s'agit

de superposer aux diverses échelles le méme motif

1-p 1+p

1+p 1-p

Prenons par exemple n = 3, c'est-a-dire 8 classes pour X et

64 carreaux pour (X,Y), et p = 1/2. Ia densité, multiplide par 8,

: /
apparailt sur le tableau suivant : ’

1 3 3 9 3 9 9 27
3 1 9 3 9 3 21 9
3 9 1 3 9 21 3 9
9 3 3 1 21 9 9 3
5.9 9 20 1 3 3 9 /
9 3 27 9 3 1 9 3
9 27 3 9 3 9 1 3
27 9 9 3 9 3 3 1

(si p est quelcongue, remplacer 1 por (1~p)3, 3 par (1—p)2(1+p),

9 par (1—p)(1+p)2 et 27 par (T+p)3).

REMARQUE - On notefa 1'analogie que présente ce mode de construc-
tion (d'une loi de probabilité) avec le modéle & homothétie interne
de De Wijs. Ceci suggére - paradoxalement - une interprdétation de
cette réaprtition probabiliste en terme de régionalisation dans

le plan (x,y) des 2 variables. Compte tenu de la lognormalité

(plus exactement : logbinomialité) sous-jacente, remplagons la

densité f par son logarithme ou, ce gqui revient au méme, remplagons
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(1—-p)n_k(1+p)k par k, i.e. ici : 1 =~ 0, 3 =1, 92, 27 - 3. On

obtient'lé tableau :

o 1 1 2 1 2 2 3
1 0 2 1. 2 1 3 2
1 2 0o 1 2 3 1 o2
2 1 1 0 3 2 2 1
1 2 2 3 0 1 1 2
2 1 3 2 1 0 2 1 )
2 3 1 2 {1 2 0 1
3 2 2 1 2 1 1 0

auguel on associe le variogramme "expérimental" suivant dans la

"direction des lignes (ou aussi boen des colonnes)

h= 1 2 3 4 5 6 1
- 8 1 4 N 4 3
2y(h) = 2 5 2 3 2 7

C'est une approximation (grossiére et chaotique) d'un schéma De

Wijsien.

On subodére ici un exeﬁple curieux de l'ambiguité des inter-
polations possibles d'un ensemble de données. Si le premier ta-
bleau est considéré comme une loi de probabilité, l'interprétation
en termes de facteurs (les fonctions de Walsh) s'impose : c'est le
point de vue de 1l'analyse des données. Si, apres passage aux loga-
rithmes, le méme tébleau est considéré comme une régionalisation,

on est tenté de 1'interpréter en termes de F.A.I. De Wijsienne.

Du fait de la structure trés particuliére de ce tableau (rien
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que des 0 dans la diagonale principale, et des 3 dans l'autre
dizgonale par exemple) l'interprétation en terme de régionalisa-
tion peut paraftre un peu artificielle. iiais cette impression vag

s'atténuer si 1l'on considére la géndralisation suivante :

Généralisation.

Considérons le processus & temps discret :

(k) = g “n(¥)
B n=1 M

avec, &4 nouveau, Cconme en(k) des lMarkov indépendants a 2 états,
mzis admettant maintenant des matrices de transition différentes

pour chague n

1+ p, 1 -0, ]
2 2
1 - Py 1 + Pn

- 2 2 _

On obtient une loi & 2 variables, dont les facteurs sont les

fonctions de Walsh, mals les valeurs propres sont différentes

E[ F.

i ..ik(X)IY] T PiPyoceePy  F (Y)

1? Xk i1,..ik

ILa loi & 2 variables discrétisde a ltordre n admet la densité

TN ENORNORENC Fikm]

Vo

f (%,y) =1+ 2 p-
n’ o<i,<..<i = Lge-e

1
soit

(20) £, (x,y) = (4o, B ()P, (y)) (1p, Fo(x)F (). . (1+p) F (x)E (y))
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31 les s sont donnés, ceci est une loi de probabilité., iais
si les p, sont des V.A. (par exemple indépendantes, et admettant

la mlne loi sur l'intervalle -1,1), fn(x,y) devient une F.A., et

log fn(x,y) =

log [1 + p; By(x) P;(y)]
1

1

nMs

est vraisemblablement assez proche d'une F.A.I. De #Wijsienne.





