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NOTE GEOBTATISTIQUE N° 128

PARAMETRAGE DE CONTOURS OPTIMAUX
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0 -~ INTRODUCT LON

Cette note est inspirée par le probléme, bien classique, de
la recherche d'un contour optimal pour une exploitation & ciel ou~-
vert. il m'a semblé intéressant d'en donner une formulation para-—
métrique, permettant la construction des relations tonnage~-teneur.
Au lieu de chercher, séparément, pour chaque valeur A du parametre,
le contour optimsl Bx correspondanf, on cherche ici é déterminer
d'un seul coup une fonction A(x) telle que, pour chague A, le con-—

tour optimal B, soit l'ensemble {x : A(x) 2 A}. Cette fonction A

A
est, en fait, la projection de la teneur sur un certain cbne con-

vexe & de fonctions (d'ol l'existence et 1l'unicité de 4).

Ies éiéments du probléme sont les suivants :

a/ Ie gisement réel (dans BB) est généralement présenté sous
forme discrétisde : il est découpé en blocs parallélépipeédiques,
définis chacun pér leur centre x € E, ou E est donc un ensemble

fini (l'ensemble des centres. des blocs).

A chague x € E sont affectées deux grandeurs (supposées connués):-
le volume V(%) du bloc centré en x et la teneur q(x) de ce bloc, de
sorte que la quantité de substance utile contenue dans ce bloc est
Q(x) = q(x) V(x). Pour éhaque valeur du paramétre A = 0, la valeur

attribude au bloc de centre x est ph(x) = Q(x) - AV(x).

Dans une formulation un peu plus générale, on supposera que la

-



valeur du bloc centré en x est p(x,; A,0...) avec une fonction "

domnée dépendant (de maniére non nécessairement lindaire) de plu-

sieurs parametres A,6 ...

"
Par exemple, si la fonction de transfert Fx(t) ijh f(x,t)dt
du bloc x est connue, on prendra ©
o
w(x 3 A,0) =;/‘(t—e) f(x,t)at - AV(x)
0

=.f\[1—Fx(t)]dt - AV(x)
¢

Ici, (& un facteur preés) A et 6 représentent, respectivement,

les frais dt'extraction et de traitement d'une tonne de minerai.

"En fait, il nfy a pas lieu de se restreindre au cas ol l'en-—

semble E est fini. Dans ce qui suit, E sera un ensemble guelconque,

fini ou non, muni d'une o-slgébre (X . Sur (E,(X) on se donnera,

suivant les cas, diverses mesures bornées

~ Une mesure positive V(dx) représentant le volume.

- Une mesure positive Q(dx) représentant la guantité

de sub-
stance utile. Nous supposerons généralement que Q est absolument

continue relativement & V, autrement dit qu'il existe une fonction

x ~ t(x) positive appeléé tereur telle que Q(dx) = t(x) v(ax)e.

-~ Une mesure (non positive en général) p représentant la
valeur et dépendant d'un ou plusieurs paramétres A, 6 ... Par
exemple, dans le cas le'plus simple :

(0-1) b (@) = (50 = 2) V(an)

et dans le cas d'une fonction de transfert :
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(0~2) p(n,0 5 dx) = [f [1—11‘X(t)]dt - >] V(dx)
- 5

En général, on supposera (ce gqui est le cas pour les deux
exemples précédents) que pour tout A ¢ X la fonction u(h,@ s A)

est continmue en (A,0).

b/ les contours autorisdés.

Dans le cas d'une carriere, a chayue x € T correspond un cone
I'(x) de sommet x et 1l'on s'impbse la contrainte suivante : si l'on
extrait xz, on doit aussi extraire tout y € I'(x). Il s'égit d 'une
relation de préordre, car si 1l'extraction de x entraine celle de y
et si 1l'extraction de y entraine celle de z, alors celle de x en~ '

traine celle de z. Autrement dit :
(0~3) . . yer(x) = Ir(y) er(x); x € I'x)

On interprétera y € I'(x) par : y est un majorant de x, ou est

au-~dessus de x dans le préordre I'.

Dans les problémes usuels, ou I'(x) est un cone convexe de som-
met x, la relation y € I'(x) est mBme un ordre (partiel) et pas seule-
ment un préordre (car y € I'(x) et x € I'(y) entrainent alors x = Yy),
mais‘cette particularité ne sera pas utilisée dans ce qui suit, ou

I peut &tre un préordre quelconque.

Dans ces conditions, un B ¢ E correspond & un projet de car-
riére possible si pour tout x € B on a I'(x) ¢ B, autrement dit si

B contient les majorants de chacun de ses points.

Si E est fini, il n'y a pas lieu de s'imposer d'autre contraintes.



Dans le cas général, E sera un ensemble fini ou non muni du

, préordre défini par une application I de E dans B (E) vérifiant
(0%3). I1 n'est pas nécessaire de supposervP(x) € X pour tout x
(b#en que cette relation soit vérifide dans les applications envisa-

|
geables). Mais il faut alors ne retenir parmi les ensembles B stables
l .

par T' que ceux qul sont mesurables. Autrement dit, la classe 3 des
j .

i
engembles admissibles est caractérisde par :
J

/

(0-4) BeBe BEA , B=U (I(x), x € Bl

Ceci impligue Que @ et E appartiennent & T3 .

¢/ le probléme.

Etant donnde une mesure (non positive) p sur (E, Q), représen-
tant la"valeur", et posant : |
Y, = Sup  u(B)
H Be B
le probleme est d'examiner si ce Supayulest atteint sur la classe 73
et, dans ltaffirmative, de caractériser la classe des B € O3 réali-
sant ce maximum. Plus généralement, si p dépend d'un.ou plusieurs

paramétres A,6..., il s'agira de trouver une représentation paramé-

trigue commode des ensembles optimaux correspondants.

1 - LA CLASSE J3 FT LE CONE CONVEXER ¢F.

Caractérisons la classe V3 ainsi définie par les relations (0-3)

et (0-4). Le résultat essentiel est le suivant @

Ia classe /3 est stable pour la réunion et 1l'intersection dé-

nombrables,




Soit B, 1 € T une famille dans 93 . six €N B (resp. U B,)
on a I'(x) ¢ B, pour tout i € I (resp. pour un i € I). Donc 1l'inter-
section (la réunion) B de cette famille vérifie I'(B) ¢ B. Si de plus

I est dénombrable, on a aussi B € ¢X , donc B & J3 .

In&ersementy soit 73 « @ une classe d'ensembles mesurables
stable pour la réunion et 1'intersection dénombrables. Cela implique
déja ¢ et £ € I3 , de sorte que ® n'est pas vide. Pour tout x € I,
posons -: .

P(x) =N {B: BeB, x € B

L'application x = I'(x) vérifie (0-3). Car, si y € I'(x), tout

B € B contenant x contient aussi y et :

INy) =N{Be®B ,yeBcnNi{Bech , x¢€ B} =TI x)

D'auﬁre'part, pour tout B € AR cn a, d'apres la définition,
P(x) c B, done I'(B) ¢ B. Toutefois, la réciprogue (B € (@ et I'(B)
c B implique B € 3 ) n'a pas de raison d'&tre vraie en général.
I1 faut (et il suffit) pour que cette réciprogue soit vraie que B
vérifie de plus : pour toute famille Bi’ i€ I non dénombrable dans
AR F)Bi (resp. U Bi) € ¢ entraine N B; (resp. U Bi) €D .

Ainsi @ -

Th. { - Une famille B ¢ Ol admet la représentation (0-4) pour un

préordre T sur E si et seulement si pour toute famille Bi ’

i € I dénombrable ou non dans_OB H

- .UBiE(ﬁlmL)BiEJB
(1-1)
nBiea nﬂBiQJB



Psssons maintenant au cbne convexe < ,

Etant domnde une famille J3 ¢ (X stable pour l'union et 1'in-

|
tersection dénembrables, nous désignerons par & 1l'ensemble des

fo#ctions mesurables sur (E; Q) telles que {f = A} € J3 pour tout

réel A e

/ : o0
| De {£ >A} = U {f=2nhr &-%} résulte sussitdt que les ensembles
i n=1

{f > A} sppertiennent aussi a J3.

Notons d'abord que f contient les constantes positives ou non ;

que £, g ¢ & = Sup (f,g) et Inf (f,g) € &, autrement dit que &

est réticuld ; et que & est stable pour les limites monotones sé-

guentielles T et |

Les combinaisons lindaires finies & coefficients positifs

n _
f= 2 G, 15 » C, 20, B, € 73
::1 j_

d'indicatrices d'enscmbles de J3 sont dans & . En effet, si f est

de cette forme, {f = A} est la réunion des Bi N ece N Bi tels que

_ 1 P
Ci + e.ot Ci 2 A, donc est dans A .
1 p

Inversement, tout £ € & est limite monotone de telles combi-
naisons linéaires finies. Eﬁ'effet, & étant réticuld, f, et f_ Eﬁy
des que £ € <, et il suffit donc d'éteblir la propriété pour |
fe ¥, f=> 0, Posons

Jon._ | | | |
k v
gf = 5 & 4 + 2% -
g moxeo 2" (K sp < L (f » 2P}
(1-2) | 2 2
= Ly |
=1 2% qrae



On a donc £, € 73, comme combinaison lindaire finie & coef~

ficients » O d'indicatrices d‘'ensembles de-ggy et fn T f. 11 en

résulte en particulier que Y est un cdne convexe. En résumé

S est le cbne convexe stable pour les continuités monotones

séquentielles 1 et |- engendré par les constantes {positives ou non)

et les indicatrices des ensembles de I3 .

En particulier, <f est dénombrablement réticulé (i.e. : pour

toute suite {fn} dans <, Sup f, et Inf £ € &) et stable pour la

convergence ponciuelle ({fn} e & et lim fn(x) = f(x) pour tout

x € E entraine f ¢ Ef_).

Dans la suite, nous munirons (E, &) d'une mesure V 2 0 et nous
désignerons encore par & la famille des classes de V-équivalences

des £ € & . les propriétds précédentes restent alors vraies au sens

V-presque partout.

Inversement, d'ailleurs :

Si S est un cbne convexe de fonctions mesurables, contenant

les constantes, réticulé et stable pour les convergences monotones

séquentielles 1 et |, il existe une classe 3 ¢ (1 stable pour

-J'union et l'intersection dénombrables telle que :

(1-3)  fed o {(£22r}ed3 Y AER

Pour le voir, on note que pour tout f € & on a :

'f+ =fY0€Y ,puls £ Aa€ & et

1f>o = éig' 1f>o e of . Dol 1f2h €E ¥ , ¥V A\NE B



On prend alors pour U3 la classe des (£ = x} f ¢ < . Pour

toute fonction mesurable g, la suite

%;n 1

= L

gn k=1 Zn g2 -—15-—
211

vérifie:gn T 8y ce qul Justifie 1'énoncé.

Si la famille R est>définie par un préordre I’ comme dans le

Th. 1, le_cone convexe < est constitué des fonctions f mesurables

croissantes pour le préordre I', i.e. vérifiant

(1-4) y €EI(x) = £(y) = f(x)

En effet, soit f ﬁne fonction mesurable. Posons BA = {f 5 A} €T
pour tout réel A. Ifais (Bx étant dans (X)) dtapreés la définition deagg
on a B, €3 si et seulement si x € By et y er(x) =ye B, . lais
ceci veut dire : £(x) 2 A et y € T(x) » £(y) = A. Cette condition
est donc vérifide si et seulement si f est croissante pour TI.
REMARQUE - A toute fonction f mesurable, nous pouvons associer les

familles d'ensembles mesurables :

.A; - {x : f£(x) >'k} R AZ = {x t £(x) = A}

(définis éventuellement presque partout seulewent si 1'on travaille
sur des classes de V-éguivalence de fonctions), A parcourant la
droite achevée [-x, +x], Ce sont des familles décroissantes en A

vérifiant A{ c A; et A{-c A;. pour A > A'. Plus précisément :

AD, = lim ¢~A = U A = AT
Mo e wv AT 5
+ - —

AK' = 1im ¢ A= N AT = N aF

}\L}\' A ARt A A A



Dans ces conditions, en tout x € E, on a
(1-5) £(x) = Bup {A : x € A{}

En effet, d'apres la définition de A{ s X € A; équivaut a
f(x) = A, donc Sup {N : x € A;} < f(x). Mals x € A%(X) et par suite

Sup {A :x € A;} > f(x), d'ol (1-5).

La réciprogue est vraie, autrement dit :

. L + ; N
Une famille AK d'ensembles mesurables est associdée a une fonc-—

tion mesuvrable f par les formules réciprogues

Ax = {x 3 f(x) > A}
f(x) = Sup {A : x € A;}

, . . + , . e o
si et seulement si la famille A, est décroissante en A et vérifie

A
la continuité monotone @
+
(1-6) KL= N A (Ay At € [0, +])

A<A? _

In effet, il reste & montrer que si une famille croissante
vérifie (1-6) et si f est définie par (1-5), alors A; = {x : £f(x) 2 A},

Posons C, = {x : f(x) =2 A}. S1 x € A{ , on a f(x) = A par définition,

done x € C, et A{ < Gy Invéfsement, six €¢C,, ona f(x) = A,

D'aprés la définition (1-5), cela implique x € Ay, pour tout A' < A.
Donc x € N A+, = AT , d'aprés (1-6), c'est-a-dire C, c AT et
A A A © A
. A'SA
c, = A'.
R

On a un énoncé analogue pour les ensembles :

Ay = {x 2 £(x) > A
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a4 condition de remplacer (1-6) par :

(1-7) Ay = U Ay

/
2/- L' OPTIMISATION DE Q —~ A V.

{
!
!

} Soit V une mesure = 0 sur E, Q une mesure positive absolument
/
continue par rapport & V et q sa densité, i.e.

Qax) = q(x)vV(dx)

(1a mesure V est appelée veoclume, et la fonction positive g est la

teneur). Pour l'instent, nous supposons essentiellement :
(2-1) q € I? (B, Q,V)

(nous nous affranchirons ultérieurement de cette restriction). Dési-
gnons par ff; = N 12 1a restriction de ¥ & 12, 9% est un cone con-

vexe fermé dans I°. En effet, si une suite {f } dans s};_converge

vers £ au sens de L2, on sait qu'on peut en extraire une suite par-
tielle {fn } convergeant vers f presque partout pour V. Mais L est
k

stable pour la convergence p.p,,.donc fe &N L2, et sz est fermé.

Nous pouvons donc appliquer le théorctme des projections. Soit

A la projection de g sur le cone convexe fermé 3%. A est 1l'unigue:

- élément de éfé vérifiant :
(2-2) < gy A~q > 2 < A, A-q > Y g € f:fg

HMais Ef% est un cone et A € &,. Donc pour tout a = 0 on a

a h € Efé et par suite, d'aprés (2-2)
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a<AhA, A-.g > 2 < A, A-q > v a>0
cecli entraine < A, A—q > = 0,

Par suite, la projection A de la teneur q est caractériséde

coumme l'unigque élément vérifiant :

§A€f2
(2=2) E.< Ayg > = < AyA >
(
(< gyg>=c<g > Vv g € ?fé

En particulier, les constantes réelles (positives ou non) sont
dans Ef2, donc a < 1, > <a< 1,A > pour tout a = O ou < O. Par

suite € 1,9 > = < 1,A > , c'est-a~-dire

(2*3). \/;(X) V(dx) =~/L(x) V{dx)
E E E

A s méme valeur moyenne dans F que la teneur g.

Désignons par 9% le sous-cBne des f € 8; tels que 1l'on. ait :
€ h-q , £>=0

- D'apres (2-3) et la seconde relation (2-2), les constantes et
A sont déns '31 . si est manifestement fermé dans I?, iMontrons

qu'il est réticulé. En effet, si f et g sont dans SP, on trouve ¢
(2-4) 0 =< f+g, Amq > =< £ ¥ g, Aog > +< f A g Aq>

Or, £¥ g et £ A g sont dans <3 y puisque S est réticulé, et
par suite d'aprés (2-2), les deux termes du second membre de (2-4)

sont » O. Ils sont donc nédessairement nuis, et f‘V’g, fAEE€E ?fAQ



Btant fermd, réticulé et contenant les constantes, contient

)
The

les indicatrices 1f2h » 1f>h pour tout réel A et tout f €&

En particulier, les ensembles

B{ = {x : A(x) = A}
By = {x : Ax) > 2}

sont dans ) |, soit pour tout réel A :

(2-5) | J[ q(x) V(idx) = J[ Alx) V(dx)
A=) . A=A

Cette relation est éguivalente a :
fq;(A) q V = _/cp(A) AV

pour toute fonction mesurable ¢, et exprime (si V a été normée a
L'unité, ce gque 1l'on peut toujours supposer) gue l'espérance de g

conditionnelle en A est égale a A
E(q|A)
En particulier, (2-5) implique < A-g, A > = O.

Comme Efg est engendré {par combinaisons linédaires positives)
& partir des indicatrices 1A , A €% , il en résulte que les re-

lations (2-2) sont équivalentes au systéme suivant :

{A 217} €3 Yy A ER

A2

(
(2-6) % a(x) V(dx) = J oo vem) v em
é fq(x) V(dx) = fA(x v(dx) v AEdR



qui caractérise donc la projection A de la teneur.

Passons maintenant au probleéme de la recherche des ensenbles

B € % maximisant la mesure j, = (g-A) V pour un A domné. Posons 3
1

| hT gy o

| Ie résultat essentiel est le suivant :
/

/
The 2 - Ie Sup des pA(B), B €73 est atteint par les enseimbles

- v of
By = {A>A} et B = (A2 )\;

A
autre B € ® mnmaximisant ™ (s'il en existe) vérifie :

(définis V-p.p.). De plus, on a B c B{ (V-p.p.), et tout

- +
B, ¢ Ac B (V p.p.)

Fnfin, la classe CBA des B € 73 maximisant UA(B) est stable

pour la réunion et 1'intersection dénombrables.

la démonstration repose essentiellement qur les relations (2-6)
qui caractérisent A. D'aprés la 3eéme de ces relations, pour tout

LER , On a : .
(a) u)\(A) = fq av - A ﬁiv < f(A-x)dv sf(A—)\)dV
A A A B,

Ia derniére inégalité (avec B, = B; ou B, = B;) résulte de ce

que Jf (A=A)aV = Jf (A-A)AV  maximise évidemment~/QA—K)dV, LeB
A

ASA A=)
(ol méme ici A € ).

D'autre part, la seconde relation (2-6) donne :

(b) 1, (B,) = S eenrav = S aenyav
. BK Bk
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Par suite le Sup des MK(A); Ae B, soit Yy vérifie

Y, S x/zAwk)dV - “x(Bx) , dtapres (a) et d'apres (b)

By

Donc B, = B{ ou B; réalise effectivement le Sup.

L'inclusion BX e BZ (V-p.p.) résulte de la définition meme de

ces ensembles. Soit maintenant A € 73 un autre ensemble optimal
(s'il en existe), clest-a~dire tel que px(A)'= Yy D'aprés les iné-

galités (a), cela entraine “x(A) = JQA»K)dV , donc(/é av = jFA.dV R
A A A :

clest-a—-dire < A-—q,.1A > = 0, Par suite, Ty

réticulé ffA c 5; des f € Qf; telles que € A-g, £ > = 0. L'égalité :

Jqdvz'fAdv
c

C

appartient au sous-chne

a donc lieu sur tout C appartenant a 1l'algebre engendrée par A,

N Donc nous avons

.
BA et B

ww =/ amef  wm o+ [ e

+ - +
AN By (BN (B, N[ B
Ie second terme est nul, puisque A = A sur B{ N B; . Le
troisiéme est £ 0 , et = O si et seulement si A ¢ B{ (Vop.p.),

puisque A < A sur g B{ . Infin, le premier terme est < a ij(A-h)

= ¥, » avec égalité si et seulement si AN B; = BX , clest-a~dire

B{ c A (V-p.p.). Donc 1'égalité “A(A) = yx.entraine bien

- +
B, € A c B (V~p-p-)

La classe SBK des B ¢ > tels que pK(B) =y, est stable pour
les convergences monotones séquentielles T et |. Si B et B' sont

ldans \73)\ y ON & pk(B U B') + px (BN B') v= p,k(B) +I p)\(B') = 2 ‘Y}\ .



- 15 =

Comme HK(B U B!) et HK(B N B') sont = Y,» il en résulte HA(B U B*) =
(BN B') =vy,, soit BU B' et BN B € B, : 7B, est donc stable

pour U et [N dénombrables.

COROLLAIRE ~ Pour A > A', on a B{ c B, (V=p.p.)-

En'effet, si A > A' strictement, Ax) = A entraine A(x) > A%,

Comuentaire,

La fonction A permet le "parametrage des réserves", en fonction
du "parametre économique" A. Pour un A domné; les ensembles minimi-
sant HK(B) sur les "projets possibles" B € B sont B; ’ BI (et, éven~

tuellement, des ensembles intermédiaires). Pour chague A, on posera :

v

-+ . -
V(BA) : VA‘ V(Bx)

Il
i

>+ >+

+ .
o = aB)  ;  Qf

N

Q(E)

Ce sont les quantitéds de minerii et de substance utile assocides

aux deux projets optimaux B; et B{ o Quant & la quantité

elle représente le "bénéfice optimal" associé & A. Notons les résul~ .

tats suivants

Y, &st continu et décroissant en A ; Q; et Vz sont décroissants et

continus ‘& gauche ; Q; et VA sont décroissents et continus a dreoite.

En effet; soit A > A's On a :

Yor T U)\v(B)\l) 2 P-}\v(B}\) 2 ﬂ)\(B}\) z HA(B;\v) 2‘ P}\v(B;\n) - €
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pour A - A' assez petit (la 1&re et la %eme inégalité résultent de
la maximélité, la 2eme de Har = By 6 la quatrieme de la continuité
de A =y, (8) = Q(8) = A V(4) uniforme en A € CXJ).51 A %, il en
résulte p, (B) — u,(B,), et de mbme si A AT (B — iy, (B,

Yy est bien continu et décroissant. Les propriétés de décroissance

+
A

notone, de la relatioh (1-6), qui s'éerit :

et de continuité a gauche de V, et Q; résultent, par continuité mo-

B, =n B

Moanr A
De mBme, les propriétés de V; et Q; proviennent de :

-

By = U By

ASA?

Il est intdressant de mettre ce paramétrage en relation avec

le probldme gui consiste & trouver A € B (s'il existe) maximisant

Q(A)npour un volume V(A) < v donné. Le résultat est le sulvant :

5'il existe un A tel que v = V(By) (zesp. v = V(B))) alors

B{ (resp. B;) réalise Sup {Q(A), A € X, V(A) = v}. Dans le cas

énéral, A= Inf {A : V(B]) s v} vérifie V(B ) v < V(B ) et
pour tout A €

Q(A) < Q_ + A (V—V.‘ ) = Q+ - A (V+ - V)
XO o AO Ko 0 xo -

avec dgalité si et seulement si A est 1'un des ensembles maximisant

Q—XOV.

En effet, si v = V(BZ) (ou V(B;)) pour un A, Q(B;) - A V(Bz)'z
Q(A) = A V(4) donne Q(E;) 2 Q(A) pour tout A ¢ B tel que V(4A) s v =
V(BI) : Q(B{) réalise donc le maximum de Q(A) & V(A) = v .
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Dans le cas général, posoné Ao = Inf {A : V(B;) < v}. Comme
V;.est cbntihu 4 droite, il en résulte V(B; ) £ v. On a aussi
V(?{ ) = v, car VI est continu & gauche : si V(B; ) <« v, il existe
A f io tel que V(B;) < V(B{) < v contrairement a ga définition de
Al

|
(o]
[

/ - Compte tenu de l&a maximalité de B; (par exemple), on Lrouve
j

7hsuite Q(A) - A, V(A) = Q(B ) - o V(b ), donc, pour tout A tel
/ Ao Ao
que V(A) s v =V

+ .
X .
"o

Q(A) sQ}\ (v -V; ) =Q;:O + xo(va;O)

- avec égalité si et seulement si Q(A) - XO(V(A) = Q(BZ) - RO V(BI )

o
= Yy donc si A réalise 1l'optimum de Q - XOV (ce qui implique

B cAc B ).
Ao A

Graphiquement, considérons la fonction v - Q(v) avec :

Q(v) = sup {Q(A), A €B, V(A) = )

C'est une fonction non

décroissante.

IL'ensemnble

{(.Qy\’)’ Q = Q(V)}

|
l
i
|
|
1
|

n'est pas convexe, en

v . . .
o 0 V(e) général, mais son enve-
loppe convexe est 1l'inter-

section des demi-plans {(Q,v), Q = AV = YX} et les points d‘'appui

de chague demi-plan {Q-X v £ Y, } sont les deux points (QT , V, )
0 XO Ao Ao
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et'(QI . V; ), plus, éventuellement, les (Q(A), V(A)) pour les
0
autres A ¢ U3 maximisant Q - A Ve

EXEMPLE ~ Si E est la demi-droite positive R_ , V la mesure de Ie-

besque et si J2 est formé des intervalles (ouverts ou fermés) (0,x),
v _

on a Q(v);\[q(x)dxP et l'enveloppe convexe de {(Q,v), Q = Q(v)}
permet d'obtenir sans peine les B; ’ B{ et les Q correspondants :

il suffit de prendre les points d'appui de la droite d'appui paral-
lele 2 Q ~ AV = Cste. C'est cette enveloppe convexe qui définit 1'in-

p'e
tégrale \f‘ Aly)dy. Yar dérivation, on en déduit A(y) elle-mfme -

0
qui est la meilleure approximation de g par une fonction décroissante.

Positivité de 1'opérateur q — A.

L'opérateur de projection sur le &8ne 4 est gositif ¢ autre~
ment dit : ’
(1=7) - g=gq' = AgAl

Montrons d'abord que, si q < q', on a BA c B * (V-p.p.) pour
chague A. Posons C = B n B, 't e . ona ”A(C) < “A(B )s pu1Sque
B; est optimal, donc HK(BA N C) 2 ung N C) » 0, Mais B' lJ (B N C)
'+
- - B >
uBheJ% et pk (Bh U(Bx\c)) p)\(}\)—a—p}\(B}“\C)&

u;(B;+) (par maximalité) domme p;(B;A\ C) = 0. Donc :
L ) _
by (BY N c) = u)\(Bx NC) =0
et par différence V(B; N\ C) = 0. Donc

- LIS
BA c BX V-p.p.
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Ceia veut dire

A>A = A 2

Or, pour tout x € Eet tout € > 0, on a x € BA(x)es , €
A(x) > A(x)-e, donc A'(x) 2 A(x)~e. Par suite, en faisant ¢ J o,

on a bien A' = A,

3 = GENERALISATION.

Dans le théoreme précédent, nous avons supposé q € LZ(E,KI,V)

et nous devons maintenant lever cette restriction.

La premiere étape consiste a établir ltexistence de B € J3 ma-

ximisant p(A), A € 3 pour une mesure bornée p guelconque.

Th. 5 - Soit p une mesure bornée (non positive) sur (E, Q) et V une

mesure positive quelconque telle que V. & |uj. Alors, il

existe deux ensembles B~ et BY tels que :

w(B*) = w(B) = sup wu(a)
AETR

et B ¢ B" (V. p.p.). De plus, 1'ensemble J3, des B €73 maxi-

misant 11(A), A € J3 est stable pour l'union et 1'intersection dé—

nombrables, et tout B € G%O vérifie : B = B e BY (V—p;p;);

‘En éffet, soit p = p, - p_ la décomposition de Jordan de u ,

+
lul = u, + u_et V2 [p| une majorante de |p|. En posant :

Q=2p, +V - |u

on a 3
b=Q-V
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avec une mesure Q positive absolument continue par rapport & V,

soit Q = g V. Your tout A € &L, il vient :
Q(a) = 2 u (&) = [p(a)]| + V(a) sy (A) + V(4) = 2 V(4)

Par suite la densité q vérifie O = q £ 2 et (a fortiori) appar-
tient & T(E,l,V). Il suffit donc d'appliquer le théordme 2 ci-

dessus avec A = 1 pour obtenir 1'énoncé prdécédent.

COROLLATIRE —~ Si p et u' sont deux mesures borndes telles que p - p'> O,

- LS

B~ et B’ le plus petit et le plus grand B € B majorant n(B) et

— t 1
p'(B) respectivement, on a B~ o B * (p!'= u p.p.)_et BB ?

Clel + fpt] pope).

(mére démonstration qu'au paragraphe 2).

Passons maintenant au parametrage non lindaire.

Soit My s klz O une famille de mesures borndes (non positives)

décroissante en A :

A= Af :»‘u}\ € Py

Quitte & remplacer y+ Par lim Hy 3 NOUS pOUVONS SUPPOSET p, Con-
= NS X -
tinue & gauche, soit @ '

AT A, = (A u}\o(A) Y AE

Enfin, nous supposons gue les Hy sont absolument continues par

rapport & une mfme mesure V = 0, soit :

P')\:P)\V

ou P, est une famille de fonctions, décroissante et continue a

gauche en A,
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Dtaprés ce gui précéde, pour chague A il existe un (V-p.p.)

plus grand et un plus petit B € &, soit B;

| L

| Y, =

et B; , réalisant

Sup (B)
Bed M

/ Pour A > A et (x«xo) assez petit, on a :

/

/

1“?\
/

/
/

(B,) + &2 py(B) =2 p (B )=y, (B )2y, (B)
o A AYTA A AO AO KO AO A

On en déduit que v, est continu & gauche

A Ay, 2 1 2

et aussi p, (Bk) =y (BA ) = Y, pour A 1 Ao o Par conséguent
0 ) 0

0 _
iy (N Bh) =Y, s CE€ qui entraine : N B; o B; . Mais A < A
7o ASA ) ( AN, 0
entraine aussi B; > B{ (V-p.p.) d'apres Th. 3, Corollaire. Par
. o} ' ‘ _
suite (V-p.p.) :

Bo=.0 B
o} K<AO

La fenmille B; étant continue & gauche, la fonction A définie

par s
| A(x) = Sup {A : x € B{}
vérifie : ) |
B; = {x ¢ A(x) = A}

Définissons alors la nmesure pA“et sa densité py Par :

by =0y Vo py(x) = ppeyy ()

Alors : A est l'unique fonction du cdne & vérifiant @
v A :f pA-—-O
(3-1) A=A
o VA€ﬁ=\f%50
A :




Ia démonstration est & peu prés la m@me que pour le parsmetrage

Q - AV du paragraphe 2.

Sous cette forme géndrale, quil ne fait plus appel au théoréme
des projections ni a l'espace L2, on voit que le parametrage des

réserves est toujours possibles

Nous allons maintenant procéder & un examen plus détaillé du

cas fini.

4 - LE CAS FINI.

Le cas finiAést le plus important pour les applications : il
est d'ailleurs beaucoup plus simple, car J3 est une famille finie,
de sorte que 1l'on sait d'avance que»Sup {u(B) 3 B € B} est_étteint,
ééns qu'il y ait liew d'établir de théortme d'existence. Nous alloné
donc donnér,un exposé indépendant de ce qui précede, valable pour
E‘fini, et, dans le paragraphe suivant,vexaminer'les conditiohs de

la mise en oeuvre pratique.

E est un ensemble fini. A chaque x € E est affecté un poids
(volume) V({x}) > O et une guantité Q({x}) = q(x) V({x}), ol q(k)

est la teneur en x (q > 0)." Enfin, on se donne une famille B de

domaines autorisés, stable pour |J et , ainsi que le préordre cor—

Vrespondant défini par :

(4-1) Tr(®) = N{B:B ¢®, x ¢ B

a/ - Les relations tomage/tencur.
.

(Ici, la famille 33 peut &tre quelcongue : nous n'utilisons



- 23 -

la stabilité pour U et N et le préordre (4-1) quta partir du sous-

paragraphe b/}; Pour tout v = 0, posons
(4-2) Q(v) = Sup {Qg s, BE€T>, V5 s v)

Ceci définit une fonction Q sur R+ s non décroissante ( mais

- non nécessairement concave, ni continue).
D'autre part, pour chague A > O, posons :

T(A) = Sup {Qp -~ A V4, BERB

Comme Ik est fini, 1l existe un, ou plusieurs, BA tels que
Q(BA) - A V(Bk) = y(A) (en général, il n'y a pas de relations
simples entre les B, si B ntest pas stable pour J et N ). Your

tout B € J3 , on a évidemment
Q(B) = A V(B) = v(A) ¥YBeH ;, vAs<0

avec égalité pour B = B,. D'aprés (4-2), ceci entraine pour tout
v =20

(4-3) : Q(v) - A v‘ < y(A) -

avec égalité seulement si v = V(B,) pour un B, € réalisant le

maximum Y(h).

En effet, soit B € J3 un des éléments tels que V(Bo) < v et

Q(v) = Q(Bo).'On a donc

Qlv) = Av) =Q(B,) = A V(B,) = v(\)

c'est-a-~dire (4-3). L'égalité n'est réalisée que si B, G.ﬁ& et
v = V(BO) .
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Posant maintenant :
(4-4) Qv) =sup {qa : v A2 0, g =~ v = v(A)}

nous obtenons 1l'enveloppe concave de Q(v) (i.e. sa plus petite

’ . A A
majorante concave) (donc continue) telle que Q(v) = Q(v) et Q(v) =
Q(v) si et seulement si v = V(BA) pour un A = O et un B, erk :

les points (V(Bh)’ Q(BA)) sont les points d'appui des droites

d'appui de l'enveloppe concavee.

On peut alors paramétrer les réserves en A. Pourcchague A = 0,
il y a deux points d'sppui extrémes (V; . Q;) et (V; ; QI) (i.e.

UNER VI pour tout autre point d'appui Vx , Qh) associé & deux

ensembles B; et B; e .

Par définition :

, | P
(a) ,_ YX~Q}\ }\V}\—QK xv}\.

Pour € assez petit

_ _ -+ - ot
A= AO E = va = QK et VX = VX
0 o)

= ' + = + = N
A= Ao + £ = Qk QAO et Vk V)\O

Cela résulte tout simplement de ce gque les points d'appui sont

en nombre fini et signifie due les applications

A - V; s A — Q{ sont décroissantes et continues a gauche.

A - V; y A — Q; sont décroissantes et continues a droite.

A - Yy est décroissante et continue.
(1la continuité de Y, Trésulte immédiatement de (a), compte tenu des
semi~continuités déja établies ; la décroissance est évidente,

puisque v, = Sup {QB - AVyj; Be Bi)e.
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b/ - Ie Cone S .

P Nous supposons maintenant J3 stable pour |J et N, et uti-

'lTsons le préordre I' associé.
j

J Nous dirons gqu'une fonction f est dans Fsi et seulement si

|

. , Ve
elle est croissante pour le préordre I'. Il en résulte qued est

un cdne convexe, stable pour Sup et Inf, contient les constantes

j
/(positives ou non) et les indicatrices 1 Be d3.

B ?

Si f est I'-croissante, on a 1,,, € 3. En effet, si x € {f = A},
i.e. f(x) = A, On a f(y) = £(x) 2 A, donc y € {f > A} pour tout |
y € I'(x). Inversement, si {g = A} € J3 pour tout A, g est I'-crois-
sante ¢ x € {g 2 g(x)} € (A donne I'(x) ¢ {g = g(x)}, done g(y) = g(x)

~pour tout y € I'(x). Par suite :

On o £ € & si et seulement si {f = A} € B pour tout réel A.

Voici une autre caractérisation :

£ ) s i
v est le cone convexe engendr¢ par —1 et les indicatrices

g s BE a3 .

En effet, soit £ € < . Quitte & remplacer £ par £ - Inf £
(ce qui est loisible, puisque les constantes sont dans jp), on peut

supposer f » 0. On pose alors :

e =2 X - x Loy
N oyoo oR (fz% le‘-ﬂ> k=0 2" f2£
2 2t 7. |
fn est une combinaison linéaire a oéefficients > 0 d'indica~
‘trices 15, B € 73 (puisque {f =2 A} € ¥ ) et T, T £, donc T est
du méme type. Inversement, toute £ de la forme C + Z)Ci 1Bi ’
Ci > 0, Bi €Jd% est I-croissante, donc est dans .
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¢/ - Ia fonction A € &,

Pour chague A, on posera pour abréger :
( Hy = (@ = A)V
Yy = Sup {p,(B), B ER)
Ce Sup est afteint (puisque 3 est fini). Désignons par CE&

la classe (non vide) des B € 93 tels oue (B) = . B est stable
LUEHy L6N A

pour UJ et Ne.

In effet, si B et B! sont dans OBA’ on trouve :

bA(BU BT + 1, (BN B =, (B) + 1, (B') = 2 vy

et (par maximalité) HK(BKJ B') et “h(B N B') sont = Y+ On & donc

'p}\(BU B') =, (BN B') =y, , c'est-a-dire BU B' et BN B' € &.

En particulier, ng contient un plus petit et un plus grand

éléments

- - .~+—‘
By =N% ;5 By =U®B,

- +
et Bx c Bc BA pour tout B GJBK.

+ -

Si A > A', on a B, © By, . Plus généralement :

Soient p et p' deux mesures sur E avec p' =, B" le plus grand
des B € B maximisant u(B) et B'  le plus petit des B € J3 maxi-

misant u'(B). On a Bt B'" (p' = B pPeDe)e

En effet, C = BN B' € J3 , donc p(C) < p(B), soit p(B\C) =2 0
et donc aussi p'(B\C) = 0, lais alors p'(B U B') = pu'(B') + p'(B\C) &

v(p'), donc u'(B\C) = p(B\C) = 0, et B B' au sens (p'- p)-p.p.
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. ot . R .. .
Ia famille BA est continue a gauche, et le famille Bh continue

a droite :

(4-1) BB =N B ; B =U B

n effet, si A < KO , on a B{ c Bk-d'aprés ce qui précede.
o}

Inversement, y(A) est continue en )\ de sorte que

100 = i B) > i () = iy (L) =103
L O

entraine lim p, (B,) =y, ( N B)) = Y(r )
R b e, AT Mo

Donc | B, €B, et par suite N B, c B{ . Mais B, o BI
h<ho o] A<XO 0 o}

pour tout A < ho , Aol 1'égalité. lMBme démonstration pour la con-

o

- tinuité a droite de B

Définissons alors A par :
(4~2) A(x) = Sup {A : x € B}

‘Alors, Ae s et':

(4-3) By ={a=A}l o5 By = {4 >

En effet, d'aprés la continuité a gauche :

+ . +
A-e® X € N B

Alx) 2 KO>¢ Ve>0, x €38
, ' o] X<XO o

et ceci entraine A € & .

Soient Ay & A, < ... la suite (finie) des points de disconti-

1

nuité (BT < BY strictement).
Ki Ai

Pour Ki < A <A , ON g

i+
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+ - - +
B, = B, =B = B
A A %l Ai+1
Ies ensembles :
+ - + +
5 B, = B N\ B = B \ B
LA A T T TRy

forment une partition finie de E et 1l'on a :

(4-4) A =20 n £ -1
: i € gt

=3 (A = Ay 4) 1
A ) i(l

-1 +
B > B
3 M M
Or, pour tout A, y(A) = “A(BX) = pA(B;). Cela entraine, pdur

chague i : ph.(é Bi) = 0. Comme A(x) = Aj sur & By, on en déduit :
i _ .

i
j a = Ay V(s Bi) =f A(x) V(dx)

6 B, 6 Bi

Il

Puis, les & Bi formant une partition de E :

f+ a(x) V(dx) = Z rr aV =2 f AV = A
B i Y + i + +
A 6B;MB, 6B, NB, By

soit pour tout A réel :

’(4—5) f»q = f A ;\(vx‘zo)

A=) A=)

SiAce€ 7 » on a pour chague i :

qus] A =2 V(AN 6 B)
Aﬂéi ‘ AﬂéBl

En effet, Bf NA €S et B U (Bl N4A) =B U (6B, NA €B.
Par suite : - |

i, (B U (8] N A)) = y(ry) + m, (ANE B;) < v(y)

clest-a-dire M_(A N6 B) =0, ouhAns B) s, V(AN B,)
i : T :
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Par sommation en i, on en tire :

(4~6) | vzxej-b:fq sff\

A A

Ies deux rdations (4-5) et (4~6) caractérisent A € &,

 En effet, soit A une fonction de & vérifiant ces relations.
Posons

B, = {A 22} B;: {A > A}

D'aprés (4~6), pour tout A €J2, on trouve :

f(q_;\)v s f(A-—)\)V < f(Amx)v
A A B,

avec BA = B{ ou B; ¢ la seconde inégelité vient de ce que Bh réa-

- lise manifestement le Sup de JQA—A)V, BeR , Bh et B{ étant le
B

plus petit et le plus grand élément réalisant ce Sup. On a donc

Ay(h) < Jf(A—}\)Vo D'apres (4-6) cela signifie y(\) = Q/a(q-k)v
. B

By A
et donc

5 J@ov=yoy
B, .

Si Ac B; strictement, on trouve ensuite :

Jaov s Ju-ov < [ = v
A - A B;- -

puisque\/' (A=A) est > O strictement. Donc B, est le plus petit
- B\A .
B € 55 réalisant y(A). On vérifie de méme que B{ est le plus grand
B €% réalisant y(A).

d/ - Ie Théortme de Projection.

La relation (4-5) équivaut & :
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<gfs>= <ACT>
pour toute £ & o(A) et entraine, en particulier :
[! g =-A, A>=0
DL son cbté, (4-6) équivaut a :

<q=-A, £>50 v £ef

/ La réciproque est vraie :
/ | -
THEOREME -~ A est la projection de g sur le cbne <F dans I?(@,é&,ﬁ)v

c'est-a-dire l'unique élément A € < vérifiant :

E vfes + <q=-4A, £>=0
(4-7) '
§ <q-A, A>=0

11 est immédiat que ces relations caractérisent 1la projedtion
)

N de q sur & . On vient de voir que A les vérifiert : donc
A= qéq, Comme r%q est caractérisé par (4~7), on voit qu'inver=-

sement (4-7) entraine (4-5) et (4-6).

5 - REALISATION PRATIQUE,

5-1 - Un_théoréme de Convergence et une Conjecture.

Commengons par ékposer une méthode d'itération -qui jouera
un rdle capital. Soient g une fohction quelcongue sur E (supposé
fini)et X5 X, X2,...Xé ¢ S p+1 fonctions TI'-croissantes sur E.
On désignera par Ef(X1,...Xr) ou SZ c S le cBne convexe stable
pour Sup et Inf engendré par X1,..-X® : oh ayY 6‘3} si et seulement
si Y. = f(X1,...Xb) pour une fonction f de p variables croissanteé

au sens
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St . L '
X, 2 X s 1= 1000 0w }f(xq,.{.xp) > f(x1,,..xp)

On se propose d'approcher A =11

o H

g par une méthode d'itération :

On pose :

Y, =Tg q
1 (X X,)
o =My, %) @
et pér récurrence pour 1 £ r £ p, k entier & 0 :
(5-1) _Ykp#r = n53?Y q

(XO sert donc une seule fols, & titre de fére approximation ; am

contraire X

1,...Xp sont indéfiniment réutilisés). On a donc

'(5—1'> Y =1 q 7
n 57
- (Y, 10 %)

o i = n modulo p. On remarque que la mise en oeuvre de cette mé-

thode suppose que l'on soit capable de trouver ngf( q y C'est-a-~-
_ YX

dire la meilleure approximation de g par une fonction croissante

de (Y X)o.

Si 1'on pose Y!' = a , Y' est caractérisée comme 1'uni-

n
- que élément de ;f(Y,X) vérifiant :

(<q=1Y', Y >=0
(5-2) ¢
(<q=-Y',£><0 v £ e fY,X
On note aussi que 1'on peut remplacer q par E(q|Y X), consi-
dérée comme fonction gq(X,Y) des deux variables X et Y : c'est donc

un probleme qui se pose dans l'espacele.
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Comme Yn = nf?(yn;1’xi)q ‘esﬁ une meilleure approximation de

g que Yn__1 y O &
lg =Y s llg - Y, |

Lo _suite |lq ~ Y_|l est décroissante. D'aprés (5-2), q - Y est

orthogonale a Yn s, donc @

lat? = g = 112 + .2

Iz suite ||Y |l est croissante et admet une limite s [lgff. On

a un résultat plus fort :

LEMME - |IY, - Y

SER AN LN A AN &

En particulier, Y || = ”Yh_1" avec égalité si et seulement si

En effet, Y est.de la forme Y = f(Yn_1,Xﬁ) ou £ est crois-
Yn~1)

est une fonction croissante en (Yn,Yh_1), la fonction substitude

sante (au sens (x,y) = (x',y') si x> x' et y = y'). Si g(Yn,
g[f(Yn_1,Xi), Yn_1] est encore croissante en (Yn-1’Xi) comme on le

vérifie immédistement. On a donc :
S‘F(Yn’Ynﬂ) < 50(3(11--1 ’Xi)

Comme Y = est dans £¥(Yh,Yh~1), Yn est également

n q
Ef(Yn--‘I’X:i.)
la projection de q sur ce sous-clne :

Yn - ngp(Yn’Yh—1)

) s

D'apres (5-2), cela entraine pour Yn~1 € éF(Yn,Yn_1

<q Y 4 >s<Y, ¥
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bais < g, Y > = Han1H2s d'aprés (5-2), puisque Y, 4 est

n-1
la projection de q sur le cdne correspondant. Donc :

|

| | I, %<y, v . >
/' .
f

Par suite : : -

2

/ R A A LI A S R L b

| n n-1
A

/

!

'ou le lemme. Passons au thdéoreéme.

Th. 5-1 - La suite {Y } converge vers une limite Y., et cette limite

est atteinte au bout d'un nombre fini d'itérations (Yn = Yb

pour n = N)

Remarquons d'abord que chague Y est égal an q , Cc'est-
, , Y
_ , n
a-dire a la projection de g sur le cbdne th engendreé par les indi-
-catrices des {Y = A}. Soit J2, la famille des ensembles {Y = A},
.Cfést une sous-famille de J%'totalement ordonnée par l'inclusion.

Comme U3 est fini, il n'existe qu'un nombre fini N de telles sous-

familles, et par suite la suite {Yn} coumprend au plus N termes

distincts, -

Ie reste suit facilement : on considére la suite partielle

n - an « 11 existe alors deux entiers n, <n, < N tels que Ynop =
Y,.p * Coume la suite IY Il est croissante, on a ”Ynop” ='”Ynop+1”
= = [ agi 1 -

= 4. ”1n1p” , donc aussi (d'aprés le lemme) Ynop+k Ynop ’

k = 1,2,...(n1~no)p. Enfin, d'aprés le procédé de construction

par récurrence, Ynop = Yn1p entraine Yn1p+r = Ynop+r'pour tout
r20o-.

Par suite on a bien Y = Ynop dés que n 2 n_p (comme n, <
n, s N, onangs (N=-1)).



Conjecture - Cette limite YO ne dépend pas de 1'approximation

/

initiale, et Y =11 q
- © Xy X))

|
|
|

équivalent est :

Je ne suis pas a méme de démontrer cette conjecture. Un dnoncé

| Il existe un et un seul Y, € & (& savoir la projection de g

/

sur §F(X1,°..Xp) tel que :

i

Y =

I q = eese n a
° EF(X19YO) g(XP,YO)

Remarquons que si cette conjecture se révédlait fausse, la
limite YO constituerait. néanmoins une trés bonne epproximation

de le vraie projection, et le procédé conserverait toute sa valeur

“pratique.

5-2 - Cas ol I' est un cdne convexe & base polygonale.

- Dans les applications, I'(x) est un cbne convexe de som-
met x dans(Rj (plus précisément la restriction d'un tel cbne au
)

sous~ensemble fini E ¢ R”). Il existe donc une famille Qi, i€l

de formes linéaires surlR3 telles que :
yET(x) o 9(y) 2 9,(x) , i€l

Quitte a modifier légérement I', nous supposerons I fini, ce
qui revient & approximer la base du cdne I' par un polygone. Soit
p le nombre de ces formes : le préordre I' est défini par p formes

lindaires :

(5-3) Yy € T(x) e @1(y) 2 9.(x),..0, wp(y) > wp(x)‘



Th, 5-2 - Le préordre I' &tant défini par (5-3), une fonction F

sur E est P—~croissante si et seulement si i1 existe une

fonction £ croissante sur mp au sens ¢

' ) ' '
Ei g gi y L= 1,2y¢-ep = f(§13°--9gp) 2 f(§19°°9§p)

telle que en tout x € E ¢

F(x) = £(¢,(x),.. -,cpp(X))

Il est immédiat que tout P de la forme indiquée est I'-crois-—
sante. S1 p est = 3, la réciproque est immédiate. Si p est = 3, on
peut supposer qu'il existe 3 formes linéairement indépendantes, par
exemple @1, P et ¢3 (si ce n'est pas le cas, on se raméne sans
peine & un probléme analogue dans B ou\R ), de sorte que tout

x € BB est biunivogquement défini par ses tr01s premleres coordon~

‘nées en "axes ¢", soient :
£1 = @1(X) ’.£2 = QQ(X) ’ 53 = W3(X)

L'application de E dans BY, associant & x € E le point & de

coordonndées : _ :
= ¢i(x) i = 1,32504.D

est donc injective. Désignons par E' l'image de E dans Bp»par

cette application, et munissons RY de 1'ordre F' défini pér :
A ' |
Eer (') e E 28, 1=1,2...7

Soit P une fonction I'-croissante sur E. Nous devons montrer

qu'il existe f I''-croissante sur rP telle‘que :

() Fx) = (pq(x), .29 (x))
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Définissons d'abord f sur E' en posant :
£(g) = F(x) (¢ = (@1(x),.¢.@p(x)); x € E

CF qui est possible, puisque x —+ § est une bijection de E sur E'.
Ensuite, en tout g € &P s posons

| ~ F(g) = Inf {£(£), E' € T'(E) N B}

! _

/(ceci impligue f(§) = - ® si I''(E) N E' = @, ou simplement T(£) = O
si on se limite - ce qui est loisible - aux fonctions 2 0). Cette
fonction T prolonge f sur RP, (donc vérifie (a). En effet, si

E € E'et &' €eT'(E) NE', on a £(§) = £(E'). Car, si x et x' sont
les points de E tels que f(g§) = F(x) et f£(&') = F(x'), on a (par

~ définition de I'') x' € I'(x), donc F(x') » F(x), puisque F est I'-

croissante. Par suite f(£) = £(£) sur E'.

I1 reste é_vérifier que T est I''-croissante, ce qui est immé-

' v .
diat : si £ ¢ r'(go), on a I'(¢) r'(go), donc, d'aprés la défini-
tion de T, T(E) 2 T(go). |

On notera que la fonction f que nous avons utilisée ici est

‘la plus petite fonction sur B® vérifiant les conditions voulues.

REMARQUE — D'aprés ce théorémé, le ctne I est identique 2 1la

famille des Y = f(@1,;..¢p) ou f est une fonction croissaﬁte sur.
BP.'Si, dans 1'énoncé du théoreme 5—1, on prend X1 = ¢1,..Xp =9y
la projection de q sur £P(X1,...Xp) est donc identique AA=1 g

- et (8i la conjecture est vraie) - peut 8tre obtenue par un nombre

fini d'itérations.
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5-% - Conditions de réalisation pratique.

Ie principe de base consiste & définir les "gros blocsYen
p P

axes ¢ el non en les coordonnées initiales. Cela revient tout sim-
|

plement a discrétiser les fonctions ¢, Liaventage énorme de ce

|
ﬁrocédé est de supprimer le probléme de 1'affinage d'un conbtour

| . - N .
défini au niveau des gros blocs. Car les contours obtenus & l'aide

/
des gros blocs définis en axes ¢ sont automatiquement dans J3, et

/
‘n'ont donc pas besoin d'&tre affinds.

L'espace E utilisé est donc constitué des centres des petits

blocs, en nombre généralement énorme (200 000 par exemple). Tout

Va reposer sur la possibilité de résoudre économiquement le : -

. Probléme - Si X et Y sont deux fonctions I'-croissantes sur E, trou-

ver une bonne approximation de I

E?(X,Y)q

C'est un probléme & deux dimensions, donc soluble per lz méthode

de programmation dynamique.

 On désignera par V(dX, dY) et Q(dX, dY) les images des mesu-
res Vet Q = qV par x - (X,Y). On a d'ailleurs simplement §Q = gq V
avec q(X,Y) : E(q]X,Y).

Ie probleéme (plan) est- de projeter q sur le cbne & (X,Y) des
fonctions croissantes de 2 variables dans LQGRZ,V). En fait, X et
Y sont discrétisées. Si elles premnent n et n' valeurs distinctes,
V est concentrée surnun E' ¢ R2 comportant au plus n n' points
(en général moins), soit 100 points si n =n' = 10. L'algorithme
de programmationAdynamique doit marcher rapidement. Si 1l'on veut

discrétiser la projection A_ =

nm q , on se donnera a priori
° y(er) '



dés nonbres 0 < K1 < e < hr < o , Pour chague i, on désigners
3 .

" ' Va ’ e . » - — —_ Tr -
par Bi 1'élément qe & maxinmisant (q Ai)V, et sur 6 Bi Bi\Bi+1 ’

on posera uf

— -

q v

8B,
i
s

= B(q|6 B;)

La solution discrétisée cherchéde esgt

N
ho =22 lop,

. s \
? ) =
c'est-a~dire AO(X) A{ pour x € &B,.

Dans cette méthode, c'est le calcul de V(dX, dY) et de q(X,Y)
qui risque de prendre le plus de temps; car il nécessite le balayage
~de tout E (200 000 points). La méthode d'itération directe suivante

serait donc prohibitive :

Chague x € E-ayént été informé par Xo(x)(approximation ini-
tiale), Xi(x) = ¢4 (x) et Y, (x); k»= 152,++.n, former Vh(d Y »d X;)
et E(qlY , X.) = E(Yn,Xi). Projeter g sur Qf(Y s X.), d'ou

~n+1(Y » X, ). Substituer pour chague x, (x) = (Y (X) X, (x))

Car elle implique un nombre excessif de balayage de E. D'ou

le méthode d'approximation suivante :

5-4 ~ Méthode du Bouclief)de David.

On retiendra 6 formes lindaires g,,...9. pour définir (&
peu prés) T. Si le vrai cbne I’ est de révolution, on lui substi--
tuera un cdne dont la base est un hexagone régulier : cet hexa-

gone est l'intersection de deux triangles équilatéraux symétriques
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associés : le premier & (¢1, Do ¢3)let le second & (@4, i)y @6).

Principe de la méthode : Approximer (séparé-

ment) 17 q par A, et I
' g(CP.]yCPZ’(PS)- 1 59(¢4’(’r)5’(’96)
par A2 . Puis approximer [T g par A3°

- ~ Sous réserve de vérification, on peut espérer

ue A, sera une bonne approximation de A 3
qQ 3 P

la méthode ne nécessiterait donc que 4 balayages de E entier.

En effet, pour calculer A, on peuf travailler entierement

1
en coordonnées (@1,@2,¢3) discrétisdes.

Par exemple, on retiendra 10 valeurs distinctes pour chague
Pis €1 posant : | -

Ei(x) =k si_¢i(x) appartient & l'intervalle (%, tk+1I’ k =
.0, 1,..10,'to'= - 00, t11 = + o et én choisissant les classes

(tk, tk+1( de maniére & ce qu'elles contiennent chacune a4 peu preés

le méme nombre de points.

En coordonnées discrétisdes ($1,$2,53), E' contient au plus
1000 points (en pratique sans doute 2 ou 300). Chacun des § € E!

(c'est-a-dire chaque gros bloc en axes ¢) sera informé une fois

‘pour toutes par : son poids V(&) = 2 V(x) ol x déerit le "gros
. - X€E :
bloc" £ et sa teneur 2

) = —— B qx) V()

V(g) xet

Ceci nécessite un seul parcours de E entier,

On choisira une approximation initiale sur E' : par exemple

X =n__ _ 1
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Dtautres XO sont réalisables : voici un procédé pour obtenir une
approximation initiale peut-é&tre meilleure : on remarque que la

fonction g sur E' peut s'écrire
=2 q(&) 1

Il n'est pas exact gue la projection d‘fune somme soit la som-—
‘me des projections, sais cette somne constitue probablement une

bomne approximation initiale, soit :

X = 2 q&) n 1
°  emr (95955 93) te]
agvee 3 ( )
1., 3 - -
M1y (5) == (8) 22 T(gr) T(agr)

-V(F(E)) P'(E)

-sous forme explicite @

X, () = an) ¥(n)

2z 1 ' by
ETeE T (&) T(r'(£')) ner' (e1)
ou I'" désigne l'ordre inverse (:' e () si E e T'(E')).
On calcule ensuite les ¥ par des itérations

Y =Tp q

n ; - o
ne nécessitant le balayage que de E' (1000 points) et non de E
1° A2 se construit
de la meme maniére a partir de Pys Pgs Pg * ceci nécessite un se-

(200 000) - donc réalisables. Ceci conduira & A

cond parcours de L. Chagque point x de E doit ensuite &tre informé
des valeurs A1(x) et Az(x) (%¢me parcours). Pendant ce méme 3&me

parcours, on informe la plan (discrétisé) des (A1, A2). On calcule
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alors A3,'et il reste & informer x € E par Aj(x) = A3[A1(X) A2(X)]

(4&me parcours de E).

Raffinement - Ayant obtenu A, discrétiséde (par exemple) en 10 va-

3
leurs X1,o.cx10, on peut souhaiter améliorer 1l'approximation entre

deux valeurs A, et xj en cadrant la zone pratiguement intéressante

des valeurs de A

Cela est possible en éliminant les points x ou A3(X) > xj et

ceux ol A3(x) < A; (i.e. en remplagant V par 1 V=V,

hisA3<hj
On recommence les mémes opérations sur ce nouvel ensemble Eo c E.
Ceci aboutit & une nouvelle fonction A4(x) sur Ej vérifiant (en

principe) Ay 8 A4 < kj et permettant de resserrer 1'approximation

.dans cette fourchette.

5-5 ~ Variation des conditions imposdées.

a/ - On peut souhaiter faire varier 1l'angle de talus

a respecter, c'est-é—dire le ¢Bne ' On commencera par l'angle

le plus faible, i.e. le plus grand cbne Ty correspondant é'l;ordre
le plus sévere, avec la solution AO. Si P1 c Po ’ Ao est encore

P1-croissante. De plus, si le cbne P1 est peu différent du cdne

Po ’ AO est relativement proche de A,. Autrement»dit,'dans_le cal-

1

cul de la solution A1 associé a P1 ’ Ao constituera une excellente

approximation initiale Xb (ce qui réduira le nombre des itérations).

b/ - Cas de la double coupure.

Ici, A représente toujours la teneur limite a 1l'ex-~

traction (i.e. le prix de l'extractidn de 1l'unité de volume), mais

il intervient un deuxiéme paramétre 6, teneur limite au txaltement
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(i.e. : prix du traitement de 1'unité de volume).

! Si F (dt) est la fonction de transfert en x € E et si x est

|

eﬁtralt, on récupere le volume [1-F (9)] V({x}) & la tcneurN[ t F (dt);

l
1a valeur par unité de volume extralt est

/ | qg(x) = ( (t-0) ¥ (at) =f [1-F () ]at
| I 6

I1 s'agit donc d'optimiser V/(qe(x)-x) V(dx), autrement dit
B
on doit appliquer la méme méthode avec qg a1 lieu de g. S1 Ay est

(une approximation de) 1 g et si 8' est voisin de 6, ici encore

N

Ae constituefa une bonne approximation initiale Xo de Ae,, ce qui

diminuera le nombre des itérations.

Noter que si 81,62,.,.Gk sont les k valeurs de e.auxquelles
.on a décidé de s'intéresser, lors du passage aux coordomées ¢ il
conviendra d'informer chague & € E' de toutes les valeurs qe (&),_
i-= 1,...k a la fois, de maniére & réduire le nombre des parcours

de E.

¢/ - On peut sussi traiter par la méme méthode le cas d'un
paramétrage non linéaire..Si By he dépend pas linéairement de A,

les contours optimaux sont encore les
= {A 2 A}

ol A € & est caractérisé par les relations (3~1). En passant en
axes ¢, les résultafs précédents subsistent. Les approximations
A, et A, en axe 9 se construisent par itérations (la méthode de
programmation dynamique s'applique sans changement danisz), et
de méme AB s'obtient (par progfammation dynamique, a partir de‘A1

et AZ'



6 - POST SCRIPTUH.

La conjecture relative 4 la méthode d'itération est fausse en

réalité. Voicli un contre-exemple trés simple.

P va &tre la famille stable pour U et N engendrde par trois

ensembles seulement. Ceci conduit & un graphe & 8 points disposds

au sommet du cube de base de R3 avec les coordommées

avec un ordre I’ définil par l'octant

positif
(x,y,2) € F(x,?s:Y_'sz') si

S x=2x' ,y2y', z2 2

Je prénds V = 1 sur chacun des huit
points, et g comme indiqué sur 1la
Fige 1 : g : Figure 1.

On trouve facilement A (Figure 2).

Pour'appliquer la méthode d'itération,

partons, par exemple, de

Xo =7nyq

a(z,y) = B(q|xy) est domé Fig. 3

e
Fig. 2.t A i

Fig. 3 E(XJ)
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De sorte que XO = I,

v a est (dans le plan des xy)

4 495

4.5 . 4,75

et, & trois dimensions (TFig. 4). Nous devons ensuite passer &

Y, =11 q
! (XO,Z)

Pour cela, nous allons nous placer en

axes (XO,Z). Cela donne la figure 5,

ol chaque point est informé des deux
nombres : le premier est g =,E(q]Xo,z)

Fig. 4 - le second est TV = V(Ko,z)~
O Xy "é’

bt ol

3 -—-——a%t——a—ééﬁ———-aﬁ%e:
$ b bo

4.6 495 %o

Figure 5 (q et V en axes X, s2)

On en déduit 1 q = Y1 en axes (Xo,z) :
(X 92) -
O .
4,601 ) 4,601 ‘ 497502
3.1 "4,6.1  4,75.2

et en axes (x,y,z) (Fig. 6)



466 4.75.

4.66

L78

/ ' o 466 AL £

=¥

fig. 6 3 Y1 =17 o

q
(XO’Z)

/
I1 est ensuite facile de vérifier I ‘q = Y1 et I7 = Y1o
- (Yx%) (Y,y)

1
= A comme on le voit en

L'itération est bloguéde, et on n'a pas YO

conparant les figures 2 et 6.
=1 q

Si, au,lieu de Xb =1 g , nous étions partis de XO

. " (x,y) '

ou de XO = I1 a4 , nous serions arrivés a la méme limite Yo "
(Z X) . ‘

comme on peut le vérifier facilement.

Il ressort de cela :

1°/ que la conjecture est fausse

2°/ qu'il n'est probablement pas bon de partir de l'apﬁroxima~

tion initiale XO obtenue en projetant q sur l'un des trois plans

de coordonnées.

Il est sans doute préférable de prendre pour Xo une fonction

a priori davantage lide a q. Voici deux procédés possibles : On
3 dans 1l'or- .

peut prendre pour xo(g) la somme des minorants de § € R

dre I', soit, en désignant par I'' le cdne opposé (E'€ I''(E) o £ € T(E"))

x,8) = [ aten v
r'(g)
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) LI . :
On peut encore prendre Xo(ﬁ) égal & la somue changde de signe

des mejorants de & dans l'ordre T

x(6) = - [ alen) v
r(g)

Ici, cela donne (Pig. 7 et 8)

-4 -8
|
-3 i _,2
I
PR e T
//.36
e
z
-46 -9
o | - R : '
Mg. T @ Xo - : Elg. 8 : Xo

Il se trouve (mais ce n'est évidemment pas une circonstance
générale) qu'ici Xo est une remerquable approximation initiale :

on vérifie facilement, en effet, que':
Nyqg=A4A
Xo

A plus forte raison H(X %) = H(X e =My e = A de
0

sorte que 1l'on trouve Y1 A des la premitre itération.

Xé conduit également & la solution exacte A, quoiqu'un peu
moins vite. Si 1l'on projette en premier lieu q sur le plan des
(v, X ), on trouve du premier coup n(y X, )q = A. Bais il n'en est
pas de méme si 1l'on commence par le plan des (z, X ) ou des (x, X ).
Si 1l'on part de (z, XO) on obtient le trajet le plus long : en pre-

mier lieu,
’ '
Y, = q = X
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’ 1
la premieére itération ne change pas XO° Calculons ensuite Y, =
[ 28

¢ q - En axe (x, XO), chaque point a le volume 1, et

(3, X))

a(x, X)) est :

/
/ .4 o o7 o1 o2
/ .
[ @ e3 o4 o5 06
: & & PN © 3y

e
~36 -49 -4 -4 -~

L}
de sorte gqu'en axe (x, Xb), Y, est ¢
4 %%/ o . e o
“o e3 o -] ©

S 5 B

(les points non marqués correspondent tous & Y2

-

-~ En axe (x,y,z) cela donne :

I
}L
/3 | /4

2
En axes (Yz,y), on obtient :

Passons & Y3 = nY2y q.

: §4I ' . 4'-&4, 5 3

= 29/6 = 4,88),

ES A B

/ - ' ' .
(Y, = %? sur les points non marqués).
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(le premier chiffre est a, le second V) et Y.3 est identiguement
Yy = Eal¥,,y) = A.

En conclusion

Au lieu de prendre pour Xb la projection sur 1l'un des plans de
coordonnées, je suggere la procédure suivante :

~ prendre la somme des- I-minorants et la somme changée de signe

des I'majorants de chague poinf g

x;(g) = q(g) v(agr)
() '

X (£) = - f q(g') v(ag?)

' r(g) ’

et vartir de l'epproximation initiale :

X = U ' n q
B ¢ X X
4 _ ( o’ O)

~ D'ou Y1 =11

a ¢+ ¥, =1
(%yx) S G
suffisamment stabilisé (le critére est le ralentissement de. la crois-

. ' N\ =
g etc... Jgsqu a un Xn YO

sance de ||Y_[i.
A titre de vérification, former

2 =

n ' qQ 3 2d"=1010 , aq
(x),7,) )

et 2 =1 q .
' (Xb’YO)

Si 1'un de ces trois éléments a une norme (significativement) plus
forte que HYOH, faire une nouvelle itération en parfant de cet é&lé~
ment (s8'il y an a plusieurs, partir de ceiui dont la norme est la

plis forte).
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Une autre procédure possible consisterait a incorporer X, a

la séquence servant a faire 1'itération :

|

!’ Y1=nqu H Y2=H q 9 Y3=n q
/ o]
f
!

puis Y4 = 11 g (au lieu de I q) et ainsi de suite. Ctest
/ 'YBXO - Y3x - _

1l'expérience qui permettra de juger laguelle de ces deux procédures
/ _

?st la meilleure (on peut aussi les combiner de diverses maniéres).

7 - RECHERCHE D'AUTRES ATGORITHIAES.

Voici gquelques autres possibilités, qui permettram;péut-étre

d'améliorer la procédure. ' ' -

a/ - Algorithme de 1'ordre total.

On se place soit dans R? (coordonnées (x,y)) soit dans B>
(coordonnées (x,y,z)) avec un ordre T' défini par le guadrant ou

1'octant positif.

On fait choix d'un ordre total, noté > , compatible avec T

(i.e. ¢ (x,y) € P(x',y') = (x,y) > (x',y'). Par exemple, dans R? :
(x,5) > (x',y'") ® x>x',0ux=x"etyszy'

Soit 51, §2...§N les points de E ordonnés'par > On amorce

la récurrence en posant :

(5] £,(¢,) = a(g,)

&5 | &2 £(g) =0 , PR
56 gs gl& ’

E'AO E’S gﬂ 5'7
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Au stade n, on a une fonction fn vérifiant

nlEppq) = oo = E(5y) =0

a/ £ (§
b/ f, est I'-croissante
c/ pour tout A > O tel que {f () = A} #0, on a :

a(E) V(dg) ,=\/ £,(8) v(dg) = A v({z = 1})
:n=x fn=x ' _
Construction dé fn+1 :

). On compare E a4 ses deux majorants immé-

801t qp,q =84 4) n+1

diats : 1'un est an; 1'autre un certain £, (1'indice i > n dépend

‘du cas de figure : mais, si Ener = (x,¥), alors g; = (x,5y+1)).

51 qy,4 = Inf (£.(), £ (£;), on pose :

an(é,‘]) = fn(ga) ;] = 1,2,.-.11
i1 (Engq) ~ 9n+q
fn+1(§n+2) Toeee T fn+1(§N) =0

. v . ' ' ] "
Siq,.4 > Inf (fn(in), fﬁ(ii)) = A, » désignons par C_-la classe
I'-connexe engendrée dans {fn =,Ao} par le (ou les) majorants immé-

diats (= £, ou g) de Eneq Pels que £ (E)) = Ag o

- 81, pour chague £ € E‘dé coordonnées (x,y) on désigne par Sg
1l'ensemble constitué par & = (x,y), ses deux majorants immédiats |
(x+1, y) et(x, y+1) et ses deux minorants immédiats (x~1, y) et
(x, y-f), C; c {fn = xo} est dqnc la classe stable pour Sg gngendrée

par 50 dans {fn = Ao}

. ‘ _ . ? .
On pose C, = {§n+1}lj C, et :



f V(aE
o) qm1+é _(2) v(ag)

A = =

0

On compare ensuite K1 a 1'inf. de fn sur l'ensemble des majo-

rants immédiats de Co : soit, en posant

$(X’y) = {(x+1, ¥) , (x, y+1)}

A, = Inf {£ (E') , E'€ U s}

. ' - ) . !
et on désigne par C, la classe I'-connexe engendrée dans {f, = Ki}

par les E' € U {sg , £ € CO}.'

1
Si'}\1 < k1 s OnN posera :;

£q(8) = A te c,
£,08) = £,(8) £ £
51 A, > x; ; on prendra’
S oAl uc) AT(e) + A V(C,)
Y2 TVC,UT,T T VT T W)

)
On formera ensuite Xz et la classe CZ-P—connexe, etCoeww

Cette procédure n'est pas'infaillible;wén ce sens qu'elie ne
conduit pas tout-a-fait a n(; y) mais & une fonction f qui en
- ’

differera en général fort peu.

On peut alors améliorer les choses en forment de manidre ana-—
logue f' en utilisant 1'autre ordre total :

Yy
(x,5) > (x",y") e

ouy =y' et x = x!
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Si £ = £', on doit avoir une excellente approximation de A
si £ # £' : on peut passer en axes (f£;f') et appliguer une seconde
fois la procédure approchée ci-dessus. Cela dennera deux nouvelles

approximations g et g', etc...

Dans m:, la méme procédure est en principe applicable (mais
plus lourde, du fait que chaque ila maintenant 3 méjorants immédiats).
Comme il y a cette fois trois ordres totaux, on aboutit & 3 approxi-
mafions £, £7, ", puis, en passant en axes (f, f£', f") trois nou-

velles approximations (g, g', g") etc...

REMARUUE : Utilisée dans m?, cette procédure permet de calculer les
itérations : '

I q Y n
T T e,y

Y =

13 a 5 Y qQ seee
1 (X,XO) 2 ,

Jusqu'a un Y stabilisé (Yn 4 Yo). Elle ne supprime pas la nécessité
de recourir a cette itération. |

Au contraire, si on 1l'utilise dans 83, on obtient, au prix 4‘'une

procédure plus lourde, mais en une seule fois une approximation de

In qe
(X’Y9Z)

b/ - Utilisation de Cbnes lindaires.

On a désigrié par EP(X1,...Xb) le cbne convexe constitué
des fonctions f(X1,...Xb) ol £ est une fonction croissante de chacun

de ses arguments.

On peut aussi considérer le sous-cdne beaucoup plus simple

constitué des combinaisons linéaires & coefficients positifs des
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fonctions 1, -1 et X1,...Xp. Nous désignerons par gB(X1,...Xp)

ce cdne lindaire positif :
fe%”(x1,..-xp) o £=C+I A X | ,(xizo_)

(C est une constante positive ou non).

Si p n'est pas trés élevé, on peut former rapidement la projec-
tion de q sur le cbne lindaire, soit
£, =1 a
-1
gg(x1,‘ooxp)
La procédure est la suivante (i1 en existe peut-8tre de meil~
leures) : |

_ D 2
Former les «; minimisant |lg - q - .Z% o (X = X))
_ | | Py |

(f = 'V—E-ET f’_f(i) v(ag))
. SR
Si 1es}ai sont tous 2 O, ay é Ki et
£, = qsgq_= q + L,ai(Xiv~ Xi)
Si les a; ne sont pés tous nuls, résoudre les p-systémes obtenus
en supprimant soit X1, soit X2 étc.,. Si 1'un ou plusieurs donnent

des ay tous 2 0, le meilleur d'entre eux est f,. Si aucun des sys-—

_ 1
tdmes ne donne desa; tous positifs, résoudre les p(p-1)/2 systemes

bbtenus en enlevant deux fonctions'Xi,leto... Pour p de 1l'ordre de

4 ou 5 ceci doit 8&tre trés rapide.

On améliore ensuite f, en projetant q sur Ef(f1), probléme &

1
une seule dimension tout & fait simple. : sur'{f1 = A}, on pose
8y = ;f' q . Cette fonction

[£,=1] |
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g, =1 g
1 3kf1)

peut servir d'approximation initiale,XO = &4 & une procédure d'ité-

ration du type ci-dessus,

On peut aussi penser & des itdérations du type

s =17 a
2 )
3(?{1’.0.)%)’ g1)

g n_ - q
¢ gy
(mais il ntest pas suxr Que 1'on obtienne des améliorations notables).

Ceci pourrsit &tre essayé & deux dimensions (comme- substitut
éventuel a la programmation dynamique). On partirait de 4 fonctiouns :

les 2 coordonndes x et y et les deux fonctions

X, = [ ale) vz

re(g)
X = - Jf q(g') V(ag")
r(e)
D'ou ‘
f1 =

n r . 4
“ éf(x,y,Xo Xo)

g, =1
1 $(z,) 1

etCa.ss



