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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 136

LE PLUX DE POLYGONES POISSONIENS,
ET LEURS CARACTERES MARKQOVIENS

—e e oo “ e T e

0 — INTRODUCTION

Dans ce texte, je reprends 1l'étude des polygones poissoniens,
a4 partir de la propriété d'invariance conditionnelle établie anté-
rieurement., Je rappelle ce dont il s'agit : si A est un'polygone
poissonien (dans mz) et Ap = A O pﬁ son érodé par un compact con-
vexe K domné, alors :

~ du point de wvue de la loi en volume, conditionnellenment si
C € Ap ’ Ap est équivalent a A.

~ du point de vue de la loi en nombre, conditiommellement si
A, F N A, est encore équivalent a A. |

Du point de vue de la loi en volume, le polygone convexe A con-
tenant le;p01nt O est défini en loi par :

P(K c A) = exp(-¢(K)) » K compact convexe contenant 0, avec :

W(X) = ‘[ (pK(u) a(du)

So

Py désignant la fonction d'appui du convexe ¥, et G une mesure = O
symetrigue sur le cercle unité Sg° Du,p01nt de vue de la loi en nom~
bre, exp {~¢(X)} est la probab*llté pour que 1'érodé A O K ne soit
pas vide,

Dans ce qui suit, j'adopte le point de vue de la loi en nombre,
et je désigne par @ la probablllté, en nombre, pour que le polygone
A ait n cdtés,

Pour simplifier, nous supposons également que la mesure G, défi-
nissant la fonctionnelle ¢, est sans atome : de sorte que 1'érodé

Ap = A© pi est nécessairement un simplexe (un triangle) au moment



ou p atteint le module R de 1'érosion ultime, et, en particulier,

Ap

en ce sens que AR peut &tre un segment de droite, et non plus seu-

= {o}. Le cas olt G présente des atomes est un peu plus complexe,

lement un point, et que, corrélatlvement le polygone A_, p $ R
peut s'évanouir & 1'état de trapéze (4 cBtés dont 2 paralléles) et
non plus seulement a 1'état de triangle,

Si, meaintenant, nous envisageons une érosion infinitésimale §p,
on voit que, conditiomnellement lorsque A a n > 3 cbtés on doit avoir

au 2&tme ordre en §p ¢

P(A. an faces|Aancdtés) =1~ ¢, 6p

6p
P(A6p a n-1 faces|A a n cdtés) = b, 8 p

P(Aép a moins de n-1 faces|A a n cdtés) = 0

Si, d'autre part, on désigne par ¢ la fonctionnelle définissant
la loi de A (P(A© pk # @) = exp(~p ¢(K))) , 1'invariance condition~
nelle nous indique que l'effectif (le nombre moyen) de polygones a
o & o, (1-8p o(X)).
En écrivant que la diminution de cet effectif est égale au nombre des

n cdtés passe, dans cette érosion infinitésimale, de w

polygones qui passent de n & n—{ cdtés (si n > 3, ou qui s'évanouis-
sent si n = 3) diminués du nombre des polygones qui passent de n+1
‘& n, on obtient 1'équation :

(0-1) @, (b(K) = @, ¢n -

n+1 Ynrt1

qui exprime en somme le bilan de cette érosion infinitésimale. .
Notons que 1l'on a aussi :

(0-2) W(K) = w3 45

En effet, les polygones qui s'évanouissent (au nombre de ¢(X))
sont p.s. des triangles (puisque nous avons supposé la mesure G sans
atomes). Or, en sommant (0-1) de n'= 3 & N, on trouve :

q’(K) nZ;)3 S T ‘33 ¢3 - ‘;’N+1 ¢N+1



En comparant avec (0—2), on en déduit que w, ¢, tend vers 0

lorsque n tend vers 1'infini s

(0-3) 1w a4y =0

Par suite, sommant (0-1) de n & 1'infini, nous trouvons :

(0-4) w, ¢ = ¢(K) kz_)n @)

*

En sens inverse, nous pouvons écrire :

B -¢(K)
“n+1 = “n Ppit

(ce qui garantit b, 2 ¢(K) ; plus précisément, nous verrons plus

loin que l'on a ¢ L¢(K) pour n. - «), et, compte temu de (0-2), il

vlent _
) Ce(k) ¢y = oK)
(045) : “n bn k£3 by

L'équation (0-4) montre que les constantes ¢,  , représentant

les probabilités de transition de m & n-1, lors d'une érosion infi-
nitisémale, sont déterminées par la seule loi de probabilité {wm_}
du nombre des cbtes du polygone. Inversement (0-5) exprime que les

probabilités w ‘se déduisent des constantes by

L3
L]

Notons d'ailleurs que la relation (0-4) s'interpréte par

—= = P(N =n|N > n)
ou N désigne le nombre aléatoire des cdiés de A, (n & alors aussi

by = $(K) o
7 = P(N > k|N > k) , et 1la relation (0-5) admet 1l'inter-

prétation triviale :

n-1
P(N =n) = (kI-I-B P(N > k|N » ‘k) ) x P(N = n|N » n)



Enfin, en sommant (0-4) de n & 1l'infini, on trouve, aprés inter—
version des deux signes de sommation :

(0-6) S my b = 6(K) D (k1 - 1) @
gz; k ¢k v k=n " k

Ce qui s'écrit aussi :

E[¢|N = n] = ¢p ERN+#1 - n|N > n]

(¢ désigne ici une V,A. dont l'espérance conditionnelle en N serait
égale a ¢n). Pour n = 3, on trouve E(¢) = by E(N-2) = 2 by + Adnsi

o0

(0-7) T owy by =2 b

n=3

Dans ce qui suit, je me propose de dégager la signification géomé-
trique de ces coefficients ¢, - Si 1l'on désigne par K = lim(A © Kp)/p
1'érosion infinitésimale du polygone poissonien par X, nous verrons.
que ¢, est l'espérance conditionnelle

¢y = E[¢(X")|N = n]

et ce résultat nous permettra de mettre en évidence une propriété

markovienne du flux de polygones défini par les érosions p — Ap'

1 — PREIIMINATRES GEOMETRIQUES.

Pour 1'instant, A et K désignent des compacts convexes dans m@,-

d > 2, on suppose A d'intérieur non vide et K « A, on pose pour
O<ps=s 1 |

~

= (o] X = (] X
A =a0pk ,x =2 L
: Aok
p Ap elo €

(s est le support de la mesure de surface associéde a Ap). D'apres



les inclusions
K

K; C'7? c K;Ac K, ‘(0 <p<1)
on voit que les trois propriéfés suivantes éont équivalentes :
(1) K =K
(i1) K;) = K, pour tout p < 1
(111) K =p K, pour tout p s 1

Notons ensuite que si les mesures de surface de A et A ont le mEme
q

' ' o,
support, soit SA =,SAp y ON & Kpo = Kb et donc Kb =p Kb pour tout
o} -
P =P, (dtaprés les equlvalences ci~Gessus). La réciproque n'est pas
vraie, en général, et Kp = K n'entraine pas forcément SA SA N

sauf conditions supplementalres sur X. Pour dégager de telles condi-
tions, limitons-nous au cas ol K est d'intérieur non vide, On sait
que le support SK'de“la mesure de surface de K est 1'adhérence des
directions extrémales pour K, soit :

S————

Sg = By K

t
avec E, K = {directions extrémales pour K}. En ce qui concerne Kp ’

i

on trouve

N * '
ExKnSAp'c E -Kpc (Ex KnsAp) U sAp

]
puisque les directions extrémales de Kp = K(SA ) sont d'une part les

directions extrémales de K contenues dans SA » et d'autre part cer-

p
taines directions de la frontiere 9 SA . '
o p ~

En particulier, si l'ensembleAEx K des directions extrémales

pour X est fermé, on a E, K= SK et par suite :

c(sKnsA)ua Sy

]
S, NS, cE_K
K A b o

X
0 P



et, en passant aux adhérences :

S, NS, € S+ c(SNS,)Uds
K4 st - Ao Ao

Si, de plus, SK.D SA y On a aussi S o sA pour tout p et les

K

inclusions ci-dessus deviennent des égalités : SK' = SA . =Dans ce
' ' P

cas, évidemment, Kp = K, équivaut a SA = SA . P En résumé :
' P

Si Sg o SA‘et si de plus l'ensemble des directions extremales

[} s :
pour X est fermé, alors on a Ko = K, s1 et seulement si SA =S

A.
p

Ia boule unité de m@ vérifie toujours les conditions voulues
pour que la proposition précédente soit applicable,

Dans le cas particulier de l'espace 4 @ = 2 dimensions, on sait
que l'ensemble des directions extrémales pour un compact convexe
quelconque est toujours fermé (ce qui n'est plus vrai pour d > 2) :

Dans l1l'espace & 2 dimensions, si S, o S

t t
A’ Kb = X, équivaut a

Interrogeons—-nous, maintenant, sur la signification de la re-

latigh sAp = 8,.

Soit A = (Ap ® p K) (SA ) la solutiocn maximale de 1'équation
A

p ~
L0 p i = . de dis que 1l'on a SA = S, si et seulement si A = A.

o A

En effefz, on a Ao A par définition, et S-K c SA » buisque
~ . ~ Y
= 3 3 - tr . . ~
A (Ap ® p K) (SA ). lais Ap A © p K entraine aussi Sy o Sy -

P
On a donc en fait

Sy =S
A A
p

(ce-résultat est intéressant par lui-m&me : pour tout compact convexe



¢ d'intérieur non vide, le support de la mesure de surface (C @ K)(SC)

est S, lui-méme),

c

D'autre part, sur Sy les fonctions d'appui de A et de Ap vé-

rifient : p

PLT Py TP Px 2 - Py TP TP Py

P P
On a donc Py = 9, Sur SK = SAp . On en déduit au351t§t :
K=4a(s,)
p .
Par suite, on a K_: A si et seulement si SA.C SA y Clest-a-dire
S, = SA » 1'inclusion inverse étant toujours vraile.

p

A deux dimensions, on a toujours

X = o K.
Ao @ P 5

~

?
et donec (pour d = 2) : §, = S, si et seulement si A = Ap ® p Kp .
En résumé : P ,

Dans l'espace 4 2 dimensions, et si Sg 2 Sy o les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(3) Kp=Ko
(33) s, =5,
o]

*

- X

(33J) & o @ P K

Pour d > 3, les deux premiéres propriétés restent équivalentes,
mais n'entrainent plus la troisiéme., C'ést essentuellement pour cette
raison que, dans ce qui suit, nous ne considérerons que le cas des
polygones poissoniens dans R2 et non le cas général des polyedres
dans m?, d » 2.



Si A, et par suite aussi A , sont des polygones, leurs nombres

de cbtés ne dépendent évidemment que des supports respectifs SA et

S, + On a vu que (pourvu que Sy o SA)’ le support SK' de la mesure

p ' :
périmétrique de Kb est égal a SA , et de mBme SK. = gA . Par suite,
P
sous les mémes conditions : P

Pour O < p < R, le nombre de cdtés du polygone Ap ne dépend
que de K; (R désigne ici le module de 1'érosion ultime,

R=Supi{p : A© p X # ¢}

Lorsque p varie en cr01ssant de 0 &a R, et si n(p) est le nombre
de c8tés des polygones Ap ’ Kp et n(p) varient par sauts, En parti-
. '
culier, K reste constant tant que p reste inférieur & la valeur

Py pour laguelle se produit le premier changement du nombre des 06-
tés, et on a

' N
A= Ap ®p Kp pour 0 <£pc«< Py

2 -~ IA VoA, ¢ = ¢(K;).

Appliquons les résultats gqui précedent au cas ol A est le poly-
gone poissonien associé & la fonctiomnelle ¢ définie par :
2n
(2-1) ¢(x) = J G(ae) ggle)
0

(G, mesure » 0 symétrique sur le cercle unité). Si Sq est le support

‘de la mesure G, on aura p.s, SG > 5,. Choisissons donc un compact

A
convexe K (par exemple le cercle unité) tel que Sg O §g » de maniére
a4 ce que les égquivalences (3) ci-dessus soient p,s. vérifides, et

aue A et K,o aient p.s. le mme nombre de cBtés.

Nous allons considérer (du point de wvue de la loi en nombre)
le polygone A conditionnel en A ., Du fait que A (et donc son volume
V(Ap))'est fixé, A conditionné (en nombre) par Ap » lorsque Ap 7f;f R



est équivalent & A conditionné pour la loi en volume par Ap et
0 €Al |

v
Notons que A © p K = Ap dommé si et seulement si :

t
A X A A X
0 ®p c Ac o ® p o

et les nombres de cdtés N(A) et N(A ) sont égaux 31 et seulement si
L
Kp K ou encore si et seulement si A=A o p K

p

Du point de vue de la loi en volume, conditionnellement en A
donné et O ¢ Ap s On aura A=A & p K; si e
seulement si aucune droite du réseau, hormls
celles qui constltuent les cbtés de A o p K ’
ne rencontre A_ @ p K . Comme aucunepde ces

droites ne rengontre A & p K, par hypothese,
" cela a lieu avec la probabilité :

{o(A K) - ¢(A K )
xpelh, @ p WA, ®p K=
. ¢
= exp{p ¢(X) - p;¢(Kp)}
Telle est donc la probabilité conditiommelle pour que A et A aient

le meme nombre de cdtés. Il en résulte que 1l'on a également pour la
loi en nombre : )

—o[ o (K )=0(K)
(2-2) pmu>=m%n%>=e“¢P $(K)]

Bien que nous ayons conditionné en A , cette probabilité ne
]
dépend que de K . Compte tenu de 1'équivalence p.s. entre N(A) =
] ]
= N(Ap) et Kp = K, , nous pouvons aussi écrire 3

' ) t ) - d’(K')‘d’(K)
(2-3) P(Kp = KO,IKp) = e el P J

En terme d'espérance conditionnelle, nous pouvons écrire ceci
sous la forme

o (K)-pd(X )
e p

E[ |K']
1 » ' ] o=
K, K P



Donc, pour toute fonction f mesurable sur l'espace des compacts
convexes, et telle que f£(¢) = 0, nous aurons :
$(K) oK)
t P =p '
(2=4)  E[1» 1+ 2(k)] = e Efe Pe(x )]
K= K, P e

Ie premier membre de (2-4) peut, évideument, &tre remplacé par

E[1 + 4 f(K;)]. En cé-qui concerne le second membre, la propriété
~ %o
d'invariance conditionnelle nous donne :
1] 1
-p¢(K_) ' -p¢(K)  —p¢(K ) '
E[e p f(Kp)] = e E[e £(k,) ]
En substituant dans (2-4), il vient donc :
o(K)
'] -pP o ot
E[1K.= < £(k,)] = Ele £(K,)]
p o
Par suite, la probabilité conditiomnelle de K; = K (i.e. de
| ]
N(4a) = N(Ap))prise cette fois en K (et non plus en Kp) est :
: | ]
' ' ' 'P¢(KO)
(2~5) P(K.p = K |K) = e
Maintenant, si nous nous souvenons que le nombre N = N(A) des
] ]
cdtés du polygone A ne dépend que de K, (en fait : N(a) = N(Ko)).

nous pouvons prendre l'espérance conditionnelle en N = n de la re=-
lation ci-dessus : il vient ainsi

- K'
(2-6) P(N(a) = N(a))|N = n) = En(e i o))

\

(avec la notation évidente En(X) = E(XIN = n), espérance condition-
nelle en N pour la loi en nombre)., On en déduit la signification des
coefficients ¢, définis plus haut :

(2-7) ¢, = E (¢(K.)]



3 —~ LE PROCESSUS INVERSE.

D'aprés ce qui précede, pour p >

cessus défini en posant Kt = Kp t €
un processus discontinu, Partant de
Jusqu'a un temps T aléatoire de loi

1/[6(k)=4(K) ], soit

T =

(3;1) ’

S
$(K, )=¢(K)

0 donné et t ¢ (0,p), le pro-
st markov1en et homogeéne. C'est
K, ( =K ) domné, on a X, =
exponentielle et 4' esperance

S de loi exponentielle réduite,

A 1'instant T se produit un premier changement d'état condui-

sant a un état X, selon la loi TK (da

1 )

Aprés quoi, on a a nouveau K, =

o' = 8'/[¢(X)-4(X) ] ete...

L'état X

K1) que nous allons expliciter,

K1 jusqu'a 1l'instant T + T' avec

1 succédant a K, est défini par

le point u, du cercle unité tel que
(3-2) S, =S, U {u,}
\_ K, = S, U 1
\ Ko .
(puisque K, = K(S ) est défini par le support
SK1 de sa mesure de surface, et que SK1 1 se déduit de SK par ad-
(o}
jonction de la direction u, orthogonale & la droite du réseau pois-

1
sonien que, dans sa croissance, A -t

Bt la loi de cette direction u, est

1

‘PKO(u1) - og(y,

vient juste de heurter en t

)

I.

WET = ()

Coumpte tenu de (3-2), nous pouvo

abus de notation

¢Ko(u1)

Gg(a u1)

ns donc écrire, avec un léger

= ogluy)

(3-3) TKo(d K1) =

oK)

Le processus markovien homogéne

relations (3~-3) et (3-1). Comme le p

- ¢(K)

G(a u1)

Ky est ainsi défini par les
> 0 (tel que K, K ) a été



choisi arbitraire, 1l'intervalle de définition (0,p) du processus

K, peut 8tre pris aussi grand que 1l'on veut., Autrement dit, on peut
aussi bien le prolonger sur la demi-droite (0,x)., Le générateur
infinitésimal C de ce processus est défini par :

(3-4) (@2)(x,) = = [o(K)I=(0] 1K) + [o(K)-4(K)] [2, (@£(0)
) (o]

Il y a un rapport étroit entre ce processus K, et le polygone
]
poissonien A (ou K, = K(SA))' Prenons, en effet, comme origine des
] 1
temps t = O 1'érosion ultime R (aléatoire) et K, = 1lim K, = K_(R)

s . S pJR
(dérivée & gauche). La loi de Kp = K est :
$(X,)
(3-5) = n5(d X.)

R .
c'est-a~-dire la loi de K, conditiommelle en N(A) = 3 et pondérée
[ . t ] t
par ¢(K ). On a posé bs = Es $(K) = Jn3 (@ x,) ¢(X)). Plus gé~
: L
néralement, il résulte clairement de (2-5) que la loi de Kp prise

conditionnellement pour N(A ) =n et pour la valeur de p correspon-
dant au passage de n a n-{ coté est :

¢(x') n (dax*)
by

ilunissons donc le processus Ky défini en (3-4) de la loi initiale
(3-5). Alors, si nous introduisons un temps d'arr8t T, indépendant
du processus X, et admettant la méume loi exponentielle que 1'éro-

sion ultime R , soit :

P(T > t) = e“q’(K)t

]
ET sera équivalent a Ky s et A lui-méme sera édquivalent & 1l'intégrale
de K, entre O et T, soit

T
(3-6) A= J K, dt
(o]

Plus généralement, le processus Ap y O < p <« o sera égquivalent



au processus défini par :

. $ sip>T
Ap=T-—p
J K, dt sipsT
o

[}
En particulier Kp sera égquivalent a KT_p » €t constituera
donc lui-mérie un processus markovien,

Cette conclusion n'est pas banale Lorsque A = A, est fixé,
Ap est déterminé, puisque Ap A© P K, et donc aussi K . lais

P

il n'est nullement évident a priori que Kp posseéde la propriété
markovienne,

Pour établir ces différents points, nous allons 8tre amenéds
4 expliciter la loi (en nombre) du polygone poissonien A.

— PORME EXPLICITE DE I

JOI EN NOMBRE DU POLYGONE POISSCNIEN.

Tout compact convexe A de(R2 peut &tre mis sous la forme
R A

]
;ARQJ. Kpdp

o

Si A est le polygone poissonien associé & une mesure G » O sans
atome sur le cercle unité, 1l'érodé ultime est p.s, un point (dans
le cas général, ce serait un segment de droite), et donc, 4 une

= K d
J p P
o

Plagons—nous conditionnellement en N(A) = n fixé., Iorsque p

translation pres :

varie de 0 a R, K prend n~2 valeurs successives que nous désigne-
rons par K, » K _, ,...K3 (K est la valeur de Kp pour les valeurs
de p telles que N(A ) = Par suite, on peut toujours décompo-
ser A de la maniére sulvante (é une translation prés)



(4-1) A‘€3 3@61{4@...@@1(‘1

Kp = K(8, ) est le polygone & p cdtés circomscrit a X défini par

Sy = {u1,...,up}. Ia suite S, , S S, des supports est crois-

K ® e &1

4

sante (S =8, Uiu .}), de sorte la domnée du n-tuple ordonné
L Kp p+1 _ —

{u1, Uy Ugy Upeoo un} suffit a définir 1e.-K . Ies trois premiers

U, qui déterminent K3 s peuvent &tre permutés arbitrairement, mais
a partir du rang 4 , l'ordre intervient de maniére explicite. Ies
3 premiers points, u,, u

1 2

fait arbitrairement, puisque K3 = K(ug, u, u3) doit &tre un tri-

angle ¢ il faut que 0 appartienne a l'enveloppe convexe de {u1,u2,u

et ug ne peuvent pas €tre choisis tout-a-

3}
ou encore, si l'on désigne par e les angles associés a ces vecteurs

unités, supposés rangés dans l'ordre 098, <06, = 93

1 2 < 2n o, on doit

avoir
(4-2) sin (62—91) > 0, sin (93-62) 20 , Sln'(e1—93) >0

Par contre, les points u yeeely peuvent &tre absolument quel-

4
congues sur le cercle unité.

D'aprés (4-1), nous connaitrons la loi de A si nous déterminons
la loi simultande des n-2 V.A > O 63 yese en_et des (n-2) polysgones
K3 .o K, (ou des n-2 V.4 €5... €n et des n points u,, u
cercle unité).

o ...un du

Cherchons d'abord la loi en volume, Ia relation (4-1) ne défi-
nit A qu'a une translation h prés. Posons donc

A=A,@h
Du point de vue de la loi en volume, on doit avoir O ¢ A, c'est-

a-dire h ¢ A ¢ le domaine de variauion de la translation h, lorsque
A, est donnée, a une extension A de surface v(a) = v(a).
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Posons
Py = 9,(uy)

En remarquant QKi(uj) = ¢K(uj) pour j < i (puisque sKi = {u1, Uyyes

...ui}) et en désignant par h, et h,_, les coordonnées de h, on a

1 2

done

Py = 93 ¢K(u1) Heuo + €n ¢K(u1) + h1 cos u, + h2 sin u,

py = 23 ¢n(u2) teooe + €n ¢K(u2) + h1 cos u, + h2 sin u,
(e3) ps = €3 QK(HS) PN + 0 ¢K(u3) +h, cos ug +h, sin u,

= 1)
p4 'es ¢K3(L4, + 64 wK(u4) Fteoot en ?K(u4) + h1 cos E@ +
Pn = e} (PK3(un) + e4 q)K4(un) tooot en 1 q’Kn 1‘(un) T n q)I*[(u'-'fl)
+ h1 cos u  + h2 sin un'

Nous désignerons par A(u1,...un) le déterminant de ce systeme :

D(p1’p2000pn)
D(€3. e € h1,h2)

(4—4) A(u19-00un) =
Ia loi, en volume, de A est définie par 1'élément différentiel :

1 e ¥lA) 45 a4 alau,)...6(au)
(4~5) ° 1 § 1 "

=% e-¢(A) d e

(o, -7 1~ y
geeed € dh, dh, | alu;ioow) | “(dui)"’G(dun)
Pour avoir A a une translation prés seulement, nous devons intégrer
(4=5) en h = (h1,h2) dans le domaine Xo dont la surface est V(AO)_=
= V(A), ce qui donne :

(4-6) T v(a) e“‘*’(A) d€s...a€ | A(u1,;..un) | &au,)...G(dwy,)

(le facteur 1/6 = 1/3! provient du fait que u1, u2, u3 peuvent
étre permutés arbitrairement, contrairement aux u4,...un). Si nous
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désignons par EV l1l'espérance de la surface de A pour la loi en
nombre, nous obtenons 1l'élément différentiel associé a la loi en
nombre en multipliant (4~6) par EV/V(A). Compte tenu de ¢(A) =
= (3 ¢(K3) +ooot fn ¢(Kn)’ nous trouvons donc l'expression expli-

cite suivante de la loi en nombre (conditionnelle en N(A) = n) ¢

-0 p(K)...8 ¢(K )
(1) wy mpan) = Z T3 VTR ) fetaw)

..-."G(dun) d 23....d en

De cette expression résultent des conségquences remarguables,

Ioi.de AAN=n et Kgy...K, fixés,

D'aprés (4~7), la loi & N = n et KS...'.Kn (i.e. Upyenoy)
fixds admet la densité : '
-2 '

5 G(Kg)eee ) b(K) )

3.00'd en

O(Kg)e - (Ky) e

Donc : ?3,...€n sont indépendantes et obdissent a des lois

exponentielles, Plus précisément, posons :

S .

ep='$'(‘IL2pT (P=37 4,.-.1'1)

Alors les SP sont des V,A. indéperndantes de loi exponentielle
réduite, Comme la loi des Sp ne dépend pas des Kp fixés, les Sp sont
donc elles-mémes indépendantes des‘KP.

Ce résultat mérite le nom de théoréme,

THEOREME - A N(A) = n fixé, le polygone poissonien A (du point de
vue de la loi en nombre) est de la forme :

S S
_ n -
(4-8) A-—(z-” 5 KB@...@-—(-—” X K,

§5""Sq étant n-2 Vv.A. exponentielles réduites indépendantes
entre elles et indépendantes de K3"*K“°
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D'apres (4-8), on a
$(A) = 85 +...+ 5
On retrouve donc, comme corollaire immédiat, un résultat bien connu :
4 N =n fixé, ¢(A) est une V,A. de loi (I, n-2). Nous verrons ulté-

rieurement comment utiliser la relation (4~8) pour déterminer 1la
loi du volume, '

Loi de K3...Kn.

Pour achever de déterminer la loi de A & N = n fixé, il faut

maintenant expliciter la loi de y...K s oOu, ce qui revient au

m8me, celle de (u1,...un). Aprés intégration en 23""€n , 1'ex~
pression (4-7) nous donne cette loi sous la forme :

._EE lA(u1 oot )|
6 Ky . (k)

(4-9) w, 1, (4K, ...dK ) = G(du,)...6(au,)

Ie dounaine de variation de (u1,...un) sur le cercle unité a la
- puissance n est 1limité par la seule condition que 0 appartient a
l'enveloppe convexe (ou triangle) de {u1 u, u3}. On peut aussi rem~
placer le facteur 1/6 par 1/3 et imposer, de plus, a u, d'étre si-
tué entre u1 et u3 (loquue 1'on va de u, & u, dans le sens direct).

1 3
Le domaine de variation est alors défini par :

(4-10) 31n(u2~u1) >0, 81n(u3—u2) >0, Sln(u1—u3) > 0
Pour n = 3, on trouve

A(u1 u, u3) = @K(u1) sin(uB—uz) + ¢K(u2) gin(u1-u3)

+

vxlug) sin(u,~u,)
et donec
o $(K;) M5(dKs;)

Un calcul relativement facile monitre que 1l'intégrale du second

]

%¥ a(u, u, ug) Gdu,) ¢(du,) G(dus)
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membre dans le domaine § défini par les conditions (4~-10) est égale
a4 ¢(K). Nous retrouvons donc la relation
@y by = ¢(X)

que nous avions obtenue plus haut par un raisonnement direct. De
méue, nous trouverons :

(4-11)

. E J A(u1 u, u3)
3 3

¢(K3)

Cette expression se préte a un calcul numérique effectif, bien
que le domaine p défini par (4-10) ne soit pas trés simple,

G(du1) G(duz) G(du3)

Pour n > 3 , un examen attentif de la étructure du systéeme
- (4-3) montre que 1l'on a :

(4=12)  [aluyse..u))] = Jalu, u, u3)l[@K3(u4)-@K(u4)] ceen
Lo () = ayluy)]
En reportant cette expression dans (4-9), on obtient donc :

o, I (aKy,...dK ) = §3n3l(dK3)(¢K3(u4) = glu)] x ...
| - Glau)...Glau )
wee Log ) - op(0) ) e 5gre)

Si nous rapprochons ce résultat de l'expression (3-3) de 1la
- probabilité de transition TK(dK') associée au processus inverse,
nous trouvons finalement :

_blKg) mg(dKy)  ¢(K5)=¢(K)
s ol N

(on a aussi utilisé la relation @y = ¢(K)/¢3).

(4=13)




5 — INTERPRETATION.

Or, revenons au processus inverse K, défini en (3-4) arreté
au temps aldatoire T de loi exponentielle ¢(X) exp(-t ¢(K)). Dési-
gnons par T3' T4... les instants (aléatoires) des changements d'état
successifs de K, , et prenons coume loi initiale la loi (¢(K3)/¢ )
(dK3). Alors, la probabilité pour que le temps d‘'arrét T tombe

entre Ty et T (donc pour que Ky ait n cdtés) et que 1l'on ait

Kt K3 de 0 a 3 ’ Kt K4 de T3 a T ces Kt Kh de n- a T est
donné, justement, par le second membre de (4-12). De plus, a Kge oo

.o oK, fixés, les intervalles de temps successifs séparant les
changements d'états sont de la forme : ‘

S _ S _ . S

— - = - = n
'I‘3 —'$T%;7 N ?4 T3 ET%;T eee T an1 ETK;y

aveC’SB,...Sn indépendantes et de méme loi exponentielle réduite.
On a donc les égquivalences en loi :

T=R

IR

K:T_p.Kp (O.spsTER)

m

q?i permettent d'identifier le processus inverse K, au processus
Kp 4 o E0 particulier, A lui-méme vérifie 1'équivalence annoncée :
A T

A J Ky dt

4
(3~6) Or_p

n

K at

'D=>
i
—

les processus stationnaires directs et inverses,

Considérons le processus inverse K muni de sa loi initiale
(¢(K3)/¢3) n3(dK3) et de son temps d'arrét T. Décrit en sens inverse,
de T vers 0, nous obtenons le processus Kb KT- associd a4 1'ero-
sion de A. Convenons de prolonger le processus K, au~-dela du temps
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d'arrét T, en le faisant repartir
a 0 a partir de la nouvelle origine
Ks ke des temps T : KJHT identique en loi

K E | - a K (muni de T) et indépendant

de lui, Et ainsi a 1'infini,

of-—-——-—-~

Désignons par ¥, le processus ainsi
prolongé a 1'infini, C'est un processus
de liarkov, caractérisé par la loi
"infinitésimale" suivante : si ¥ est domné, on a

Ki,st = Ky avec la probabilité 1 - ¢(K;)st

K, 5t admet la loi Tit(dK) avec la probabilité (¢(X,)-¢(K))st
ou la loi initiale ¢ n3(dK3) avec la probabilité ¢(X)ét. Autre-
. 5 _ -~ ‘
ment dit, le générateur infinitésimal de Ky est défini par
(5-1)  Q£(K) = - (X)) £(x,) + ($(K,)-¢(K)) jTKO(dK') £(k*)
$(X)

—E;_ u(x') £(x') I3 (dx')

Ce processus est stationnaire pour la loi initiale.:

(5=-2) na Ko) = nzg w, nn(d KO)

identique & la loi de 1'érodé infinitésimal X, du polygone pois-
sonien (ou encore & la loi de KT’ i.e. celle de Ky immédiatement
avant le temps d'arr&t T). Pour le voir, remarquons que, pour n > 3,
(4=12) donne : ' '

op My (dKs,s 0 4K = “ne My q (@Kgs e dK ) [4(K_,)-4(K) ] TKn_1(dKn) _""1_Kn)‘

d'ou résulte (pour n > 3)
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(5-3) & J $(x)) £(K) m,(d K ) =

B Jnn—i(d Kpmq) [0(K,_)=0(x) ] JT%_1(d K,) £(K)
Or, si nous écrivons

[nta %) @etxy) = oy [M(a ) () 2(X)

n23

P S o) 210 my(a k)
b3
RIS j{¢;xo>-¢(x')] ma(ax,) [ e(x) 2(x) 7y (ax?)

-0

il résulte de (5-3) et de g = q,(K)/q,3 que 1'on a bien s

Jn(d k) Qe(k,) =

Donc la loi stationnaire de processus Kf est bien identique a la loi
n de K .

~Désignons maintenant par Kt le processus déduit du processus
statlonnalre Kt par renversement du temps (Kt ﬁ L par exemple).
En un p01nt t quelconque, par exemple t = 0, la 101 statiomaire
de K; = Ko est np(d Ko)° L'évolution de Kt de + = 0 jusqu'au temps
d'arrét R de loi exponentielle $(K) exp(-r ¢(K)) est la méme que
celle des érodés K d'un polygore poissonien A. En p = R se produit
un retour & zéro (c'est-a-dire un retour 2 1'état initial de loi

n(d x'), indépendenment de 1'évolution antérieure,
De la méme manidre, nous pouvons stationnariser le processus
A lui-m8@me., Pour cela, considérons d'abord le processus inverse

(correspondant & p décroissant).

Au processus (markovien) K., nous associons son intégrale

A = J K,c dt
. 0
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qui est, évidemment, encore un processus markovien (car K, se déduit
de Ay par dérivation), Comme ci-dessus, nous arré&tons A, au temps
d'arrét T, et le prolongeons au-dela de T en le faisant repartir,
aprés chague temps d'arrét, selon la méme loi initiale (A = {o},

K de loi n(d X, )) Nous obtenons ainsi le processus statlonnaire

Kt , dont la loi stationnaire n1(dA) est celle des polygones pois-
soniens. (C'est égalemenx la loi de Kt immédiatement avant un temps
d'arrét).

. Par renversement du temps, nous déduisons de I% un proce?sus
Ay = K;t qui décrit 1'érosion elle-méme : en termes imagés, A, re-
présente le processus obtenu en érodant les uns- aprés les autbres
) : ' N, ' les différents polygones pois—
o r\\\\‘ soniens, Partant d'un premler
; ' polygone A y nOUs avons At
| AGtKjusqu'é.t=Ro,
E érosion ultime de A . Ent=R_,
I
I

(o]
nous repartons avec un nouveau

polygone indépendant du premier,

et ainsi de suite....

REMARQUE. Le fait que la mfme loi n(dA) régit A; en un instant
quelconque, mais domné, ou, aussi bien, immédiatement apreés un temps
dfarr8t R est une variante du paradoxe bien connu dans le cas du
processus poissonien, Immédiatement aprés un temps dfarrét, A; passe
par un maximum, puisqu'il ne peut que décrolire ensuite jusqu'au
temps d'arrét suivant. On s'attendrait donc & ce que 4', aprés un
temps d'arrét, soit plus grand, en moyenne, que le polygone A; obser—
vé en un instant donné, lLiais il n'en est riemn, car le polygone ob-
servé & l'instant t est sélectionné suivant une loi pondérée par la
longueur R, tandis que le polygone observé aprés un temps d'arrét
ressort d'une loi en nombre, '

R = R(A) a une loi exponentielle d'espérance 1/¢(K). Si nous
choisissons A selon la loi ¢(K) R(A) n(dA) pondérée par R, et
choisissons p selon une loi uniforme sur (0,R), nous obtenons un
érod é Ap dont la loi est définie par :
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o<p<R f(Ap) dp

E[f(Ap)] = ¢(K) E J1
Or, d'apreés l'invariance conditiomnelle :

. - o~p ¢(K)
11‘“ospsR f(Ap)) = 7P VIR E[£(A)]

En intégrant, il vient donc :

vE[f(%B)] = E(£(4))

Ainsi, 1'équivalence en loi du processus A' observé immédiate-
ment apres un temps d'arrt ou en un instant t qualconque est une
conséquence directe de l'invariance conditionnelle,

6 - CAICUL DES w, » ET PASSAGE A 1A IOI EN VOLUME.

Pour calculer @, (probabilité pour gque A ait n ¢dtés) nous
devons intégrer (4-12), ce qui est (en principe) possible puisque
nous comnaissons les expressions explicites de i, et de TK.(dK").
Ia relation (5-3) appliquée avec £ = 1 nous donne :

&y by = mn_1(¢ = (X))

1

relation de récurrence déja rencontrée, Avec f
une relation nouvelle, non évidente :

¢(Kh_1)“¢(x
n_ ®n-i B, ¢(Kn) '

1/¢ nous obtenons

En comparant ces deux relations, il vient donc

oy = $(B) . $(K,_,)-4(X)
™ S (k)

De méme, la relation (0-5) nous dit :



_ $(K) nt by = ¢(K)

o = ee——

Oor, en intégrant (4-12), nous trouvons

E, 0
T gy By W(Ky,)

Donc .
n-1 ¢ — $(K) -1 ¢(X,) - ¢(K)
. =B T (X )
k=3  $kq k=3 Wl

REMARQUE POUR IE CAICUL DE W Pour le calcul de @59 selon la for-

mule (4-11), de mBme que ci-dessous pour le passage aux lois en vo—

lume, il y a tout intére&t a4 particulariser le compact convexe K qui
sert 4 éroder A. Jusqu'a présent, nous n'avons introduit aucune hy-

potheése limitative (sinon que le support S, de la mesure périmétrique

K .
GK associé a K doit contenir p.s. le support SA associé au polygone
poissonien A). Ie cercle unité convient dans tous les cas. Mals il
¥ a un choix plus intéressant : c'est de prendre pour K le compact

convexe défini par

ctest-a-dire dont la mesure périmétrigue soit justement la mesure G

définissant la fonctionnelle ¢. Avec ce choix, on a 3
W10 = [ olaw) gp(w) = 2 V(x)
et, plus généralement, pour tout X' compact convexe :

W) = fo(aw) gpu(w) = o (aw) oplw)

Donc, si XK' est de la forme K' = K(§L), on a @ = Py sur

S, et par suite :

X

(6-1) | V(K" =3 (k)
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selon (4-11). Avec le choix G, = G,

Revenons au calcul de w K

3

on g
¢(K3) = 2 V(K3)

Posons p, = ¢K(ui), désignons par Bys &5y 8y les ang}es (u2, uB?,
(u3, u1), (u1, u2) et par 811 8y 83 les cdtés du triangle K3, i.e,

3 =5y G, ({us})
'y g: = u. ’ i= 1’2’3
1 K3 1
' .
Alors @
2 E ' Alu, u_ u, ) = sin @, + sin a sin a
H B2 B30 T Py 17 P2 2 ¥ P3 3
5 $(K5) = 2 V(K3) = g, py + 8, Py + 83 P3

Ia quantité a intégrer est ainsi :

A(u1 u
¢(K33 2 gi pi

u3) 2 py sin gy

Mais, si nous désignons par D = D(KB) le diametre du cercle

circonscrit au triangle K3’ la géométrie élémentaire nous donne la

relation

sin ¢ sin ¢ sin
'. 1: 2: ¢ = 1

Par suite, la quantité & intégrer dans le domaine p est l'inverse
du diamétre du cercle circonscrit :

Alu,yu,,u;) ) 1
¢(K3) DI¢:a)

et

(6=2) ey -E-B,—Y J T)TTQT 6(au,) ¢lau,) é(duB)
B

(comme ¢ = G, est, en dimension, 1l'inverse d'une longueur, 1/D(K3)

K
a la dimension d'une longueur, et la formule (6-2) est homogéne).



Passage aux lois en volune,

AN=net Kz » Ky fixés, A est de la forme (4-8), et par
suite son volume est : o

S. S.

_ 1 i>) .
VA =3 i?j $(K;) o(X5) JG}%(du) (PK;j(u)
82

D ot y(K) ¢+ 3 %1 53 JG
23 W))2 T pias o(Ky) el K YK

Notons que, pour j>1i, onag, =g¢, sur S, et donc JG P =
" 500TR ! G
= 2 V(Ki). Ainsi

r) - 5 /55 2 53, 2 Sy )
e p gy v (kv s e

Avec le choix GK =@, on a d'aprés (6-1), ¢(Ki) = 2 V(Ki) et

la formule se simplifie :
<

52 n  S.
viay = 2 E—Erizy + 8y 2 UK

i»3 j>i

[

jv‘

Prenons 1l'espérance (conditionnelle en N = n). Comme les Si sont
des exponentielles réduites indépendantes, on trouve :

2 . s
E(Si) = 2 3 E(Si Sj) = ¢ pour 1 # ]

et par suite :

n
V=2 2 —(J—y
n i3 j=i *n ¢ Kj
c'est-a-dire :
_ n .
6~ VvV = _li_
(6-3) VT E Rk

(L'espérance conditionnelle En(1/¢(Kj)) doit &tre évidemment cal-
culée & partir de la loi g, définie en (4-12).



Ies probabilités p, en volume sont ensuite données par :

@ En v

(6-4) . pn = EV

REFARQUE. Sous forme intégrale, (et sans conditionnement en N),

R
A= J Kp dp donne :

0 R p
v(a) = J dp J dp' J GK, Px
o 0 p' P
. ] — —_
Or, pour p' < p , J GK&' ¢Kp = J GK&' ¢KL' = 2 V(K ')
- . P
Ainsi @ R _
]
v(a) = 2 J (r-p) V(Kp) dp
o
lais (avec le choix Gy = G), on a ici 2 V(K; = ¢(K;) et aussi :
t
¢(Ap) = IR ¢(KT) dx
p
Alors R
t
v(4) = J dp JR ¢(KT) dt
0 P
soit

| R
v(a) = f ¢(Ap) dp
o

D'aprés l'invariance conditionnelle, on aura donc

’

»{K)

b

00
s
Par ailleurs E ¢(A) =3 (n-2) w, = 2, et finalement (& cause du

choix GK =G) :

(6-5) EV = —2—
¢ (K)



En reportant dans (6-4) et (6~5), il vient ainsi :

’ n
(6-6) RS _Zg (3-2) B/ %%%%y
| PECER 3

(sous cette forme, plus homogéne du point de vue dimensionnel, il
n'est plus nécessaire d'avoir 1'égalité G = GK y mais seulement la

proportionnalité G, = a G avec une constante a arbitraire).

K

= UN EXEMPLE : RESEAU POISSONIEN HEXAGONAT.

Nous ne sagvons pas effectuer les calculs explicites dans le
cas des polygones poissoniens isotropes, et nous considererons 1le
cas plus simple ou la mesure G est de la forme :

G=x 2 6
k=0 kn
' 3
{réseau hexagonal isotrope : il n'y a que 3 directions possibles,
égqlement probables, pour les droites du réseau, et ces directions
font entre elles des angles de 120°).

Prenons pour K l'hexagone régulier défini par les droites du
réseau, tel que :

$(K) = 6
Alors ¢(K3)...¢(Ké) sont déterminéds (non aldéatoires) :
$(Kg) = ¢(K) =6, oK) =7, oK) =8, oK) =9

En contrepartie, puisque la mesure ¢ a des atomes, il n'est
plus vrai que les polygones s'évanouissent tous & 1l'état de triangle :
un pourcentage notable d'entre eux s'évanouira & 1l'état de trapéze

(ou de paralléelogramme). Nous poserons done :
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. _
S probabilité pour que A soit un gquadrilatére et passe par
~érosion a 1l'état de triangle,

wz ¢ probabilité pour que A scit un quadrilatére et s'évanouisse

par érosion sans passer par 1l'état de triangle.

Dans le premier cas, nous disons gque A est un polygone court,
dans le second que A est un polygone long.

La relation w, by = ¢(K) n'est plus vérifiée ici, on a seule-

ment

De méme, la relation

“n $(x) = ®n Uy T P Yo

reste vraie pour n > 4. Pour n 3, il vient seulement :

L]

W d)(K) = @ ¢3 - m4

Y4

Au total, il vient explicitement {compte tenu des valeurs de ¢n)

wg = 6 =,
2 B, = 7 Wy
3.@5 = 8 m:t
9wy + 8 mz = 6

lais la derniére relation est une conséquence des 3 premieres et de
2 w; = 1. Nous compléterons le systime en écrivant :

m3fm4+w5'+w6=‘!

w4+2m5+3w6‘

|
=S

(cette dernidre relation équivaut a 3 (n-2) w, = 2). Avec By = 6 W >

w, = 21 wg la derniére relation donne 36 we = 1. Donc :
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®6 " 365 "6’ P42 ' ®3° 79
Pour w' (quadrilateres courts), on a 3 w, = 8 w, donc

4
' = -l

1]
“4 'ﬁﬁ » By T2

Pour passer a la lol en volume, il faut calculer les quantités
En '
EYV
Ou bien on a affaire & un polygone du genre court (s'évanouissant
a 1l'état de triangle) et dans ce cas :

. Or ici, a N =n > 3 fixéds, deux éventualités sont possibles.

X S,k
(7-1) A= 5, 52 D eee ® E o
3 - n
ou bien on a affaire & un polygone du genre long s'évanouissant a

1'état de segment de droite. Dans ce cas, le terme S5 K3/¢3 est

remplacé par AR

a celui du paragraphe 4, que l'on a Ap = 8, LO/¢(LO) et done

L S Kn
= o n

y €t on peut montrer, par un raisonnement analogue

(SO, S4°"Sn) étant des exponentielles réduites indépendanfes. Ie
segment L, est orienté selon l'une des 3 directions du réseau, et

se retrouve dans les contours de K4,...K'n° On a ici, avec G, = G

K

- r
G = JG, . = J G = | G = ¢(L.)
J Ky %1, L, %K, I, %k = ] ¥ 91, o

En fait, on n'a pas GK G mais seulement la rélation de proportion-~
nalité ' |

Gy = 169} EV G
2

et par suite

G - WX gy G
j K. ? 2

J Lo

De méme, pour i < j
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K

J GKi ¢Kj = Qé-l EV ¢4

Donc, dans le cas d'un polygone long de n cdtés :

¢(K) noo§ S, S S
V(A) =—— EV|S, ¥ = + ¥ s5; ( =— +—=H +...+-r—1)]-
2 [ O x=q %Yk izg T iy bn

et dans le cas d'un polygone court

(K) EV
v(a) = > s (-1— —-1 —n )] LK sy
[123 ¢1 * q’:.'.~|-1 * ¥ q’n 2

Autrement dit, la formule relative au polygone long s'obtient en
faisant ¢3 = o dans la formule relative au polygone court,

1 [ 1]
Désignons par E, et En les espérance conditionnelles relatives,
respectivement aux polygones courts et longs : il vient :
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Comme m; = mn/7 et m£ = (6/7)mn y 11 vient finalement pour n > 3 :

et pour n = 3

o)
<
Il
=
<
Eé

En substituant dans
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il vient
_ 41 ¢{(K)
P53 72 T3 Ty,
et pour n » 4
: n
=1 1 @(X) o) &K
Py =3 %y [7 s + 32;34 (j=2) s
Numériquement
“n Pn Py /oy = By V/EV
n=3| 2=8| 2 .32 1
9 36 27 432 3
; 12 36 144 452 84
6 36 72 4352 12
n=¢l| L 49 49
36 432 12

On voit que les hexagones sont, en moyenne, 12 fois pius

gros que les triangles....



