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LES MESURES MIXTES ET LEURS SUPPORTS

1 = LA C-ADDITIVITE DES MESURES DE SURFACE.
On sait que les fonctiommelles usuelles de HMinkowski possédent
la propriété dite d'additivité convexe, ou C-additivité, dont la

définition est la suivante :

pef.- Une fonction ¢ sur C(J6) est dite C~-additive si

¢(K) + ¢(K'5 = ¢(KU K') + ¢(KNK) L

pour tous K, K' € C(i4) tels que la réunion K |} K' soit convexe,

Cette prorpiété s'étend aux fonctionnelles mixtes de Minkowski,
qui sont, en effet, C-additives par rapport 4 chacun de leufs argu-
ments, _

Dans ce gui suit, je vals montrer que la C-additivité est en-
core valable pour les mesures de surfaces elles—mémes. L'énoncé
précis est le suivant 3

Th, 1 * (c-additivité des mesures de surface). Soient a et K compacts
convexeZ non vides dans R?, G
Si AU K est convexe, on a :

A‘EE GK leurs mesures de surface.

GA + GK = GAUK + GNTK

Dans ce qui suit, A, K désignent des compacts convexes non vi-
des dans m? . Pour démontrer le Th, {1, je valis m'appuyer sur un
lemme qui fournit quatre propriétés égquivalentes a la convexité de
la réunion A |J K. Je désigne par Pk la fonction d'appui d'un com-
pact convexe K, par Gy sa umesure de surface sur la sphére unité.
Je dis qu'un ensemble C sépare A et K si, pour tout a ¢ A et k € K,

le segment de droite [a,k] rencontre C.



LELI/E | - Les ecing propriétés suiventes sont éguivalentes :

(1) ANK sépare A et X

(i1) A U K est convexe

(ii1) A@K=(AUK) ® (ANK)

(iv) Pak - %A A 9

(v) vcec$), (AnK)ec=(rAec)n(Ke Q)

De plus, si A et K vérifient ces propriétés, pour tout C € G(JG)

les convexes A® C et K ® C les vérifient également,

Démonstration du lenmme,

(1) = (ii). Soient a € A et k € K. Si AN K sépare A el K, il

existe un point x € A N K sur le segment [a,k]. On a donc [a x} c A
et [x k] ¢ K. Par suite, le segment [a,k] est contenu dans la réu-

nion A U K. Donc A |y K est convexe,

(ii) =» (i). Soit AU K convexe, a € A et k € K. Pour O £ A < 1,

posons x, = (1-A)a + Ak, de sorte que Xy
= sup {A, A € (0,1), X, € A}. 511, = 1, x)\o =ke€ANK St Ar, <1,
onaxxeApour)\{)\o et x)\erour)\>)\0. Comme A et XK sont com-

pacts, il en résulte X, € ANK, et AN K sépare A et K.
o

€ AU K. Soit Ao =

(i) ou (ii) = (iii). L'inclusion (AU K) @ (AN XK) c A ® K est

toujours vraie, I1 faut montrer que l'inclusion inverse est vérifice
si AU X est convexe, Soit 2 € A, k € K. Comme A {J K est convexe,

le point médian a' = a+k appartient, par exemple, a A. Comme
. 2= 2 B
AN K sépare A et K, il existe un point x sur le segment (a'k) tel

que X € AN K. Si x' est le symétrique de x par rapport & a', x!
appartient au segment [a,a'], donc x' € A, Mais alors on a a' =

= (x+x')/2, c'est-a-dire a+k = x + x' avec x € AN K et x' e AUK.
Donc A @ K est contenu dans (A U X) & (A N K).

(iii) » (iv). Soit ¢ l'enveloppe convexe de A|J K., On a =
U ?a

P,V Pyge si (iii) est vraie, on a également A@ X = Ce® (AN X))
done ‘PW"‘PA*"?K*'CPAV(PK T PA AP



(iv) =» (v). si (iv) est vraie, pour tout C ¢ ¢(S6), la fonction

t 3 =
d'appul de C @ (AN K) €8t g5 + 9, A Px = 9pa0 A Ppce OT P(pe0)N(KaC)
. t 3 r'd B .
est le sup des fonctions d'appul majorées par q’A@C A q’K@C ¢ comme
cette borne supérieure est elle-m€me une fonction d‘'appui, on a

blen 9 pmc)n(xec) ~ Prec N Prec *

(v) =» (i). Supposons que A N K ne sépare pas A et K. On peut
donc Trouver a € A et k € K tels que le segment [a,k] ne rencontre
pas AN K. La droite D engendrée par ce segmeht [a,k] ne peut pas,
non plus, rencontrer A N K (sinon, on aurait soit a € X, soit k ¢ A).

-E-’%E] . Alors, le point (a+k)/2 est

dans (A® C) N (K ® C). HMais on ne peut pas avoir (a+k)/2 € (AN K) ® Cs
car cela entrainerait que D rencontre A | K. Donc (v) n'est pas véri-
fiée, | |

Prenons pour C le segment [-1%% ’

Enfin, si A et K vérifient (v), pour ¢, C' compacts convexes
on aura :

1t

anrKe(cec)=(hecoc)n(keCcoc)
et aussi :

(Aec)n (ke 0))e ¢

Il

[(ANK @©C]l o c

Donc A @C et K @ C vérifient encore la propriété (v).

Démonstration du Th. 1.

Si AU K est convexe, A et K vérifient la propriété (v) ci-
dessus, Par suite, pour tout C ¢ ¢ ({6) et tout p > 0, on peut écrire :

V(AUK) ®pC) + V(AN K) @ pC) =
=V ((A@pC) U(Ke® pc)+V ((A® pC) N (Ko pC))

= V(A ® pC) + V(K @ pC)

(dtaprés 1'additivité du volume V), En égalant les dérivées en p = O
des deux membres extrémes, nous obtenons :

W1(AU K, C) + W1(Aﬂ K, C) = W1(A,C) + w1(K,c)_



Cette relation étant vérifiée pour tout compact COnvexe‘C,
‘il en résulte bien

GAUK + GAVW-= GA + GK

(en eftet, W1(A,C) = (1/n) JGA 9o » €t les fonctions d'appui Pq
forment une partie totale dans l'espace des fonctions continues sur
la sphére unité),

_ k. k2 k
Corollaire., Ies mesures de surface mixtes @G L P

' ...Ap

(k1 + eeo + kp =n - 1) sont C-additives par rapport & chacun
de leurs arguments Aprece Ap - (et, en particulier, toutes les
fonctionnelles mixtes de Minkowski sont C-additives).

En effet, soient A, X, C compacts convexes et A |J K convexe,
D'aprés le lemme, A @ pC et K@ pC (p > 0) vérifient les propriétés
(i) vo. (v) et (A@® pC) N (K® pC) = (AN K) ® pC. En appliquant le
théoreme, on trouve donc : '

G + G

M;opC KepC - G(AUK)®p0+ G(AﬂK)eapC

En développant en p et en procédant par identification, on
obtient :
k,n~-1-k k n-1-k k n-1i-k k n-1-k

G + G = + G
A C K C “AUK C© AnK ©

Il suffit ensuite de prendre C = Py 02 @eeed® Py Cnuk pour en dé-
duire 1'énoncé général.

Exemple,

Soient'dans mf K compact convexe d‘intérieur non vide, S et S°?
fermés de la boule unité S, tels que K(sS) et kK(S') soient compacts.
Nous désignerons par

~

S={u: WK(S)(u) = QK(H)} 3 S' = i¢K(S') = @K}



les plus grands fermés T, T' tels que K(7) = K(S) et K(T') = K(s*').
(en particulier K(S) = K(s)).

Pour u € S, , On & ¢K(S)(u) (u) si et seulement si u € § ,
et de méme ¢K(S')(u) (u) si et seulement siues§. Donc

Px = (PK(S) A CPK(S') © §U§' = So

Ainsi, la condition § ng' = 8, entraine évidemment K(S)IWAK(S')
= K, mais aussi (d'aprés le lemme) que cette intersection sépare K(S)

et K(S'), ou encore que la réunion K(S) U K(S') est convexe,

o [N.B. : On a K(8) N X(s') = x(syYs").
Par conséquent K = K(S)'n K(S') si et seu~
lement si S {J S* o SK . Mais cette condl—
tion, nécessaire, n'est pas suffisante
pour que S U S' = Sy 1+

Lorsque Sy §' = §, , done, K(5) U k(s')

est convexe, De plus, on a alors :

K(s) U X(s") = k(8 n §")

En effet, ltinclusion ¥(S N §') o x(%) Uy k(5') est toujours
vraie, et il faut montrer l'inclusion inverse, D'aprés la C-additi-
vité, on a :

Ox(s) U k(s") * % = %x(s) * %x(s")

puisque K = K(8) N K(s'). Sur 1'ocuvert §°cF,oma PR(S)UK(S") =
CPK(S) v CPK(S ) CPK(S )? puisque CPK(S) =@ < CPK(S') sur S . Dhonc

= 0 sur S' , et le support de cette mesure est inclus

Cr(shuk(s') =

dans 'S', De la méme fagon, il est inclus dans §, d'ou

K(S)UK(S ycSnE

Paxr ailleurs, ¢K(S)LM(S ) = sur S F}§'. L'inclusion ci-dessus



entraine donc bien X(S) U K(s') =

|

=
—~
42}
2

92
-
.

2 - REMARQUES SUR L'APPLICATION S - K(S).

Soit X un compact convexe fixe d'intérieur non vide, A tout
fermé S ¢ 3(30) de la sphére unité est associé le convexe K(s) ,
défini comme le plus grand des convexes XK' vérifiant Pg1 S g Sur S.
On peut aussi définir K(S) comme le plus grand des convexes K' tels
que 3

K' oK et JGK Pg = J K Pxt

Désignons par J6(K) 1fensemble K(g(s )) des convexes K' de la
forme K' = K(8) pour S € 3(S_)n et cherchons 4 caractériser J6(K).

A tout K' convexe d'intérieur non vide, nous associons le sup-
port SK' € 3(80) de sa mesure de surface, et le fermé gK‘ € E(So)

défini par @

'§K. ={u:ues, , q:K.(u) = grlu)}

Si XK' = K(8) appartient a JG(X), on a évideument aussi K' = K(§K.)
et donc SK' c §K, . Inversement, si SK“ c §K' , on trouve aussitdit

K' = K'(Sp,). Mais, puisque g, = g, sur K‘(SKG), on a toujours

K'(§K.) = K(§K.). pone Sy, © §K, entraine K' = K(gK,), soit K' € ¥G(K).
Ainsi, ¢ K' = K(S) pour un fermé S c SO Si et seulement si

S cS. ..

X' K!'

I1 en résulte que l'espace SG(K) des K' de la forme K' = K(S)
est fermé dans G(K).

En effet, 1l'application K' - SK' est s.c,i, Car ltapplication

K' - GK' est continue, et l'application G - Supp G est s,c.i. D;au—

tre part 1'application X' - §,, est s,c.s.

Kl




[ ]
En effet, si Kn = K'y soit {u_ } une suite dans §_ vérifiant
. nk o
uw €5, (i.e. (u. ) =, (u )) et u - u, Comme : -
2k~ K cPKx'lk n’ "~ ¥k oy Ny ‘Pxnk vk
uniformément, il vient ¢K,(u) = @K(u), c'est-a-dire u € Sy,. Donc
g ) m g | Y et K' - '§

K' K, K

. :
Soit alors {Kn} une suite dans $6(K), c'est-a-dire telle que

, €st s.c,s,

Kh c bKn pour chaque n, convergeant vers K' : d'apres les semi-

continuités ci-dessus, on a § x' € lim SKn et Tim'S, ¢ c SK' « Done

n

SK! c gK' , et K' € J6(K) : cet espace est bien fermd,

Montrons maintenant que l'application S — K(S) est continue
(K étant d'intérieur non vide) en tout S tel gque XK(S) soit compact.
(Notons qu'en général K(S) est un fermé, non nécéssairement compact
dans]Rn : pour que K(S) soit compact, il faut et il suffit que lfen-
veloppe convexe C(S) de S admette O comme point intérieur),

IL'ensemble des S tels que K(S) soit compact est ouvert dans
3(80). En effet, K(8) est non compact si et seulement si il existe

un u, € S, tel que < u U > 2 0 pour tout u ¢ S. On en déduit sSsans

peine que {S : S € S, , K(S) non compact} est fermé dans 3(80), et

sun complémentaire est bien ouvert,

Par suite, si § - S et si K(S) est compact, les K(Sn) sont
compacts pour n assez grand,

Toujours pour n assez grand, les K(S ) restent contenus dans
une boule fixe., En effet, s'il n'en est pas ainsi, on peut trouver
une suite xnk € K(Sn ) telle que [x kl ~ewetu =X /[xnk|‘~ u

t
Comme ¢K(S )(u) > ¢K(u) v<ux, k >, 1 ensemble S, n,’ sur lequel

. t

= est contenu dans S = {cux_ > < ¢ u)}. Or s
Pls, ) q’K’ n, n> < Wl n,
converge, dans 3(80) vers la limite S' = { < u uo > < O}'et on trouve

S S' : mais cela contredit le fait que K(S) est compact.



Ainsi, pour n assez grand, les {K(Sn)} forment une famille
relativement compacte dans C($6). Soit donc XK' une valeur d‘'adhé-
rence de la suite K(Sn), et sn une suite partielle telle que

(s. ) *
K S b d K' Y
ny

D'aprés les semi-continuités mentionnées ci-dessus, on trouve :

SK' c lim SK(Sn ) c lim Sn =9

k k
et
S c Iim SK(Sn y e8¢ .
k
Mais Sp, € S ¢ SK' equlvaut a X' = X(S). Par suite, la suite

K(S ), étant compacte et n'admettant qu‘une valeur d'adhérence, con-
verge elle-mme vers K' = K(b)

Soit maintenant x € ®R® un point donné et XK(x) 1l'enveloppe con-
vexe de K |J {x}. Convenons d‘'appeler secteur
normal du point x le cdne ouvert convexe Tx
défini par

={ues; s <uxs>>glu}

Ie cbne cuvert Tx ezt vide si et seulement si
X appartient a K :

TX = ¢ e X € X

et, si T, 29, T, est 1l'intérieur du cbne des norméles en x a lten=-
veloppe convexe K(x).

Désignons par Sy le complémentaire de T, dans § s
S, = {ues,,»<uxs>s glu)i

. (w) < U X > sur Tx
u =
(PK(X) ‘ CPK(u) sur Sx

et ¢K(x)(u) > gy (u) sur o . I1 en résulte K(x) c K(S,) et s, = 3,



i.e. S, est le plus grand fermé S tel que K(Sx) = K(8). ilais, comme
.?K(x)(u) =< u x > sur 1'ouvert T, la mesure de surface GK(x) est

nulle sur Tx’ d'apres le principe de localisation, et par suite

Sg(x) € Sge Or cela entraine K(x) o K(Sx). On a donc 1'égalité :

K(x) = K(s,)

Soit maintenat S un fermé dans S_. On a X € K(s) si et seule-
ment si <« U x > < ¢K(u) pour tout u ¢ S ; mais cela équivaut a
SesS, ¢

x € K(8) e Sc 8,
En particulier, 3 » i.e. le plus grand des fermés S' tels que

K(s') = X(8) (ou encore : § = {u ¢ Sy ¢K(S)<u) = ¢K(u)},'est donné
par : : o

]

S=n {8, x e K]

Comme S - K(S) est une application continue, et K' - §K. une
application s.c.s., on voit que l'application S ~ S est une ferme-

ture s.c.s, sur SO.

Cette fermeture vérifie K(8) = K(S) et, plus généralement :

K(S) c K(8') « §* ¢ §

L'application x - S _ est elle-méme s.c.s, En effet, s - K(x) est

continue, et K(x) - SK(x) = S, est s.c.s.

En ce qui concerne SK(x)’ support de la mesure de surface de
1'enveloppe convexe de K |J {x}, on a vu.SK(x) c 8, . Du fait que

QK(S ) =<ux> sur T, , on a méme un résultat plus fort : si
p'e

1 n-2
Tx(x) = %k(x), B est la mesure—trage associée a K(x), et STK(x)
son support, on a méme :

R =
TK(X) A X



- 10 -

On le voit encore en remarquant que le complémentaire du sup-
port de Tx(x)? réunion des intérieurs des cdnes des normales aux
sommets de K(x), contient nécessairement T, » puisque T, est juste-
ment 1l'intérieur du cbne des normales en x a K(x).

3 — LES SUPPORTS DES WESURES MIXTES.

Si Ao Apeesshy | sont compacts convexes dans R~ (non nécessai-

le
A1’0. An_1
Parmi les Ay» certains peuvent

rement d'intérieurs non vides), nous désignerons par S

A1...An'

gtre égaux, L'utiliserai la notation

support de la mesure mixte G

k1 kp k1 ki
G et 'S :
K1)oool&) K1"0..%
(avec k1+...+k = n-1) lorsque, parmi les n-{1 compacts Ay kj sont

égaux a Kj (3 = 192ye..p)e 81 Kp est la boule unité B j'écrirai

k k k k
G, ! =1 et g ! KP_1
1{1.’0‘.’%_1 K1,oou p_1

en sous-entendant Kp = B (avec évidemment Kk, ,4...+ kp_1 < n-1).

1
1 n-2

En particulier, la mesure-trace T, = GA B s'écrit :

Ty = GA ’ STA = SA
et la mesure de surface G, est elle-méme : -
n-1 n—1
GA = GA H SA = SA

S1
A
4 A. Pour { < k < n~-1, la caractérisation est un tout pétit peu plus

est le complémentaire des intérieurs des cOnes des normales

compliquée Sk est l'adhérence du complémentaire de la réunion des

A
intérieurs relatifs des cdnes des normales a A de dimension > n-k,



n-1
(si kX = n-1, S = §, est 1'adhérence des directions extrémales

A A
pour A).

1
Pour k = {, le support SA = ST de la mesure-~trace admet une

caractérisation simple : si H € 3’ est un sous-espace a 2 dlmen31ons,

désignons par AH = HH A la progectlon de ‘A sur H , par GE'— GAH
sa mesure de surface dans H (concentrée sur le cercle unité de H) et
par S, c H le support de GH . Alors :

A A

H

1
(3-1) 8, =U_ 8,
HGSE H

En effet, une direction u est dans Sl si et seulement si elle

n'est intérieure a aucun cdne des normales a A, Or u est intérieure
a4 un cbne des normales de A si et seulement si elle est intérieure

(dans H) & un cdne des normales de la projection Ay = ; A pour

tous les z—plané H foz contenant u., Cela signifie donec

1
u;&‘SA o vHeffztelqueueH,ug SAH

Par suite SL est bien la réunion des supports SA

H
%,

¢ H parcourant

A cbdté de 1'érosion infinitésimale K(SA) de K par A, nous pou=
vons considérer des opérations du type K(SA A ) K(S ) ete,..
1900. 11

Dans ce qui suit, Jje considérerai surtout le cas k = {, c'est-a-dire
1'opération

K(s}) = K( STA)

Ia relation 3~1 donne une premiére interprétation géométrique
de cette opération., Par définition, on a

K(STA) = N , Eu’¢K(u)
uesA :

(avec la notation Eu,a = {xe®, <ux > s a} » a 2 0}. D ‘aprés (3-1)



ceci peut s'écrire :

K(s_ )= n N
TA HEd, ues, E“‘PK(“)
H
c'est-a-dire :
(3-2) K(sT ) = N K(SA)
A HES) H

Pour un 2-plan H € <, domné, K(SA ) est un cylindre : sa base dans

H
H est 1'érodé infinitésimal KH(SA ) de la projection Ay de A sur H
H

par la projection KH de X sur H, et, Hl‘e>3;F2 désignant le (n-2)
plan orthogonal a H, on a ¢ '

K(s, ) = Ky(s, ) o H

Ainsi, K(ST ) est 1l'intersection, H parcourant Efé, des cylin-

dres K(S, ) obtenus en prenant les érosions infinitésimales des pro-

Ay

jections de A par celles de K.

Cette opération présente des propriétés remarquables dont l'’essen-
tiel a été mis en évidence par Jinkowski, Nous y reviendrons dans le
paragraphe suivant. Notons d'abord un lemme qui nous sera utile,

LEMME 3 - Pour K1,...Kp compacts convexes dans m? et k

g teeet kp =
= n-{, on a $ .
k., k k k k k
1 72 P 1 2 jo
P osoe C S n S n oo e nS
3K, 1K, K, K, K, K,
Il suffit, évidemment, de montrer
1 1 k k
S s A c S
K1,QQQ,I{Il_k_1 A
1 1 k
J'écrirai, pour abréger, au lieu de S A .

S
I%',A K1'...Krl—k-1 .



Considérons d'abord le cas particulier ou il existe pour chague
i=1,...0=k-=1, un homothethue de la boule unité ouvert selon K »
soit Py B = K1 ® K . 11 suffit pour cela que ¢K solt deux fois

différentiable, de sorte gque les K1 possédant cette propriété sont
denses dans C(JG)., Si pi B=K ® K1 ’ 117%n résulte ev1demment :

Gpi B,A=npi 2 G

KiA

et donrc . Si maintenant les Xy sont quelconques, je peux

AK c S
trouver decs sultes Kl(n) - K telles que pour chaque i et chague n
il existe un homothétique de B ouvert selon Kl(n) On a donc

. 81 K;(n) - K; » G et, 1l'application

k
Sk, (n),4 € Sa K;(n),a ~ ®k;A
support étant s,c, 1.. on trouve blen :

. ' k
SI&A c lim SKi(n),AC SA

4 - L'OPERATION K(S_ ) EL LE THEOREME DE MINKOWSKI.
A

Dans ce paragraphe, je suis pas a pas la démarche de Minkowski.
L'illustre mathématicien rewzryue d'abord quien vertu de la crois-
sance des fonctionnelles mixtes, on a toujours :

(4-1) | JGK' Py 2 JGK ¢A

pour K, K', A compacts convexes et XK' o K. Il montre ensuite que 1la
réciprogue est vraie ; autrement dit :

Th, 4.1 (Minkowski) : Une fonction bornée o sur la sphere unité
est la fonction d'appui d'un compact convexe A, si et seule~

ment si on a @
JGK' ¢ = IGK P

pour tous compacts convexes K, K' tels gque K' o K.




Pour montrer que ¢ est une fonction d'appui, il suffit de
‘montrer que la fonction homogéne (x - ¢(x) = |x| ¢(x/]|x|) qui
la prolonge dans & » €t gque nous noterons encore ¢; est convexe,
En modifiant légérement la démonstration de Minkowski, je consi-
dere d'abord le cas n = 2,

et u. trois vecteurs unitaires dans m?

Yor T 2
+pu, A et up > 0. Il faut montrer 3

Cas n = 2, Soient y U

tels que u, = A u,

p(uy) = & gu) + p g(uy)

]
Désignons par u_ = = u, le vecteur unitaire opposé a U s de
]

o
sorte que u, + A u, +pu, =0. La mesure :

1 2

Gn =6 , +A 8, +péb
T, u(; _u1 u2

vérifie la condition barycentrique et constitue donc la mesure péri-

métrique d'un triangle T.

De méme, GL = 6ué + auo est la mesure pé-
rimétrique d°*un segment I, de longueur

a1y unité, orthogonal a u ,et L est inclus
dans T & une translation prés (L est 1ltun

4

I des cB8%és du Uriangle T). Oz a done IGT ¥

2 JGL ¢ 5 ce qui donne bien ¢(uo) <
b s & plu) + pogpluy).

o

Cas général., Supposons le théoreme vrai pour Bnﬂj, et montrons qu'il

. §43 . . ‘
subsiste dans R . Pour cela, je note que si K est compact convexe et
u un vecteur unité, on a : ' '

i
_ u
GK@pu = GK + p GK

L

désignant la mesure de surface (dans ut

Gy identifiée & B* ') de
la projection de XK sur l'hyperplan uJ'. Si K o K', on a donc pour

tout p > 0



1 L
%JGK¢+JG§ cpz% JGK.¢+J‘G}2.¢

Pour p - =, il vient par suite :

u’L ut
JGK P 2 JGK’ P
‘ _
En particulier, si K1 o K1 sont deux convexes dans u‘L s €n prenant
: ‘ L L
= ' = !; i i u = u =
K K1 ®uet X K1 ® u, il vient GK GK1’ et Gy GK' » donc

i . Sl . 1 N
(dans u™ identifide & R h JGK 9 > JGK" 9. D'aprés l'hypothése de
' 1
récurrence, la restriction de ¢ au sous-espace ul est done convexe,

Coume ceci est vrai pour n'importe quel sous-espace u' ¢ ﬁpn_q ' @
est elle-mfme convexe dans ®-. '

N.B, On pourrait penser qu'inversement la condition _[GK' P, = JGK Py

(X, K' donnés) pour tout convexe A entraine X' - K & une trans-
lation pres, Mais il n'en est rien (sauf sin = 2). Il y a des
contre-exemples,

Notons, en passant, le résultat suivant :

Si, pour tout convexe A, on a jGA Pxr 2 JGA Px alors K' 5 K
a une translation prés, :

En effet, la famille GA des mesures de surface est dense dans
1l'espace %b des mesures G > 0 vérifiant la condition barycentrique
Ju g(du) = 0. On a G € Mt‘b si et seulement si IG ¢ 2 O pour toute

fonction ¢ continue sur S, de la formz'e»q;(u) = ¢(u) +<uxs>, ou

X € {Rn et ¢(u) =2 0. Or m'ensemble&’t(;b des fonctions de cette forme
est fermé pour la convergence uniforme, comme on le vérifie facile-
ment. Par conséquent on a aussi ¢ 63'}{,.; si et seulement si ij ¢ 20
VYV G € Wb, ou, ce qui suffit, puisque les mesures de surface sont
denses dans SM‘b’ si J-GA.cp = 0 pour tout convexe compact A, Dans le

1)
cas qui nous occupe, on trouve donc Ppr ~ Px ef)’?(b , c'est-a-dire
K' > X & une translation preés,
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Dans le cas n = 2, JGA Px = JGK Py o et 1'énoncé (faux pour
n > 3) : "jGK' Py 2 JGK ¢, bour tout compact convexe A entraine

K' © K # ¢" est donc vrai,

Aprés cette digression, revenons au Théoréme 4-1.'Ayant établi
ce théoréme, onkowski se demande ensuite quelles conditions doivent
vérifier les compacts K' o K et A pour que 1l'égalité soit réaliscée
dans la relation (4-1). Il obtient alors le résultat suivant (que
j'énonce avec mes notations) :

Th, 4-2 (minkowski); §oient K, K' et A compacts convexes dans m?
tels que K' 5 K et que K soit d'intérieur non vide, On a

(4-2) "J‘GK' (PA = JGK Pa

si et seulement si K' K(S,t ).
A

montrons d'abord que la condition X' « K(ST ) est suffisante,

Notons que l'on peut toujours écrire : A
n-2 1
JGK Pp = IGK A %

' n-2 1
On a vu (lemme du paragraphe précédent) que le support SK A:est
inclus dans ST . Par conséquent, dans la seconde intégrale, on peut

B - - ”_A, L . ~ .

remplacer P PAT Pyr POUTrVu que Qp = @, SUr STA, c'est-a-dire

K' « K(S_ ). Ainsi :
TA
-2 1 n-2
JGK (PA=_[GK x Pk ‘_JGK k' Pa

En réitérant le raisonnemwent, on voit de méme

n-k k-1 n-k=-1 k
JGK k' JGK k' %A

et finalement JGK Py = .[GK' Pa
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I1 faut maintenant montrer que la condition est nécessaire,
Cela signifie ceci : si JGK' Py = JGK Pp et si u € 5, est une di-

rection pour laguelle ¢K,(u) > ¢K(u) strictement, alors, nécessai-

rement, u ¢ S_ » i.e. i u est intérieure au cdne des normales a A
. A
en un sommet de A,

Ia démonstration que donne Minkowski est tres directe et tres
géométrique, Je la résume comme suit :

Soit u, €S, telle que ¢K,(uo) > ¢K(uo)
strictement, Considérons l'hyperplan H =

={y s <u, ¥y > = a8} avec.¢K(uo) <ac<
< QK,(uo) strictement. Comme X, et donc

aussi K' o K, sont dtintérieur non vide,
on peut trouver dans H un (n-1) simplexe

(i.e. un polyédre d'intérieur non vide
a n sommets) T contenu dans 1l'intérieur
de X', puls un point x € XK' N ) H tel que T sépare x et K.

Soient alors C l'enveloppe convexe de T (J K et C" celle de
T U {x}. I1 est clair sur T sépare enccre C et C", et que T = C N C":
d'aprés le paragraphe {1, C' = C|J C" est donc convexe, De plus, K
et T étant inclus dans K'y, on a K« C ¢ K'., De mBme, T et x étant
dans K', on a'aussi C" < X', Donc K= C c G ¢ K¥, Par suite, d'a~
prés la croissance des fonctionnelles mixtes, C et C' vérifient éga-
lement la propriété : '

ch Pa " JGC' Pa

Maintenant, T = C' N C" séparant C' et C", la C-additivité des
mesures de surface donne :

G, + G = G

T s + G

c C"

Par suite

(4-3) - JGT Pa 7 JGC" s
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Or, G, est de la forme Gp = xo(éuo + 6&0), A, > O désignant

le (n~1) volume de T et U =-=u puisque le simplexe T est con-

4
tenu dans l'hyperplan H, ge plus? C", enveloppe convexe de x et de
T est un simplexe dans m? admettant T comme face avec la normale
extérieure ﬁo = - u, (puisque T sépare x et K). Désignons par Uysens
u, les normales unltalres aux n autres faces du simplexe C", Ia

mesure de surface de ¢" est alors de la forme :

Gan = Mg 6y + Ay 6, + eee + A, 0

u, 1 %u,
(avec toujours Ao = (n=1) volume de T, et X >0, 1=1,...0n), De
plus, la condltlon barycentrlque donne x uO + x1 u1 ¥ oee + xn 5 O
clest-a-dire (puisque u = -u )
(4-4) Ao Ug = Ag Wy #+ wue + A Wy

Reportons dans (4-3) les expressions obtenues pour G et GC"‘ Il
vient 3

n
(4~5) Ao 9, (0 ) = 2=31 Ay 9,(uy)

Compte tenu de (4-4), A, €t les A; étant > O et Ugsooolly linéaire-
mert indépendants, cette relation (4-5) signifie bien que u, appar-

tient & l'intérieur d'un cOne des normales a A, i.e. u, £ ST « B
A

Un corollaire simple est le suivant : si A n'a pas de sommet
et si KXK' > K, alors JG entraine K' = K., En particu-

| K' ‘PA=JG’K Pa
lier, en prenant pour A la boule unité, on voit que si X' o K et
8i K et X' ont la m8me surface, alors XK' = K,

En effet, A étant sans sommet, ona S. = S_ et donc X(S_ ) = K.
Ty o Ty

Plus généralement, si SKZC ST}, c'est-a~dire si aucune des di=-
rections chargeant la mesure de surface de K n'est intérieure am
cOne des normales d'un sommet de A, et si GK Py = JG

Py 0 alors
1'inclusion K c K' entraine 1l'égalité K = K'. '

K'



Voicli maintenant des conséquences wmoins triviales,

K étant d'intérieur non vide, et K' o X, le théoreme de ifinkow-
ski nous dit que

. JGK Pa ~ JGK' Pp ® Px T Pgr SW SrA

Or, si 01, Cz,...C sont compactes convexes guelcongues, on

n-1
]
a encore K' @ C; @ ... ©C, 2K@OCy@... 00y o 9y eC,@. ..aC,_,

sur ST s, donc aussi s

= (P '
K'eC@. . .0C,_, A

G . (P = JG ¢ . ?
J KeC,@...eC,_, YA K'eC,®. ..aC,_, *A

En dévelpppant ces intégrales au moyen de la formule de Steiner
et en identifiant terme &4 terme, on trouve donc :

| X, X X k. k. k

G o2 eeeg? 9, = JG V2P
(4~6) JK c, C, 'A K* C, C, A
quels que soient les 02,...Cp.

Dans cette formule, prenons._kp = 4 et permutons A et Cp° En
changeant les notations, on voit que pour 0. < k < n et C1,AC

2...‘
Cpiy., 8rbitraires domnés, on a pour tout C ¢ c(d6)

k .
Aog = J‘GK'CV..GG

k
(4-7) ja
. K’ C1o.oc n"’k"Z

¢
Neke? ATC

"Par suite aussi les mesures mixtes elles-mémes sont égales :
k | k

(4-8) GK’C1,09-C A = GK'G 606

A (v C,eeC v 0)
Ne=X~2 1 N K= 1 k-2

n
“En particulier

(4-9) G = G

Dans le cas n
k dans (4-8) est k

3, la seule valeur non triviale possible pour

I

1 et on obtient simplement (en supprimant les
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ind ices supériewrs, superflus puisque tous égaux & 1) :

(4-10) Gy = Gup

Montrons la réciproque., Pour mieux éclairer 1la démarche, je
me place d'abord dans le cas de l'espace a n = 3 dimensions, Soient
donc, dans m:, K et K' compacts convexes vérifiant (4-10). Il n'est
pas'nécessaire de supposer K' o> X, Pour tout compact convexe C, il

vient JGAK Pc = JGAK' P et, en permutant A et C ¢

JGKC Pp = JGK'C Pa

fVGC‘C = K, ceci donne JGK Pp = IGKK' Py * et avee C =K', de méne,

JGKK' Py = IGK' ¢ e Par suite, dans m:, 1¢égalité (4-~10) entraine

(4-2) JGK Py = IGK. s

et cela, d'ailleurs, sans mme postuler l*inclusion K' 5 K. Ainsi ¢

Corollaire 1. Si K, K', A sont compacts convexes dans m?, tels gue

K' oK et K d'intérieur non vide, les 5 propriétés suivantes sont

dquivalentes :

i/ XK' e« K(sS_ )
TA

1y JGK Pa = JGK' Pa

iii/ IGKC Py = JGK'C 9, Rour tout compact convexe‘c

iv/ Gy = AK'.
v/ JGK Py = JGKK' Pa

[L*équivalence de ii/ avec la propriété v/ en apparence plus
faible sera démontrée plus loin],

Dans le cas général n > 3, la réciprogque est moins facile a
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écrire, a cause de la prolifération des indices, Je suppose, cette
-fois, toujours K' o K.

Notons d'abord que si la relation (4-8) est vraie pour un entier
k donné strictement compris entre 0 et n-2, alors (4—95 est vérifide
aussi, et plus généralement (4-8) est vérifide pour tous les entiers
k' > k,

In effet, (4-8) entréine évidemment (4-7) pour tout C et, comme
K' o K, la croissance des fonctionnelles mixtes montre que l'on a
aussi '
Gyr o N JG P
K C1 e e o n-k-z A C K K' C1 L I nﬂz-k Ar L c -

pour tout entier p compris entre O et K et donc :

k P k-p

= @G '
K C1...Cn—k-2 A K K CI..’Cn-Z-

G (O < p < k)

x A

En écrivant cette relation avec Chak-p = K 11 vient

k+1 P+1 k-p ( ] )
G N =6 ' 0O sp<xk
K C1"°Cn—k~3 A K K¢ (31...()1,1_.3&__3 A
et avec Chek-z = X'
k P k+1 ( )
G = G Osp<ck
K X! 01...Cn_k?3 A K KX°* C1...Cm_,k:_=3 A :

- Avec p = k-1, la premiere de ces deux relations donne ¢

k+1 k
GK c1.o.oA=GK K' c1o.oA

De méme, avec p = 0, la seconde donne

k S <3
G = 6

- "KK? C1...A K' C1...A

et on a donc bien, finalement :

k+1 . k+1
G =G
K C1 L n-k-3 A K' c1 * o0 Cn_k—3
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En réitérant le raisonnement, on aboutit a (4-9).

En sens inverse, supposons maintenant (4-9) vérifiée, avec
toujours K' o K. On a pour tout C

n-2 -2
IGK A%< lGK' A %

puis, compte tenu de la croissance des fonctionnelles mixtes :

n-2-k k n-2
Gk k' %c JGK A%

pour tout k compris entre 0 et n-2, Ceci entraine 1'égalité des me~
sures elles-mémes 3

n-2 n-2-k k

& = G K' A

K A (0 < k € n=2)

Si nous mltiplions par g, (par ¢K,) et intégrons, il vient :

N g . D=f=k k
JGK Py = JGK k' P
n-2 1 n-2-k k+1
JGK K P4 = JGK. k' Pa

Avec k = {, la prenmiere relation donne

n-2 1
e

IGK P K  K' %

et la seconde, avec k = n~2 :
n-2 1 v
JGK K' Pp 7 JGK'~¢A |

Par suite IGK ¢A = IGK, ¢A y done X' ¢ K(ST ), et, comme on

A
1'a vu, cela entraine (4-8).

Nous pouvons donc énoncer, sous forme de corollaire, la version
suivante du Th, de Hinkowski, qui est en méme temps une caractérisiu-

tion de 1l'opération K(ST ) ¢ 1l'équivalence des 5 premiéres propriétés
A
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vient d'8tre démontrée, Ia propriété vi/ fait 1l'objet du paragraphe
suivant,

Corollaire 2, Soient X, K' et A compacts convexes dans BR® tels que

K' > K et que K soit d'intérieur non vide. Les 6 propridtés sui-
vantes sont égquivalentes :

i/ K' c:K(S )

ii/ JGK P, = JGK' Py

iii/ il existe un entier k (0 < k < n-2) tel gue pour C
C

C ...

1’

=k compacts convexes gquelcongues on‘ait
k k
G = G :
K’C1’...Cn‘-k-2‘, A K',C1,°‘.Cn-k“2’ A
n-2 n-2

iV/ G = @G

K A K' A

v/ pour tout entier k = 4,2...n-2 et tous compacts canvexes

01 } 2 ) .Cn-k-z

'k ’ k
G = G

KC L P P A >t
1 nkz K C1.°¢C k"=2

-2 1
vi/ J K% JG K A

Montrons maintenant 1'équivalence de vi/ et des autres propriétés,

5 = GENERALISATIONS ET CONJECTURES.

En supposant toujours XK' o K, la croissance des fonctionnelles
mixtes domne :

| n-2 1 n-3 2
JQK ?p % J0k k' Pa = JGK K' Py S ee S JGK' ?a

Autrement dit, la proprléte ii/ du corollaire 2 est equlvalente
a la conjonction des n égalltes :



. n-2 1
]Gk Pa JGK K'

r n=-2 1 n-3 2

G 9, = |G P
Sk ok A Jx ok A
< 1 n-2

J% x* 9 JGK' Pa

Ainsi 1'une ou l'autre des propriétés i/ a v/ entraine vi/.
Il reste a montrer la réciproque. Cette propriété vi/ peut s'écrire,
en permutant A avec X ouvK' s

n-2 1 _ n-2 1
(5-1) JGK A% T % A% g
Compte tenu de l'inclusion K' o K ceci équivaut & 1fégalité

= 1 n=2 n-2 1
9k = Pgr Sur le support §, ° de la mesure mixte G, < , ,

soit encore a :-

1 n=2
(:5-2) K' ¢ K(s, ¢ )

Nous aurons donc achevé la démonstration du Corollaire 2. Si nous
montrons que l'on a 1l'égalité :

1 n-2
(5-3) K(S,:A) =k(5, ¢ )

pour tout A € C(36) et tout K € C(f&) d*intérieur non vide.

D'aprés le lemme du paragra phe 3, on a toujours l'inclusion

(en général stricte) gl =2

ALK © ST et par conséquent :

A
1 n=-2

K(ST ) K(SA X )

A

et il faut donc établir 1l'inclusion inverse.

Soit x un point n'appartenant pas a K, et K(x) l'enveloppe con-
vexe de K |J {x}. Je dis que 1l'on a :
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(5~-4) J JG - ;(x) éA

1 n=2
(c'est-a-dire (5-1) avec K' = K(x)) si et seulement si x ¢ K(S

A K )
1 n-2
En effet, (5-4) équivaut a K(x) c K(SA K ), puisque (5-1) équi-

vaut a (5-2). lais, K(x) étant 1'enveloppe convexe du point x et de
1 n=-2 1 n=2
K c:’K(SA X ), cette inclusion équivaut elle—mém° axe K(SA K ).

L'étape suivante consiste i montrer que la relation (5-4) entraine
la relation plus forte

n-1 -1
(5-5) JGK LI JGK(X) a

Ceci achévera la démonstration, En effet, d‘'apres le théoréme
de Minkowski, (5-5) équivaut a K(x) K(S ), Ctest-a~dire & x ¢ K(ST )
Ta A
et on a vu que (5-4) equlvalalt axe K(S1 n =2 ). Dire que (5-4) en-

traine (5-5) équivaut donc a 1'inclusion voulue K(Sl.gfz) c K(ST )e
A

Partons du lemme simple suivant :

LEME 5. Pour XK', K1-::Kh-2 compacts convexes damisn, on a

G, . = G, N B
K ,ﬂl,...Kn_2. K ,K1(QTK'),‘,nn_2(sTK )

En effet, pour tout compact convexe ¢, le lemme du paragraphe 3
donne S_, c S . On peut donc écrire :
K ,C K2,e 001{11_1 TK'

G . (] = JG P =
J Ky K. .. X, %0 K'sCoKpyoe o Ky PR,

Pk, (s

= 1G,. )
J K'yCyK,re0 K _ ) = JG , )
2 =2 1P, Kl,K1(STK'),K2,...Kn_2' C

' Par suite :
= @

' K1.. .%—2

et il suffit de réitérer le raisonnement,

]
K ,K1(STK'),K2’. 0-1{11_2
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Appliquons ce lemue avec K, =...= X , = K et K' = K(x). 11
‘vient :

n-2 14 _ n-2 i
G k(x) T GK(sT ) K(x)
K(x)
et donc
-2 1 n-2 1
(5-6) JGK K(x) P47 J%(s_ ) x(x) %a
| K(x)

Or, a la fin du paragraphe 2, nous avons établi l'inclusion

Si(k(x)) ¢ Sx
qui implique évidemment

k(@) e K(5y(x(x))]

Compte tenu de cette inclusion et de la croissance des fonc-
tionnelles mixtes, nous voyons donc que (5-6) entraine 1'égalité :

n-2 1 |
(5-7) IGK K(x) %2 ~ JGK(X) Pa

Compte tenu de (5=7), il est clair que (5-=4) entraine (5-5),
ce qui acheéve lua démonstration,

Chemin faisant, nous avons obtenu un résultat gqui mérite d‘'&tre
énoncé :

Théoréme 5, Pour A et K compacts convexes dans @flet K d'intérieur

non vide, on a : d

1 n-2
K(STA) = K(sA .

Dans ;33, en particulier, K(s_ ) = K(S,.)
Th AKX

Conjectures,

Voyons maintenantvquelques conjectures,

Ie théoréme de Minkowski énonce que K(sT ) = K(s!)est le plus
A A



grand des compacts convexes K' o K tels que :

W, (X,4) = 'w1(K',A), C

n-{ .
De méme, 1l'érodé infinitésimal K(SA) = 1<;(sA ) est le plus grand

des compacts convexes K' o K tels que : -

Wy (K8) = W _ (K5 h)

(n est donc tenté de poser a titre de

Conjecture 1. (forme faible) Si A € C(5H) et si X est un compact
X

plus grand des compacts convexes K' - K tels gue

convexe de dimension supérieure a n-=k dans(ﬁn,.K(SA) est le

(f0¥me forte) dins les mémes conditions, si Apsecchy € c(§6),
1 n—i-
K(s
A1°O.Ak B
tels que

) est le plus grand des compacts convexes K' o X

; ok _ - n-k

Ces conjectures sont vraies pour k = { et pour k = n~j {en par-
ticulier, donec,si.n = 3, ces conjecturcs sont des théorémés)o Il
reste a lef établir, dans & avec n > %s pour k = 2,...n=2, MHalheu-
reusement, pour k « n-1, le raisonnement géométrique direct de Min-
kowski ne s'applique manifestement plus, et il faudrait trouver une
autre démonstration,

Je ne suis pas a méme de démontrer ces conjectures, et je note
seulement ici quelques remarques préliminaires. '

En premier lieu, remarquons que le raisonnement qui nous a per-
mis d*établir la relation (5-7) a partir de ltinclusion S, () c S,
K(x
et du lemme 5, a valeur plus générale, et montre de la méme fagon le

résultat suivant :



Proposition 5, Soient K, A1,...Ak compac ts convexes dans m? (0 « kX <« n=1}
et K(x) 1'enveloppe convexe de K {J {x}. Alors :

n-k 1 1 n-k 1 1
JGK, K(x)y Apreohy q 4y~ Ok (x), Agyeohy Pa,

En reprenant le raisomnement déja fait pour k = j, nous consta-
tons ensuite que l'on a :

I n-k-1 1 1 P a=k-1 1 1
G P = |G P
K Aoy, k7 % Ay ee oty PK(x)
‘ 1 1 n-k-1 -
si et seulement si x ¢ K(S o w ). Compte tenu de la Propo-
} A,cool&kK !
sition ci-dessus, on voit que X' = K(x) vérifie (5—8) si et seulement
si x E_K(SL l Ké;k—1). Donc, si la conjecture 1A(fg;me'forte) est
1... k e .
vraie, on aura l'inclusion '
1 1 n-k-1 1 1 n-=k—1
K(S

) c K(s
A100'AkK Al...AkB

(-¢ (puisque 1l'inclusion inverse est toujours vraie) 1'égalité

( ) (1 1 nﬂ@S (1 1 n=k-=1
5=9 K(S = K(S '

° A1.00Ak K A1o¢oAkB
Et il en résultera que la relation (5-8) est éguivalente & la

relation d'apparence plus faible :

( 5 , O) ‘ J‘Gn_k _ J‘Gn"'k—1
| Y W W Ky K'y Apreochy o Pay

De la méme manidre, si la conjecture { (forme faible) est vraie,
on aura 1l'égalité :

k n-k-1 18
(5-11) kK(s, ¥ ) =x(s,)

et la relation wk(K,A) = wk(K',A) sera équivalente & la relation,
d'apparence plus faible :

n~k k-1 ' NeX~=1 1 k=1
(5-12) j

bk A %% T % xa %
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Ia réciproque est vraie, Autrement 4it :

' k n-k-{ k
La conjecture faible égquivaut a K(SA K ) = K(SA) , et de

méme la conjecture forte équivaut a (5-9).

Raisonnons dans le cas de la conjecture faible (pour &viter la
prolifération des indices) et supposons que (5-11) soit un théoréme.
Si K' > K et si 1'on a ¢ '

(5-13) | n=X k-1 ok ke
5=13 JGK A Pa " JGK' A Fa

on en déduit que (5-12) est vérifide (cela résulte d'un raisonnement
déja fait plusieurs fois et utilisant la croissance de mos fonction-
nelles), Or, (5-12) s'écrit aussi :
| n-k-1 k _ [a-k=1 k
JGK A %7 %k A fx

Comme ¥' = K, ceci entraine

. k n-k-q
K c:K(sA X )

c'est-a~dire K' K(Si), puisque (5-11) est supposée vérifide, Il

recte 4 s'assuver que K(SA) vérifie lui-méme la relation (5-=13).
Mais cela résulte aussit®t de la relation suivante :

k

k
G )
A,K1 9o e .I{rl—k-'1

(SA

A’K1(SA) "o “I%l—'k'”1

qui se démontre exactement comme le lemme 5,

D'autres.généralisations sont souhaitables, et d'autres conjec4
tures possibles, En particulier, on soupgonne que l1l'inclusion X' o K
ne joue pas un rdle essentiel dans les théorémes et conjectures pré-
cédents, En particulier, on peut avancer la |

n-k k-1 n-k k-4

Conjecture 2. On a GA K = GA g (1 <k <vn—1) si et seu-

n-k
gt Sur SA .

lement si ¢K = ¢
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Jde n'aborderal pas ici ce genre de recherche, Par contre,
-dans le paragraphe suivant, je vals donner dans le cas n = 2 une
démonstration de la conjecture { (forme faible) a partir d'une
inégalité isopérimétrique, qui semble par elle~-m€me constituer
aussi une étape vers la conjecture 2,

6 _~ DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE FAIBLE POUR k = 2.

Cette démonstration va s'appuyer sur une relation isopérimé-
trique dont 1'énoncé est le suivant :

Théortme 6., Soient A, X, K' compacts convexes d‘intérieur non vide
dans mp. On a

/2 | /2

o ' o i _
(6=1)  w(a4 K K') = (Wy(A5 K K W,(a3 X', K')

avec égalité si et seulement si

n-2 n-2

(6-2) G = NGy g

A K (pour un } > Q)

- . 1 2
(on _a posé WZ(A_; K, X') ={E' JGA K ¢K°)

A titre de conjecture, j'avanceral également, wais sans &tre

a méme de le démontrer, que la relation (6-2) est elle-méme équi-
N ‘n_2
valente a P = Pgr SUT bA o

Montrons d'abord que le Théoreme 6 entraine la conjecture i,
forme faible, pour k = 2,

En effet, supposons K' o K et WZ(A 3 Ky K) = WZ(A ;s K' K').
D'aprés la croissance de W, , ona aussi WZ(A s KXK) = WZ(A';AK K'),

de sorte que A, K et K' vérifient (6-1) avec égalité, D'apres le

. s n-2 n-2
théoreme 6, les mesures mixtes GA et GA

nelles, et donc en fait égales, puisque WZ(A, K K) = WZ(A’ K K').

K sont proportion-

Soit
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n-2 n-2

Pour tout compact convexe C, on a donc :

n-2 n-2
(6~-4) JGA ¢ % = |G Py
n-2

et, comme K' o K, P = Pgr Sur SA o e Si ¢ = 3 est la boule unité,
il vient Pg = Py SUr 8272 y C'est-a-dire

: n-2
(6-5) K' c k(5, )

. Nn-2
Inversement, si (6-5) est vérifide, on a Py = Pys SUr SA s

n-2 n-
A ¢Sy
cela édquivaut a 1'égalité (6-3).

donc sur S 2 pour tout C, Par suite (6-4) esi vraie, ét'

Déumonstration du Théoréme 6.

Pour avoir des notations plus maniables, je supprimerai les
indices et sous-entendrai le convexe fixe A, qui intervient toujours
avec le degré n-2, en posant :

v = v(4a) |

Vg = Wj(A,K)
=V = - '
'vKK WZ(A,K) » Vg W2(A s K, K') etc,..

_ . n
Je pars de la concavité bien connue de la fonction (V)1/ . Cette
concavité entraine que la fonction f définie en posant

7

o
f==(vlA®exKoy c)/

est convexe sur le domaine (x > 0, ¥ > 0). Ia matrice formée par les
dérivées partielles d'ordre 2 est donc de type positif sur 1lfouvert
(x >0, ¥y > 0). Mais cette matrice est continue en x et y, et reste
donc de type positif en x =y = 0. En ce point x = y = 0, on trouve

32 ¢

o} x2

= n(n-1) [VE - V V]



et des relations analogues pour les autres dérivées partielles,
Par suite, la matrice symétrique (2 x 2) :

.2
VK -V VKK v VC -V VKC

-VV V,= V'V

=
U
o=

Vg Ve KG ce
est de type positif, ce qui signifie que les termes diagonaux de I

et son déterminant sont » 0.

En ce qui concerne les termes diagonaux, nous trouvons donc

pour K la relation bien connue Ve 2 V Vpp s qui s'écrit en nota-
tions plus explicites : ' '

1/2 1/2
(6~6) W1(A ; K) = v(a) / W,(4 3 K) ./

En écrivant - pety = 0, nous obtenons maintenant :

- ' - N2 2 _ 2 _
(6~7) (Vg Vo = V V) = (Vg = Vv J(VE = v V)
Or, 2 cas sont possibles suivant que V Vyo €8t = ou < Vi Vi
Supposons, en premier lieu, gque 1'on ait v VKc -3 VK VC’ En uti-
lisant (6-6), on trouvera donc : ’
- /2 _1/2
\'s VKC > VK Vc =V VKK VCC
Supposons maintenant V VKC < VK VC y €t posons pour abréger :
_ 2
a = VK -V VKK
2
B = VC -VVv

cc
o« et p sont > 0, d'aprés (6~6). Nous avons cette fois d'aprés (6-7)
Ve Vo= V Ve < Vo

ctest-a~-dire :



(6-8) V Vo> Ve Vo-Vap=V(a+VV ) +VVy -Vap

Or, de maniere générale, pour %, y, ay B = O, il est facile
de démontrer (par simple élévation au carré) que 1l'on a toujours

Vix+a)(y +B) > Vxy+ Vap

avec égalité si et seulement si o y = 8 x. En substituant dans
(6-8), il vient 1'inégalité cherchée :

o /2 _1/2
(6-9) ke = Vkx  Voc
: e N . 1/2 172
. 'I - -
Examinons malntenant_ie cas ou 1l'égalité VKC VKK VKC _est

réalisée, Dans le cadre de la premiére hypotheze (V VKC > VK'VC)
cette égalité, compte tenu de (6-6), donne

1/2 V1/2

v e

/2 /2
=V ik

X 3 Vo=V

Dans le cadre de la deuxime hypothése, (V Ve < Yk VC), 1'éga-

1ité V(x + a)(y +B) =Yxy + Yo p entrainant o y = g x, on trouve
aV VCC =gV VKK’ et donc, d'apres la définition de ¢ et B :

2 2
(6~10) Voo Vg = Vg Vo

Dans les deux hypotheses, V, et V, sont donc proportionnelles

. .1/2
a VKK

K C
et Vééz , €t (6~-10) est vraie dans tous les cas,

Pour étudier plus & fond le cas

_1/2 _1/2

Vke = Yk Vee
nous pouvons 4onc supposer vKK = VCC' En effet, si 1'un d‘feux, par
exemple Voo est égal a 0, (6-10) nous dorne Veg = O (puisque C est

' Ari i = = =
d'intérieur non vide) et donc VKK = VCC VKC 0. Comme P et Po



sont > 0 strictement, il en résulte GA =G, .= 0 et 1le théoreme

K AC
‘est vrai, Supposons donc VCC > O, ce qui entraine, d'aprés ce qui

précede, V__ > 0. Il suffit alors de remplacer C par AC avec A =

1/2/ Vi§§

= VKK oo = Vane

. . e
pour §v01r 1'égalité VKK o

Pour achever la démonstration du théoréme, il faut montrer
que les égalités :

- \ = = T
(6-11. Vik = Voo = ko
n-2 n-2 .
entrainent G, K= GA c° D'apr®s (6-10), nous avons également :
(6=12) Vi = Vg

Soit D un compact convexe qualconque, Considérons la fonction
2 3 variables

| +/n
£(x,¥52) == (V(A®oxKe@eyCeo 2z D))

Elle est convexe, et par suite on voit comme ci-dessus que la

matrice
2 Vv
Vg KK Vg Vo = V Vge Vg Vp = V VxpTl
2 .
VK VC -V VKC VC -V VCC VC VD =V VCD
Ve Vp = V Vi Vo Vp = V Vg Vp =V ¥y

est de type positif, Mais, compte tenu de (6-11) et (o~12), et en

posant w1 = vK = VC et W2 = VKK = VCC = VKC s cette matrice se ré-
duit a

CAPRE Wl - v W ]

1 2 1~ VW W Vp =V g

> 2

-V W - .

W 5 W1 v.wz W, V=V Vo

W, V=V V W, W, -V V vy -

1 'D KD 1D ch D DD

et son déteruinant est :
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202 | 2
A==V = VW) (Vg - V)
Ce déterminant doir &tre > 0. Comme on a W? =V W2 « dtapres

) 2 - . _
(6-6), on a donc soit W1 =V W, soit Vip = Vope

Si Wf >V W2 y 1.€, Vi >V VKK » pour tout compact convexe [

on doit avoir VKD = VCD

n-2 n-2
= |g
JGA x 9D J A ¢ %

d!'ou résulte 1'égalité des mesures mixtes ¢
dire le théoreme .

. C'est-a-dire 3

n-2 n-2
h X7

§

x =V Vgx

VKK y pour tout compact

- N

Il reste & examiner le cas W, =V W, 5 c‘est—-a-dire Vv

N

2
c
convexe D, 0Oxn aura

et Vo, =V Vy, - D'apreés (6=7), =i V

BN
H
<

cl'est-a-dire

Il 2r résalie

"11‘“ 2 N
De m€xe, 5 G g = Vo par hypothése, on

trouve encore l'égalité des mesures mixtes,

= (VC/V) Gy s et, comme V

Ie théoréme 6 est ainsi démontré, lMentionnons, pour terminer,
le corollaire simple suivant :

Corollaire, Pour A, K, K' compscts convexes d'intérieur non vide
n
dans R , on a

1/2 /2 1/2
(Wa(A, Ke X')) = = (WZ(A’K)) + (WZ(A,K')) /
. n-2 n-2
avec égalité si et seulement si G. = G o

Ay, K A, K!



