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NOTE GLOSTATISTIQUE N° 135

PEUT-ON I.[POSER DES. CONDITICNS D'UNIVERSALITE
AU KRIGEAGE DISJONCTIF ?

Dans 1'é4tat actuel des choses, le ¥X.D. semble tributaire d'une
hypoth&se de stationnarité assez stricte., Je voudrais cependent -
en partant des indications de P, Switzer sur 1'estimation de 1l'his-
togramme - suggérer une voie qui permettrait de soumeitre au K.D.
certains types de phénoménes nen stationnaires. Cette approche est,
en un sens, inspirée de la théorie des FAI-k. De fait, on verra
que, du point de vue numérique, tout se raménera, finalement, a
imposer les conditions d'universalité usuelles aux coefficients
A% qu krigeage de la composante hermitienne d'ordré n, liais le
but de ces conditions ne sera plus, ici, de filtrer une dérive du
type a, fe(x) affectant la V.R. z(x). Il résulte, dtailleurs, clai-
rement des analyses de P, Delfiner qu'un estimateur de type disjonc-
tif ne peut pas posséder la propriété d'invariance & 1'égard d'une
dérive de cette forme., Par conséquent, ce qui dérivera dans l'espace
sera non pas la V,A. 2(x) elle-méue, mais son histogramue Fx(z) =
P(z(x) < z) ou, si l'on préfere, 1'anamorphose gaussiemnne & ‘telle
que Y, = é;'(z(x)) soit (censée 8tre) une F,A. gaussienne el sta-
tionnaire, ‘

L'idée de faire dériver dans 1l'espace 1'anauworphose ¢ n'est

pas nouvelle, ilais le probléme est de procéder & son estimation,
De mBme que l'on impose & la dérive m{x) = a,f (x) d'appartenir a
un espace vectoriel de dimension peu élevée, sans gquol i'estima~
tion des a, esy impossible, de méme, ici, nous devons faire choix,
pour le domaine de Dy d'un éspace fonctionnel  pas trop riche,
et surtout dont la structure soit en queigue sorte préadaptée au
probléme de ltestimation., On peut espérer y parvenir en prenant
®;1= ¢! F, avec pour F_un modéle de la forme

; - ¢t )
FX(Z) By Fa(u/



ou les mé sont donnés (jouent le rdle des fe(x), avec cependant

N

les conditions m% >0, 2 wf = 1) et ou les Eé gont des fonctions
(2

X
de répartition inconnues, & estimer (jouant le rdle des coefficients
a?). Commengons par le cas stationnaire, c'est-a-dire le cas ou il

y a une seule composante F, = F (et mﬁ = 1),

1 = IE CAS STATIONNAIRE.

Dans le cas stationnaire, il s'agit d'estimer P(z) a partir

des donndes za = Z(Xa)° P, switzer propose d'utiliser un estimateur

de 1lz forme @

2 12

(1-1) F(z) =2 A% 1
(44 o

avec des poids AE = Aa(z) vérifiant la condition de non biais :
P o _
(1-5%) oAt =
et minimisant le variaznce de FP#(z). (I1 s'agit d'une procédure ité-

rative, et la variance gue l'on minimise est celle de ™{z) calcu-

lée dans un premier modele),

Ici, nous utiliserons une classe d'estimateurs plus large gue
({

\
Li=1/.
seules indicatrices 1

-

Pour estimer F{z), il n'y a pas de raison de se limiter aux

on peut espdrer améliorer les choses

z <z’

a v

en utilisant aussi les autres indicatrices {_, _ . pour z' dif-
) T L&
~ - . a - -

férent de z. wais cela revient & introduire un estimsteur disjonctif,
du type
(1-2) *(z) =3 £ {z )

La condition de non biais {(1-1') doit alors &tre rewnplacée par une
condition d'universalité exprimant que 1l'on doit avoir B[ (z)] =

F(z), quelle gque soit la loi (inconnue) ®(dz), donc :



£ frn Ban) = %a) v @

En prenant F(dn) = 6, (dn), on voit sans peine que cette condition

. . 0
equivaut a

nEf(z)=1,_. , Y 2. ¢R
a o O zzzo »

Pour plus de clarté, formulons ce probleme dans un cadre un
peu plus général. Soit ¢ une fonction guelcongue, et soit a estimer
ltespérance LE[g(z)] = J (z) F(dz), gui est une caractéristique
de la loi (inconnue) F. Nous cherchons un estimateur de la forme

E =% £(z.)
¢ (04

. o s R - .. .
vérifiant la condition E(E ) = E(y) guelle que scit la loi F, soit

5 (2 (2) 2lasd = [o(z) Faz) , v 7
aJaZf Zz J-(pz zZ

Notre estimateur d01t done vérifier :

» £(z) =g(z) vzeRr
a

Nous devons ensuite, sous cette ccondition de non biais, minimiser

* . N
Var E¢ dans le cadre d'un prenmier modele,

Coure premier modéle, nous faisons choix d'une anaucrphose
gaussienne z(x) = &®(Y(x)), obtenue & partir d‘'une premiére estiuwa-
tion de 1l*histogramine, par execuple l'estimation "maive®, et nous
adnettons que la ¥,A. v(x) esi stationunaire et gaussienne (i1 suf-
fit, en fait, gue les lois a deux variables soient gaussiennes).
Par hypoth&se, dans ce modéle, EB(Y(x)) = 0, Var Y(x) = 1, et les
méthodes habituelles permettent d'estimer la ccvariance

.‘

r\

v{x) ¥

{5

p(h) =Lk

™

Dans 1'anawmorphose @, on a ¢(z) = ¢(y) avec b = ¢ , @ , et il

s'agit dtestimer B (Y). Dans le wodele, évideument, cette espé-
rance est J¢(y) G(dy), ou G est la loi normwale (0,1), mais juste-

went nous voulons améliorer cette premieéere estimation. lious prendrons



donc un estimateur disjonectif :
(1-3) E- =% £(Y)
=2 o %’ ot

. _
avec lz condition E(E@) = E(¢(Y)) quelle que soit la loi de Y :
ce qui donne, comme ci-dessus :

(1-4) : X fa(y) = ¢(y)
a

Avec les développements hermitiens :

¢
= ey wr )
o(y) = H,)
f
£ (v) - __1;1-,_(1_ ()
g\ £ ! “p\w’

nous obtenons la condition éguivalente :

(1-4') ¢h = %? fn,a s = 05 15 25a0e

I1 reste maintenant a introduire une condition d'optimalité,
Alors que la condition (1-4), ou (1-4') est, en un sens, indépen-
dante du choix du premier modéle (puisqu'elle exprime une condi-
tion de non bials quelle que soit la "vraie" loi inconnue de Y ocu
de Z), la seconde condition est lide a ce choix : elle exprime gue
la variance de 1l'estimateur (1-3) est minimale dans ce modele, sous

la contrainte (1-4). On towmbe alors que le systéme de krigeage ha-

bituel :
n

£ =
2 i, o paB Cn
o _
a' N, ¢n
En particulier, si «{y) = Hn(y) est le polynowme d'Hermite
4 —}‘ - T r
d'ordre n, on aura un estimateur H_de B{E (Y)] de la forme

ct

c'est~a~dire dépendant uniquemen ynomes du mlue degré

P 2
[¢]
. w
o]
O
—

Hn(Ya), puisqu'ici ¢ = O et donc = 0 pour m # n. Les poids
11 .



sont donnés par le systéme familier :

o noo_
23 Ay Pag = M

(1=-5)
o _
Z A =
«
Dans le cas général d'une fonction ¢{z) = ¢(y), 1l'estimateur sera :
P bn i
LCP —Z‘;l.'- I

putrement dit, ici encore, on krige sépax é ent chacune des compo-

santes hermltlenneo, mais avec une conditvion E)xg = {1 . En parti-
culier, si ¢(z) = zgm 1ysy0 (avee z, = @(yo)), on utilise 1le

p o}

développement :

H (y) .
i = 6(y,) + = o H. () 8lyy)

Y=y, ns>1

ou g et G representent la densité et la fonction de répartition
de la loi normele réduite, et il vient donc :

(o) mee) o) ¢ T B a6 sty

ul 250 = G\, Z T H W) 8ly,

De cet estimateur, on déduit une nouvelle anamorphose gaus-
sienne, et on peut réitérer la procédure jusgu'd stabilisation.

(Je n'avorde pas, pour l'instant, la difificul{é tres réelle
) s

gue 1'on risque de rencontrer si l'estimateur *(

*re
!
-
b,
3:\3
£,
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o0
<
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o]

-
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©
K
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[
n

n*est pas une fonction croissante de z,
applications, si cette difficulté peut &tre négli
approximation, quitte & donner un léger coup de

vraiment nécessaire d'introduire le formalisme beauc

de la projection sur les convexes fermés).

2 -~ ¥K.D. INTRINSEQUE A L'ORDRE OC.

L'estimateur ci-dessus est 1l'éguivalent di

s
nateur lindaire optimal m* de 1'espérance u = E(Z



La relation

2%(x) = m* + )\}% (Za - m*)

exprimant le krigeage z*(x) avec condition 3 A® = 1 en fonction de
l'estimateur optiaml m* de 1' espércnce et des poids x% du kri~
geage sans condition de non biais, va £galement avoir son équiva-

lent disjonctif,

soit, en effet, a estimer 1l'intégrale

1= [@(Z(X” pdx)

o

Jorp) wtan (Jutax) = 1)

Nous cherchons un estimateur disjoncivif @

I*= 3 £ (YY)
o (54 (04

avec la condition de non biais : E(I) = BE(I*) quelle que soit la

loi Fde Y (oude 2). Si jp(dx) = 1, cette condition s'exprime comme
ci~-dessus par

W(y) = % £ (¥)

ou, avec les coefficients de développenent hermitien :

¢, = %3 -

11 reste ensuite & minimiser {(dans le modéle)
con

a
d'estimation Var {I-I*), cocmpte tenu de cette ion, 1ici enccore

TR
on constate que l'on peut traiter sépardment chacune des couposantes
hermitiennes, et on trouve :

(2=1) I* =7 T Hp

olt ﬁﬁ est l'estimateur de {Hn(" ) uldx) soit
(2-2) H) =% H(Y)

B

avec des poilds xg donnés par le systeume du krigeage ordinaire :



(2-3)

Par exemple, pour estimer l'histogramme régional

Fu(zo) = J 1szzo p(dx)

on utilisera l'estimateur

451 1

o

J N [7 = 3\ s
(2-4) Bp(zo) G(y,) + nEm Hy_4(yy) 8(y,)
qui n'est évidemment pas identique & (1-6). La relation entre ces
deux estiumateurs est dormée par le théoréme habituel d'additivité.
Soit

S

Hy = Mg,n Hn(Ya)
le krigeage (seans condition de non biais) de 1l'intégrale {Hn(yx) p(dx)
donné par le systeme : '

« n o _ n )
Mn Pog T JPBX p(dx)

Alors :
¥

ﬁn = Hy o+ h%n (Hn(Ya) - H;)

\ ¥
) B
11 n

= (1 -2 A

o,

a

La structure du terme correctif est exactement la méue que dans la
1

théorie lindaire, et le théordre d'additiviié relatif sux varileances

&}
@

tapplique de la mfue fagon,

Du point de vue des applications, le X.D. intrinségue dtordre 0
> 1 A

s

i.e, avec condition 7, Ag = 4) deoit sans doute présenter davantage
a

de robustesse vis-a-vis du choix du wodéle (de 1"anamorphose) gque
la procédure que nous utilisons azctuellement. De ulne, 1testinateur
(1-6) de 1thistogramme doit sans doute permetire d'améliorer le

cholx de 1'enawmorphose gausslenne,



3 = EXELPLES SIuiPIES.

Suprosons Pop = 0 pour g # B (distance entre points expéri-

p .
mentaux supérieure a la portée), sans que cela implique Pox = 0
pour tout x., Si N est le nombre des pocints expérimentaux, (1=5)

se réduit a xg =1/N (v a» v n), donc

* N

SRS PARAER

et par suite

P(z ) = 1 5
[+4

N Z <2

a
L'estimateur naff est ici optimal, Par contre, pour le kri-
geage sans condition, nous trouvons

X%n = j 92x u{dx) L s )

' .- A
et, avec %1:A%1%#%Q , nad by =

FK(zO) = G(yo) + ;% Hn_1(yo) g(yo)

ns{ h
Hﬁyo) g(y,)
- . -1 0 n
>1 a J
Or (dans le modeéle)
H_ ) elyy) 4 ]
Gly,) + 2 = on B (Y ) = P(Y_ s y 1)

ns>1

est la probabilité conditionnelle de T, s Y, lorsgque Ya est donné.

-

I1 vient donc ainsi
Pelzg) = 2 [P = vl w - (1) ey,

kn ce qui concerne l'estimateur disjonctif intrinséque d'ordre
0 nous aurons, d'apres (2-5) :



et donc :
- Hn__1(yo) g(y,) o L
B zg) =6(y,) + T o [(1 =2 Agy) Hy + H)
n>1 o4
H (y.) e(y.))
— T o - - =1 O ) * a
- k*(zo) + FK(“O) V(YO) 521 n! hn.z;AK,n
Or, on a : '
I Hn_1(yo)' g(y,) P
ns 1 axXx n! n
1 " = 7
T P(YX < yolia = yY) - G(}O)
Y _
et par suite
B, (v,) 8(y,) « 1 R
IZ = vyt (] (‘ =
- o Ho 2 My =R ;%; J»\dx, Y, = yolYa YY)
- ¥ a(y,)
et finalement :
"F‘p(zo) = Fx(z ) +Za‘, Ju(dx) P(Y < yolYOC = ya)
(3-1) 1 |
| IR MCOR CAPENSERS
Ay Y

formule curieuse ou, a

', apparaissent

cdté des probabilités conditionnées par

les valeurs moyermes de ces m€ues probabi-

«
és prises conditiommellement lorsgue la variable Ya prend l'une
.
4

‘autre des valeurs numériques ., affectées aux autres variasbles,:

Un examen plus attentif révele des sirplifications. Prenons,
t

pour abréger, u = 6x’

ctegst-a~dire le cas de

Ttag
ites

imateur de 1'his-

togramme au point x (conditionné par les zﬁ) :

o]
Pans
<
A
e
T?
i
C‘A
N

o~y s -
a ¥



Comuie P* est l'estimateur naif, on a

P (dz) =3¢ T 6, (dz)

Y.

et par suite, dans le modele, pour tout g :

+ %P(Yx < Vol =v) = BlR(¥, = ¥,|¥,] = B(Y, = ¥;) = Fx(z,)

11 vient donc :

"o

Fx(z

) =2 pY, =y,

: T, = Vg) = (3=1) P(z )

o
De plus, dans le modele, Yx'est inddpendant de Ya des que la dis-
tance Ix—xa{ dépasse la portée, On a done P(Y < yo|Ya = ya) =
P(YX < yo) = F*(zo) pour tous les termes de la sommation en o, a
la seule exception des indices ¢ tels que ixfxal < portée,
Supposons, pour simplifier, qu'il n'y ait; pour chaque X, € S

a
qu'un seul point X, expérimental (ao = o (xo)) vérifiant cette
o :

condition de proximité. Alors, il reste simplement :

o]

~

F_(z ) =P2Y, <y |Y =y_)
ko (¢] Xo 0] ao ao

c'est-a-dire la loi de z(xo) conditionnée par Z(Xa )
o

A titre de 2%me exemple, prenons maintenant

p(h) = e—a‘thl

et plagons-nous (4 { dimension) dans ie cas ou z(x) et Y(x) sont
T

connues sur l'intervalle (-R, R). Pour former l'estimateur optimal

. Ty in} 4 T
F*(zo) de 1l'histogramse, calculeons d'abord H,. Comme la F.h. H (Y
ad P
. -naih o : ¥ .
admet la covariance e I I, 1'estimateur optinal H de son espé-

rance est ¢

F . naR __ow (B g) + Hn(YR)>
Y T +naR 1 +n aRiR 2
B R
Ixr A M) + = I
(avec évidemment H (1/2 R) J_D LB\YX)dX)



I1 vient donc :

H_,(y,) ely,) o

n!

(3-2) P(zy) = 6lyy) + T

nz1

. * . .
avec la valeur ci-dessus de H, » que nous ré-<4écrivons :

_ . (Hﬁ(Y_R) + Hy(Yp) ﬁ£.>

— * —
(3-3) Hy = Hy + 1 +n a R 2

Rn substituant cette expression dans (%~2) 2), le terme ﬁh donnera

sans probléme l'histogramme "naif* (qui est ici 1l'histogramme ré-
gional):

ax

R
— =_L
Pzo) =25 | '3 <z

-R o

Le second terme de (3-35) s'obtient & partir d'expressions de
la forme

Désignons par G (yolyx) la probabilité conditionnelle de Y s y,
lorsque Yx Yy est fixé, Y et Yx étant gaussiennes réduites, avec
le coefficient de corrélation p. Alors :

n M (v,) 8ly,)

Gp(y 1v,) = aly,) + ;21 p = H (¥,)
Par suite ¢
i
-1 . %1(7)b(y)”~
&J‘ p1/a 1 Gp(v ly ) dp = G(yo) + n§1 7 +la1’l nn(Jx)
o)

La substitution dans (3-2) du second terume de (3-3%) donnera
donc :

1 ‘ + G | )
1 J Ji/a=1 g [ ¢ olvg) + e v ly ) f
o L p A |

rn
Y]
=V

O
avec a = a R

D'ou 1l'expression cherchée de l'estimateur optimal de 1'histograumme



R
Vi = -1—
F*(Ao) >R J 1szzo dx +
(3-4) ~R
- - ~ R
¢ (v ly_o)+G (7.]l¥s) B
1 1/0-1 } priot* =R p *O'WR" _ 1_
M J P dp | 2 2R Gp(yolyx)dxj
o] -R

4 ~ VERS UN K.D. UNIVERSEL A L'ORDRE X.

Ce gquil précéde constitue la transposition disjonctive du kri-
geage universel a l'crdre 0, et de l'éstimation optimale de l'espé-
rance m, Nous remarguons que le rdle de la constante inccnnue m
est joué ici par une fonction de répartition inconnue F(z)., Est-il
possibkle, de la méme fagon, d'obienir une version disjonctive du
krigeage universel d'ordre k ? A l'ordre O, nous sonues arrivés a
la conclusion que 1l'on pouvait kriger séparément chacune des compo-
santes hermitiemnes en imposant aux coefficients Ag la condition
habituelle d'ordre 0, soit X Aﬁ = 1, A l'ordre k, nous pouvons
espérer aboutir & la m&me conclusion, c'est-a-dire au systéme

e n _ n ¢
M PaB - pﬁx * Unse fg
x o8 _ of
A fa T

Il reste a dégager l1la signification de ce systeme,
Conme je 1'ai indigué en introduction, 1l'idée de départ con-
siste a supposer que la loi F_(z) de Z(x) au point x est de la
)
forme :
b =
Fx( ) w, F
e .

les my sont des poids connu% (ehcisis par nous), gul joueront
le rdle des fonctions de base f (x). Ils dépendent évideumment du
point x. Ies Fp seront des lois inconnues, qui joueront le réle
des coefficients inconnus ap » et qu'il s'agira d'estimer. En ce
qul concerne les mi, ils devront vérifier, en principe, des condi-

tions de positivité m§ > 0 (dont je ne m'occuperal pas pour
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l'instant) et aussi, évidemment, la condition

(4-1) 5 b=
e .
Cette condition (4~-1) n'est d'ailleurs limitative qu'en appa-

4

rence, Elle nous interdit d'identifier W et le monomne ff y mais

non de supposer que l'espace vectoriel engendré par les fonctions

w& est identique a l'espace des polyncumes de degré < k.

Désignons par m, 1ltespérance (inconnue) associde a la loi Fo o
Alors, dans ce modéle

4

L[Z( )] 6’, ®y

Si nous voulons gque la dérive soit un polynome du type ae.fe y 11

faut donc bien que les espaces {me:n } et {a, £ } coincident. Cela
conduit donc & adcpter pour w, une expression de la forme :

' NN A
(4-2) wy = COg f_
avec une matrice 05 assurant la condition (4-1), c'est-a-dire
vérifiant
- @) e__ N e__ \
(4-3) L G, =1 , DC =0 (s # 1)
e 2
C . AN . - L0 - s
(1'indice o est associd & la fonction ce:nstante £ = 1), ILe choix
i 3 e L r
de la matrice Cq *a du reste pas d'importance, (sous réserve de
vérifier (4-3)), pourvu qu'elle soit réguliére, 3i, en effet, nous
effectuons une transformation lindaire sur les we, 1 p (et

es
leurs estimateurs) se modifieront de maniire contravariante, de
51

fagon a assurer l'invariance tensorielle de ltexpression F, =
= mi F, (ou de son estimateur).

Estimation optimale des Fz.

Nous nous plagons dans les conditions d'une procédure itérative :

une premiére anamorphose o (dépendant ou non du point x) nous a



donné un "premier modele"
z(x) = QX(YX)

ou Yx est (considéré comme) gaussienne et stationnaire, Pour passer
au deuxieme modele, plus fin, nous devons former une estimation de
la loi Fx(y) de Y(x), loi dépendant du point x selon une relation
(supposée &tre) de la forue

S A
PAY). = o FAY)
avec des wi connus et des Eé(y) inconnus,
Plus généralement, si g(y) est une fonction donnée, nous dé-

sirons estimer E[o(Y )] = |o(y) F (dy). Pour cela, nous allons
former un estimateur de type disjonctif :

*

(4-4) E, 9 =21 (¥)
: g
et imposer la condition d'universalité : quelles que solent les
. . . . ¥ - .
lois (inconnues) Eé, on doit avoir E(bx @) = E[¢(YX)], clest-a-

dire -

I o J£,0) m,0a0) = =f Joty) B, (ax)

Ceci devant avoir lieu gquelles gue scient les lois F€ y notre
condition d'universalité s'éerit :

(4-5) ; T el £ (y) =afely)
a

pour tbut indice ¢ et tout vy € R.

Une autre manieére d'expriuwer ceci consiste a iniroduire les déve-~
loppements

a ;

i
s
SL
o
-
i
I
[
]
=

et a imposer les conditions :



(4-6) > =l £ = me Py ‘ (v ¢, v n)

a n X
a '

Ces conditions étant imposées, il reste a choisir les coeffi-
cients fn,a qui minimisent (dans le'premier modeéle) la variance de
cet estimateur. leci encore, on constate que los différentes conmpo-
santes hermitiennes se laissent traiter séparément,

Pour estimer 1l'espédrance de Hn(Yy)‘ on forme donc un estima-
teur du type

Ho(x) = A% Hy(Y )

vérifiant la condition (4~6), soit

4

A X

a £ _

n ma w

c'est-a~dire la condition d'universalité, et minimisant, sous
_ . * . e . s

cette condition, la variance de H . On obtient azinsi le systéme

classique de 1l'estimation optimale de la dérive au point x :

144 n o _
)‘n pa_B = bne mg
(4-7)
a e _ @
Kn ®, = oy
P
Dans le cas d'une fonetion ¢ =3 —¢ HVl » on trouve de m8ne
. * Pn ¢
(4~-8) E o= 2 57 H(x)

n

Dtaprés la structure du systime (4-7), les A, dépendent 1i-
néairement des wi qui figurent au second membre. Un & donc

exactement coume en krigeage universel :

4

*
1 X

(4-9) Hi(x) = H , o

avec 3
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a n _ s
(4-10) e Pag = Bn,fs
a S _ .8
}\n’e ma - 66
et aussi (dans le modele) :
- 'l * * = 1
(4-11) n! < Hn,e ’ Hms >= &y *n,?ls

En substituant (4-9) dans (4-8), nous mettons notre estimateur
sous la forme @

* _ e 4_;)(- -\
E, ¢ = oy J(p(y) g, (ay)
avec une {pseudo)-loi FZ définie par :

Jq)(lﬂ Fg(dy) -z gl} H:,e

cltest-a~dire

(4-12) - Fz(dy) = ¥ i g(y) ay

ou encore, scvus forme de fonction de répartition :

(4-12') FZ(Y) =ely) + X -I%’,—e- H,_() &(y)

n>1

Tel est l'estimateur optimal de la loi FZ y que 1l'on peuv

aussi obtenir directement en prenant ¢ = 1ys" dens (4=8)«
J o

A

Itération., N'oublions pas qu'il s'agit d'une méthode itérative,
Partis d'une premiére anamorphose gaussienne Zx = @X(Yx , attri-
buant par construction la loi G a Yx’ nous obtenons maintenant 1'es-
timation plus fine F; = m% FE de cette mfme loi, a partir de
laguelle nous allons définir le deuxiéme modele en prenant

p(z, < 2) = P(Y, < o, (2)) = (F, o &, ')(z)

X



Par conséquent, notre deuxieme anamorphose gaussilenne sera iy =
~e

= avec
@x’

~ (F*\_1 G
@ =0, 0 (F,) Ao

On peut aussi passer directement des Yx’ tels que Z, = @X(Yx) a

leurs nouvelles versions, i.e, les Y% tels que 2, = EX(YX), en
posant directement
— -1 * 3
¥, = (" o FI(Y,)
I1 reste un point délicat : du fait gque rien ne nous garantit
que l'expression (4-12) est toujours » Q0 ; il se peut gque les me E;

X
ne soient pas tous des fonctions croissantes, et donc gue @, ne
soit pas une vraie anamorphose. Seule la pratique nous dira si les
écarts éventuels peuvent 8tre négligés, ou rectifiés par quelque

artifice a imaginer,

Ie choix de la premiere anamorphose,

Dans le cas d'ordre 0, on peut définir la premiere anaworphose
5 partir de l'estimateur "naif" .de l'histogramme (ou, éventuelleument,

d'un estimateur plus élaboré déja, par exemple un estimateur attri-

le poids A% de Za dans le krigeage

0
de la moyenne spatiale), Dans le cas présent k > 0, on peut encore

buant a chagque indicatrice 1y <z
' o

obtenir un estimateur "naif" de l'histograume P en appliguant une
procédure de moindres carrés aux indicatrices 1, _, .
¢ O
Pour légitimer cette démarche, considérons l'exemple simple

ou, dans le premier modeéele, on aurait :

byp = O DOUT @ 7§

Dans ce cas, les équations (4-10) donnent lz mBue valeur
a
hne
explicitement, la matrice WP est 1l'inverse de la matrice

(2]

= A% , ou les A%‘ sont les coefficients des moindres carres

fs R
Vv = s B oS
a

2 M



o
et XE - EQS Y

On a donc ici

et, plus généralement, pour toute fonction ¢ 3

Ee 9 =wy Ay, oY)
En particulier :

4
x "¢ 'y sy

*
Fx(yo) = ®
I1 s'agit bien d'une procédure de moindres carrés effectués

sur les indicatrices des et son résultat, en ce gui con-
9 b} 4

ly <,
cerne la loi de Zy lui-mue, ne dépend pas de 1l'anamorphose o, ini-
tiale : on trouve, en effet, comme estimateur de P(Zx.s zo) :

(4-13) P2 = 2)) = w

5 o
>
R

c'est-a~-dire le résultat de la procédure des moindres carrés effec-

tude directement sur les indicatrices 1, < de la V.R. z(x)_elle-
o«=“0

mBme, Il est donc assez indiqué de choisir cet estimateur (4-13) de

la loi de z_ pour définir 1'anamorphose initiale EX,

Notons aussi gu'en raison de l'invariance tensorielle, cet esti-
mateur naif (comme d'ailleurs tous les autres estimateurs) ne dépend
_pas du choix des fonctions mi individuelles,; mais seulement de 1l'es-
pace vectoriel gu'elles engendrent. kEn particulier, si cet espace

1
vectoriel est celui des polynomes de degré = k, P*(Z 'S-Zo) est le

bd
polynome de degré k ajusté par moindres carrés aux indicatrices

1Z <Z
o

o)

*

. . . *
Cette remarque s'applique aussl bien aux Hn(x) et aux B, ¢ des

relations (4-8) et (4-9) : autrement dit, dans les éguations (4-10C),

on peut remplacer 1es mﬁ par lBS‘ff sans modifier le moins du monde

les estimateurs relatifs a un point donnd. Alnsi, il n'est pas riel-

e Ty

lement nécessaire de se dommer explicitement les w_ , Par contre,



. . rs o * . .
évidemment, il faut vérifier que les Fye sont des fonctions croissantes
pour chague X,

Or, c'est la une condition trés séveére. Le seul cas ou nous
soyons slrs gu'elle est automatiquement vérifiée est celui ou les
fonctions a£ sont les indicatrices d'une partition (Se) du champ
total § : avec ce choix des fonctions mf , 11 est facile de voir
gue 1l'on est conduit & traiter séparément, et indépendamment des
autres, chacune des composantes Se comue si le phénoméne y était
stationnaire. En particulier, pour x € Sp s l'ostlmateur Fy (z ) des
moindres carrés est. identique & l'estlmateur natf FQ dans SQ En de-
hors de ce cas tr1v1al, pour tout autre CJQandeS fonctions mg,on peut
déduire du théoreme classigue caractérisant les. prdjecteurs positifs,
que la condition de cr01SSdnce de F (z) ne sera jamais vérifiée,
Naturellewment, si les F (z) dlfferenu relativement peu de fonctions
croissantes, on pourra s'en accomoder en pratique (moyemmant un 1é-
ger coup de pouce). ilalis on peut craindre qu'il n'en soit pas tou-
jours, ni meme souvent, ainsi, Ie contre-exemple suivant permet
de comprendre pourQuoi.

Un contre-—-exemnle,

Soit, sur l'intervalle (-R, R), la variable régionalisée z(x) = x
’ ’ ’ . . ’ - (8}
(ou, plus généralement, une dérive linéaire pure). Prenons wy = 1
Q; = x, sur (-R, R), la droite des moindres carrés ajustée a une

fonction ¢(x) a pour expression

R R
* [
o (1) =& | ey v 5 x| ¥ ey
2k 2R’
_R -
In appliquant ceci a @(x) = 1, » BOUS obtenons l'estimateur.(4~13)
=0
de 1l'histogramme au point x @
z + R
1* o S __2._ [/ 2 - 2 (_ > -
bx(zo) o ; 5 (zo R%) (-R = 2, = R)
4 R
Ia densité associdée est done
¥» ~ -1_ N END A
£ (Z) 2R 3
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2 . Par exemple, au

point x = -R, elle est (1/2R)(1 - 3 z/R), donc < O pour z > R/3.
Seuls les points x de 1l'intervalle (-R/3, R/3) ont une densité
> 0. V ‘

Elle n'est positive que pour 3 xz > - R

L'estimateur en gquestion n'est donc pas utilisable, De plus,
on ne voit vraiment pas le rapport existanf entre cet estimateur
bizarre et la réalité physique tres simple (une dérive lindaire
pure). Ceci jette un doute sérieux sur 1l'intér&t de la méthode,

K.D. universel,

Dans le cadre précédent, on est conduit & kriger une expression

du type J¢(Yx) p(dx), avec Jp(dx) =1etg=Yo, ET , €n prenant :
*._ cpn *
9p = T @1 Hy

o
A
=
QM

Ici, Hn krige 1l'expression [ﬁn(Yv) p{dx) sous les conditions
d universalité habituelles. Ces conditions expriment que 1l'on a :

q,; _[p(dX) Jcp(y) P (dy)

guelle gue soit la loil Fx(dy), pourvu qu'lelle soit de la forue
£ Eé(dy), avec des Fp arbitraires,

Il n'est donc pas nécessaire d'estimer les F, eu ~-méues, BEn
pratique, on pourra souvent se contenter 4d'une anamorphose obtenue
comme dans le cas stationnaire, et kriger avec des conditicns d'uni-
verszalité d'ordre peu élevé (1 ou 2), pour conférer a nos estimateurs
davantage de robustesse vis-a-vis d'un défaut éventuel de stationna-

rité, C'est surtout lorsque l'on travaille en voisinage glissant
q > b



gque ces technigues risquent de présenter le plus d'intérét. Car,
dans ce cas, on n'a besoin gue d'une hypothese de stationnarité
locale approximative, qui peut rester compatible avec une non-sta-
tionnarité manifeste au niveau global, Pour.le voir, le plus simple
est d'utiliser le point de vue des représentations glissantes,

5 _~ POINT DE VUE DES REPRESENTATIONS GLISSANTES.

Soit z(x) la V.R., S le champ utile, V le voisinage de travail,
En munissant S de la probabilité.

w(dx) = % 1S(x)dx

on obtient une F.A. Z(h), définie pour h € Vv, en posant :

z(h) = z(x+h)

ol x est le point aléatoire dans § muni de wm(dx). La loi Eh(z)_de
Z(n), pour h ¢ 3, est donc, d'aprés cette définition : :

Eh(z) = J1z(x+h)sz w(dx)

Si le voisinage de travail V est petit vis-a-vis de S, Fh(z)
ne se modifie que relativement peu lorsgue h parcourt V, et cela
m&me si, globalement, z(x) n'apparait pas du tout coume stationnaire

dans S. Car Fh(z) peut s'écrire :

- i
ﬂh(z) 3 1ZXSZ dx
Sh

et les translatés S h V ont une grosse intersection conmmune,
h!
On peut donc, dans bien des cas, supposer Fk(z) = #(z) indépendant
1
de h ¢ Vv (et utiliser, pour l'estimer, un estimateur global, naif

ou non, comne ci-dessus).

On peut aussi chercher & représenter la l:

(Ow
05
[¢od
L3}
(o]
o
PJ
3
FJ.
g
(o2
P
!
}_-
t
(D\

de Fh par une expression de la forme :
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Fo(2) = oy F,(2)

Les FE(Z) doivent &tre évalués par la méthode des moindres
carrés, qui conduit a :°

(5-1) ry(2) = ¢ [ @ynt) B (2) an
\

(les me(h') sont les duales des mﬁ pour la métrique des moindres
carrés sur V).

L'expression (5~1) ne représente pas un estimateur, mais cons-
titue une définition (4 savoir : les F,(z) sont définis par la tech-
nique des moindres carrés appliquée 2 F,(z) sur V). Explicitement :

= -1— ’
Ra) =5 | e) 1, dxaw
VxS
soit o : 0
) = L a
F,(2) = 3 IKSV(Y) 1Zysz y
avec

2
st(y) = J1S(x) 1v(y—X) me(y—X) dx

. Pour estimer FE(Z) a partir d'une maille‘réguliére ou nom, X il
faudrait évidemment utiliser des expressions de la forme

F
¢ o @ Z,SZ

o€ s . |
avec, par exeuple, wa proportionnel a X (Xa). :

Exemple -~ A titre d'exemple, reprenons le cas de la V,R. z{x) = x
sur la droite, avec comme champ S l'intervalle {~R, R} et coumue
voisinage mobile V 1l'intervalle (-r, r), avec r petit devant R,
Fh(dz) est ici la loi de densité uniforme sur 1ltintervalle (~R+h,
R+h), soit :

= 3R '-Rehsgz <Reh



En ajustant la droite de moindres carrés sur (-r, r) on obtient

r r
¥ (2) = J £ (z)an' + =22 [ n' £ ,(z)an
h A o : . 3 h
2T
-r
On trouve :
?h(z) = %ﬁ pour ~R +r <2 <R xXT

A ®r - gy [1 ey s em))

powr R-r<z <R +

(et l'expression symétrique pour -R + ¥ > 2 » =R = ¥).

I1 apparait encore des valeurs négatives, uwals elles sont loca-
lisées aux extrdmités de 1'intervalle de variation de z, et leur im-
portance reste faible. Il n'en reste pas moins que le modéle auguel
on aboutit semble un peu bizarre pour représenter une pure dérive
linédaire,

Coumme conclusion proVisoire, il ne semble pas que la technique
précédente puisse conduire & une estimation raiscnnable d'un histo-
gramme dérivant, du moins dans le cas ou le phénonéne lui-m&me est
affecté d'une dérive bien marqude. liais cela n'exclut pas l'emploi
du K.D. avec conditions d'universalité. La marche & suivre pourrait
8tre la suivante : si on a une V,R. présentant une dé ive apparente,
‘on peut coumencer par aduster une dérive du type aef et travailler
_sur les résidus Vg = 24 = a f “(cela sera légitime, en pratique, pour

X

des estimations locales et en voisinage gllssart) Cette dérive aef

’

peut &tre un ajustement de woindres carres LﬂCbue soit sur les
Za soit, ce qui serait mieux, sur le krigeage zx obtenu par les
fechniques habituelles (FAI-Xk). Notons gu'en présence de contraintes,
(par exeumple z, = 0) il veut y avcir intértt a effectucr une ana— |

morphose préalable (par exemple passer aux log“rlthmes) avant d'ap-~
pliquer les woindres carrés. C'est aux résidus y(x) que 1'on appli-
q:(u ), coume si

quera ensuite une anamorphose gaussienne ) =
y(x) était stationnzire. Bn réalité, y(x) ne peut pas &tre réelleuent



stationnaire, car, en vertu de la maniére méme dont la dérive a é&té
estimée, son comportement doit dépendre de 1a plus ou moins grande
proximité des points expérimentaux X, C'est pourquoi il sera peut-
8tre judicieux, lors d'une estimation locale par K.D., d'ajouter
des conditions d'universalité,

»‘\



