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QUEIQUES PROPRIETES TOPOLOGIQUES DU SQUELETTE

- INTRODUCTION -

Je note ci-dessous quelques résultats topologiques concernant
le squelette, Ces résultats sont, en un sens, un peu decevants, Ils
n'ont rien de définitif et certains d'entre eux pourront sans doute
étre améliorés, Mais la notion de squelette, malgré son évidence
intuitive, se révele a l'analyse singulierement déroutante. (On
trouvera ci-~-dessous davantage de contre-exemples que de théorémes,
Ainsi, par exemple, le squelette r n'est pas nécessairement un
ensemble fermé. On s'attend a ce que le squelette r, et aussi son
adhérence r, soient des ensembles trés "minces" (arcs de courbe
dans m?, surfaces dans m3 etc,..). lais dés qu'on essaye de préci-
ser, des difficultés surgissent, Concernant cette minceur du sque-
lette, on peut se poser les quatre questions suivantes :

Ie squelette r:est-il d'intérieur vide ?

r est-il négligeable pour la mesure de Iebesgue ?
L'adhérence r du squelette est-elle d'intérieur vide %
T est-il négligeable pour la mesure de Iebesgue ?

A la premiere question, qui correspond a la propriété la plus
faible, la réponse est oui, l'intérieur ; du squelette est vide,
A la quatrieme question, qui correspond a la propriété la plus forte,
la réponse est non : l'adhérence du squelette n'est pas nécessaire-
ment un ensemble A-négligeable, nous verrons un contre-exemple, Je
ne suis pas arrivé a trancher les deux questions intermédiaires,
n'ayant réussi ni a démontrer ces propriétés, ni a construire de
contre-exeumple,

De méme, en ce gqui concerne la connexité : si G est un ouvert
connexe (ne contenant pas de demi-espace) je démontre que 1'adhé~
rence r(G) de son squelette est connexe, mais je ne suis pas arrivé
a établir que le squelette r(G) est lui-méme connexe, bien que cela
paraisse trés plausible et que je n'ai pas non plus de contre-exem-
ple.



1 = LE SQUELETTE D'UN FERME

Dans ce qui suit, on désigne par B et B la boule unité de R,
respectivement fermée et ouverte, et par B (x), B (x) de méme 1la
boule fermée ou ouverte de rayon p et de centre x ¢ mp. Comme la
famille des boules fermées (ouvertes) n'est pas fermée dans jy (dans
gﬂ, il y aura parfois lieu de la compléter en introduisant égale-
ment les cas limite possibles : l'ensemble vide ¢,(ﬁn lui-méme,
et les demi-espaces fermés (ouverts),

Soit A un fermé de R® (non vide et non jidentique a4 ®®, pour
éliminer ces cas triviaux sans intérét), Alors l'ensemble des
boules fermées et des demi-espaces fermés (s'il y en a) contenus
dans A constitue un ensemble inductif pour l'inclusion : en effet,
8i I est un ensemble totalement ordomné et Vi’ i€ I est une famille

de boules et (éventuellement) de demi-espaces fermés inclus dans A,
telle que :

la limite dans F de cette famille filtrante est :

v= U V;
ier *
Mais cette limite V est elle-mfme une boule ou un demi-espace fermé
contenu dans A, et contient chacun des Vi, ielI.

Par suite, d'apres le théoréme de Zorn, toute boule ou demi-
espace contenu dans A est contenu dans une boule ou un demi-espace
maximal inclus dans A.

Si v est un demi-espace fermé, on peut le considérer comme une
boule de rayon infini, dont le centre est rejeté a 1'infini dans
la direction de la normale intérieure a l'hyperplan limite, Il con-
vient alors de remplacer l'espace mn par l'espace compact E, obtenu
en adjoignant a B les directions & 1'infini (si u est un vecteur
unitaire, le point a 1'infini dans la direction u admet comme sys-
téme fondamental de voisinages les cdnes Cys translatés par X € m?



des cbnes ouverts C contenant le vecteur u). On peut alors définir
le squelette de A comme l'ensemble des centres (& distance finie

ou non) des boules ou demi-espaces maximaux contenus dans A. Par
exemple, si A est le complémentaire d'un ouvert borné et convexe,
son squelette est constitué de la sphére a 1l'infini tout entidre,
et ne contient aucun point a distance finie. Autrement dit, la res-
triction a R de ce squelette est vide,

Toutefois, l'introduction des directions a 1'infini et l'usage
de l'espace E, au lieu de K" entrainent quelques complications, et
je me limiterai le plus souvent au cas ou A ne contient pas de demi-
espace et ou, par conséquent, son squelette est contenu daangE.
Notons la condition évidente suivante :

Pour que A ne contienne pas de demi-espace, c'est-a-=dire pour
que son squelette soit contenu dans ®", il faut et il suffit que
l'enveloppe convexe du complémentaire de A soit égale a R :

(1=1) | c(a®) = &®

Soit donc A un fermé non vide vérifiant cette condition (4-1).
Désignons par R(A) l'ensemble des centres des boules maximales
contenues dans A, et par S (A) 1l'ensemble des centres des boules
maximales de rayon p. On apdonc :

(1-2) R(4) = U s _(a)
pz0 P

et les S (A) constituent une partition de R(A). En effet, deux
boules concentrigues admettant des rayons p et p' inégaux ne peuvent
8tre toutes deux maximales, et l'intersection Sp N Sp. est donc vide,

Désignons par A_ = A © pB 1l'érodé de A par la boule pB de rayon
p=20 (en particulier A, = A). On a la relation suivante :

(1-3) 5,(8) = 5,(a))

Autrement dit, une boule de rayon p et de centre x est maxi-
male dans A si et seulement si la boule de centre x et de rayon nul,



c'est-a-dire le point x lui-méme, est une boule maximale dans 1'é-

rodé A .
p

On le voit simplement a partir des équivalences suivantes

ip(x)cA o X €A

'ﬁp(X) c 'ﬁpm(y) o X € ia(y)

Bp+a(y) cA o Ba(y) c Ap

Donc, pour que §p(x) soit incluse dans A et qu'il n'existe

aucune boule de rayon p + a > p contenant B (x) et contenue dans

A, il faut et il suffit que x € Ap et qu'il n'existe aucune boule
de rayon o » 0 contenant x et contenue dans A. D'ou la relation

(1-3).
Notons que SO(A), ensemble des points de A qui n'appartiennent
a aucune boule de rayon p > O contenue dans A, est donné par la re-

lation

s.(A) = N ANA=
o u>0 uB

et R(A) lui-mBme est donc caractérisé par la formule suivante dfle

a Lantuéjoul :

R(4) = (A ~(a) =
V= 0 e ke

Squelette de 1'érodé Ay .
o

Dans la relation (1-3), remplagons A, par 1'érodé A, (py > ©
o

tel que 1'érodé Ap ne soit pas vide, c'est-a-dire Po S Py ou Py
o)

est le module de 1l'érosion ultime). On trouve ainsi :

= 5,(A =8 A
Sp(Apo) of erpo) p+po( )

I1 en résulte aussitdt, en appliquant (1-2) a Ap
: o



(1-4) R(Apo) = pgpo Sp(A)

Synthése de A et de ses érodés.

Comme tout point de A est contenu dans une boule maximale, A
Jui-méme est la réunion de ces boules maximales, Les centres x de
ces boules décrivent R(A), par définition, et les rayons de ces
boules sont égaux a p lorsque X € Sp(A). D'aprés (1-2), on trouve
donc 3

A= U S (A) @ pB
pzo P

pPour améliorer cette formule, notons que pB est la réunion des
boules p'B, p' = p, Ce qui donne :

A=U s(WMe U pB=uyU U 5 (A @p'B
p20 P p'=p pz0 p'sp P
= y p'Be U s _(4a)
p'=0 pzp' P
Compte tenu de (1-4), nous trouvons donc :
(1=5) A= U RA) e pB

p20 P

Ainsi, on peut reconstituer A connaissant la famille R(A ).
Remplagant maintenant A par un érodé Ap , la formule (1-5) devient :
' : o]

-6) A = R(o ) ® (p~p.) B
3 Po pLz)po P ® te7P

Il en résulte immédiatement une formule analogue pour 1l'ouver-

ture A = = A B :
Po o, @ Po

w

(1=7) A = = U RA)epB
PoB 030, P



Comparée & (1-5), cette relation exprime simplement que 1'on
obtient 1l'ouverture A B en ne retenant, parmi les boules mgxima-
les dans A, que celles ®dont 1le rayon est superleur ou égal a Po*

Mauvaises propriétés de R(A).

R(A) n'est pas forcément connexe, méme si le fermé A est con-
nexe, On a un contre-—exemple simple en

prenant pour A la réunion de deux boules
fermées tangentes extérieurement : R(A)

est constitué de deux points, a savoir
les centres des deux boules,

g(é) n'est pas forcément un ensemble fermé, Voici un contre-
exemple : sur le segment (a,b), nous prenons une suite > de points

convergeant vers b, et sur chacun des segments (Xn’xh+1) nous posons
une encoche triangulaire comme indigqué sur la figure ci-jointe : R(A)
contient les médiatrices des segments (xn,xn+1), mais non leur limi-
te qui est la perpendiculaire en b a (a b),

D'autre part, ltapplication A - R(A) associant a tout fermé A
l'adhérence de son squelette n'est ni semi-continue supérieurement,

ni semi-continue inférieurement. Voici des contre-exemples :

Soit A' B U By réunion de la boule unité et de sa translatée
par h. Pour |h| <« 2, le squelette R(A) est le segment (0,h). Pour
|h| = 2, il est réduit a 2 points, Cela contredit la semi-continuité
supérieure,



Soit maintenant pour A un polygone régulier de n c8tés
inscrit dans le cercle unité : le squelette est formé de n rayons,
- lorsque n tend vers 1l'infini, A tend vers le cercle unité B, son
squelette R(An) tend vers B mais R(B) est réduit & un point (le
centre de B) : & nouveau, la semi-continuité supérieure est contre-
dite,

1L'exemple suivant montre que R(A) n'est ni s,c.s. ni s,.c.i.
Soit, dans m?, C le carré de cbdtés a paralleéeles aux axes des coor—
données et C, son translaté par un vecteur de longueur h paralleéle
a l'axe des x, Prenons A = C | Cy» €t faisons tendre h vers a en

décroissant : pour h > a, R(A) est constitué des quatre diagonales
des deux carrés disjoints, Pour h = &, les deux carrés fusionnent
en un rectangle dont le squelette comprend la moitié de la limite

- de ces quatre diagonales, plus un segment de droite joignant les

b'centres'des deux carrés., (Le fait que A ne soit pas connexe pour

'h > a ne joue aucun rdle dans ce contre-exemple : on pourrait aussi
" bien connecter les deux carrés disjoints par un segment de droite
ou un arc continu),

‘En raison de ces mauvaises'propriétés, je suggere de travailler
aveé des boules ouvertes, plut8t gue des boules fermées, et de dé-
finir plutdt le squelette de 1l'intérieur d'un ensemble donné : ce
"qui revient, comme on le verra, a supprimer les composante fronta-
lidre SO(A) de la décomposition (1=-2).

2 - LE SQUELETTE D'UN OUVERT

Soit A un ensemble quelcongue (non nécessairement ouvert ou
fermé), A son intérieur : le squelette r(A) que nous allons définir



ne dépendra que de cet intérieur R et non de A lui-méme. Nous po-
]
serons G, = A et, pour tout p > 0 : '

G =G O©pB ; F =Goep1§
Gp est ouvert, Fp est fermé. On a

o [—
F =G 3 F
o~ 3 Fp 20

1'égalité P = Ep étant fausse en général. Dans l'expression de F_,
[+

on peut remplacer G, par A, soit F = A © pB (1a relation G¢_ =

A © pB est évidemment fausse en général). Notons aussi pour tout

e >0 :

[+ <] —
F G ©eB=PF ©egB=F O €B
pte  p P p €

Gp+e = Gp © ¢B

De ces deux familles décroissantes en p, la premiére; G ,_est con-
tinue a droite, et la seconde, Ep’ continue a gauche, Plus préci-
sément, on trouve :

P P eso

F =N F,=nN G
P p'<p P p'<p P

(2-1)

Nous supposons toujours G, non vide et non identique a ®".
Dans ces conditions, toute limite de boules ouvertes contenues dans
Go est une boule ouverte, l'ensemble vide, ou un demi-espace ouvert
contenu dans Go’ Ainsi, l'ensemble des boules et des demi-espaces
ouverts contenus dans G, est inductif pour 1l'inclusion, et le théo-
réme de Zorn nous assure gue toute boule (ou demi-espace) ouverte
contenue dans Go est elle-méme contenue dans une boule ou un demi-

espace maximale,

Pour ne pas compliquer inutilement 1'exposé, je me limite au

cas ou G, ne contient pas de demi-espace : G est donc le complé~




mentaire d'un fermé dont l'enveloppe convexe est égale a BF (lorsque

cette condition n'est pas vérifide, le squelette comprend des points
& 1'infini),

Nous appellerons gguelette de A (ou de Z = Go) et nous désigne-
rons par r = r(4aA) = r(aA) = r(G,) 1l'ensemble des centres des boules
ouvertes maximales contenues dans A (ou, ce qui revient au méue,
dans A = G,)+ De méme, nous désignerons par s_ = s (A) = 8 (G )
l'ensemble des centres des boules ouvertes maxlmales de rayon p>0
donné. Du fait que A ne contient pas de demi-espace, on a, comme
dans le paragraphe précédent, la partition :

(2=2) - r=( s
p>o0 P

De méme encore, Jes équivalences :

[+)
Bp(x) cG, « X€F

[+ ] —

B(x) cB  (y) & xeB(y)
nous déduisons que la boule ouverte de rayon p > O et de centre x
est maximale dans G, 81 et seulement si la boule fermée de centre
x et de rayon O, c'est-a-dire le point x lui-m8me, est une boule

fermée maximale contenue dans le fermé F = G, ® p%. Avec les no-
tations du paragraphe précédent, ceci s'éerit :

(2-3) 8,(G5) = 5,(F)) (p > 0)
Ie squelette lui-méme sera donc

r(Go) = éﬁo J:o (Fp N (Fp)ﬂﬁ

Squelette de 1l'érodé Go

o]

Dans la formule (2-3), remplagons G, par Gp =G, © poﬁ pour
o



un p donné (tel que cet érodé ne soit  pas vide), Le fermé F_ =

G, © pB doit étre remplacé par Gp © pB = Fp w0 ° I1 vient donc 3
0 o

(2-3') sp(Gpo) = SO(Fp+po) = Sp+po(G0)

Par suite, le squelette de 1'érodé Gp est :
. Fo

(2-4) e = U ,(G,)

Synthese de G, et de ses érodés.

Comme G, est réunion des boules ouvertes maximales qu'il con-
tient, on obtient :

Compte tenu de (2-4), on en déduit comme dans le paragraphe précé-
dent :

(2-5) ¢ = r(¢.) @ pB
) éﬁo p P

De méme, en ramplagant dans cette formule G, par Gp et en
o

utilisant l'expression (2-4) du squelette de Gp , i1 vient
o
[« ]
(2-6) ¢ = U r() e (p-p,) B
Po  p3p, P

= o
En ce gqui concerne l'ouverture G ¢ = G Y p,B = G B de G
4 PB Po ® Po Po ® Po o
selon la boule fermée de rayon p , nous trouvons

(2=7) Gp01—3

u r) e 0B
p>p,

Synthese de F_ .
- oO

Pour p, > O donné, nous pouvons appllquer les résultats du

paragraphe précédent au fermé Fp =G, © p,B . Coume on a
o



F, ©pB=F

Po P+P,
et, d'aprés (2-3')
S (F =S (F = 8
P( Po) °( P*Po) PP,
on obtiendra
2-8 P = s & (p-p.)B
(2-8) o, L2J o @ (pmpg
pP2p,
et, pour le squelette du fermé Fp (au sens du paragraphe précé-
dent) °
(2-9) R(F )=y s
| o p2p, P

Ainsi, R(Fp ) diffeére de r(Gp ) par 1'ad jonction de la composante
o} o
sp y C'est-a-dire des centres des boules maximales de rayon Po
o _
exactement,

Pour abréger, posons (pour p > 0)
R = R(F s r =716
(p),p (p)
Ces deux familles décroissantes sont données par :

R = v S , 3 rp = J%>p sp,

La premiére est donc continue a gauche, et la seconde conti-
nue a droite, Plus précisément :

R =N R,= N T,
P p'<p P p'<p P

r = r = R
0 U ' U '



- 12 =

Ni R, ni r ne sont nécessairement des ensembles fermés, ILe
contre-exemple donné au paragraphe précédent permet de le voir,
moyennant une modification simple (remplacer cet ensemble A par
son intérieur),

Dans le cas particulier ol A = A est un fermé d'intérieur
o 2

G, = A=A, pour tout p > O on a l'équivalence :

o —
Bp(x) c GO o Bp(x) c A

En effet, B (x) e A entraine Bp(x) c A, donc Bp(x) B (x) c A,
pulsque A est fermé. Inversement B (x) « A entraine touaours

(x) c A, donc B (x) « A = Gge A1n81, on a

F_ = A9 pB =
P PB = A

Le squelette R = R(Fp) ne différe donc pas, pour p > O, du sque-
lette R(Ap) défini au paragraphe précédent, Par contre :

R(A) = r(A) U S,(4)

Coumme SO(A) est contenu dans la frontiére de A, on a aussi :
r(A) = R(A) N A

Ainsi, dans le cas d'un fermé, le squelette r(K), au sens de la

définition de ce paragraphe, est la restriction & 1'intérieur A
du fermé A du squelette R(A) défini dans le premier paragraphe,

3 — SEMI-CONTINUITE INFERIEURE DU SQUELETTE r(G)

Nous allons maintenant montrer que 1l'application G - r(G) est
semi-continue inférieurement. Cela signifie ceci : pour tout ouvert
Gq de B", 1'ensemble des ouverts G tels que T(G) ﬂ G, # ¢ est un
sous-espace ouvert de l'espace des ouverts de m . Ory Gy étant
ouvert, r(G) N G, # ¢ équivaut a r(G¢) N G, # ¢, de sorte que la



référence & 1l'adhérence r(G) du squelette r(G) est superflue en

ce qui concerle la semi-continuité inférieure : il s'agit d'une
propriété de 1l'application r elle-méme, et non de son adhérence ¥.
En termes plus analytiques, cette semi~continuité inférieure équi-
vaut & la propriété suivante :

Pour toute suite Gy convergeant dans é? vers une limite @,
et pour tout point x € r(G), on peut trouver un entier N et, pour
tout n > N un point x € r(Gn) tel que la suite x , n > N converge
vers x, En bref : tout point du squelette de G est limite d'une suite
de points x € r(g,).

Dans la définition du squelette r(G), telle que nous 1l'avons
donnée ci-dessus, nous avons supposé que G ne contenait pas de demi-
espaces, La semi-continuité inférieure n'est nullement liée a cette
hypothése limitative, Pour obtenir un énoncé aussi général que pos-—
sible, convenons d'appeler boule ouverte généralisée tout ensemble
ouvert V qui est soit vide, soit mP, s80it un demi-espace ouvert,
soit enfin une boule ouverte, A tout ouvert G, associons la famille
¢ (G) des boules ouvertes généralisées maximmles contenues dans G,
#(G) est un sous-ensemble, non fermé en général, de l'espace %?.
Désignons par (£(G) son adhérence dans g? (i.e. : l'ensemble des
boules ouvertes maximales contenues dans G et de leurs limites),

Dans ces conditions, l'application G — &(G) de @ dans 3(%)
est s.c.i, En termes plus simples, cette propriété équivaut a la
suivante :

LEMME 3 - Pour toute suite Gy, convergeant dans g% vers un ouvert G,

et pour toute boule ouverte généralisée maximale V & G, i1

existe une suite V, convergeant vers V dans ég , telle que,

pour chagque n, v, soit une boule généralisée maximale contenue

dans Gn.

Soit, en effet, V une boule ouverte généralisée maximale dans
G. Nous pouvons trouver une suite croissante Kp de boules compactes
généralisées (i.e. : vides ou de rayon fini) telles que



Kpcloipﬂ. et V=UKP=Uf(p

Comme Kp est compacte, pour chague p il existe un entier N
tel que K, € G, pour n 2 N, (d'aprés la définition de la conver-
gence dans g%). Posons

o

W = Kp pour n =N, 1 + N

n N -1

P p!° ") p+1
de sorte que la suite des boules guvertes généralisées Wh (vides
ou de rayons finis) vérifie pour tout n :

WcW, cG ;3 V=UW
Comme W, est contenue dans G, il existe une boule V, ouverte géné-
ralisée maximale dans Gy, qui la contient :

Wn c Vn c Gn

Dans l'espace compact Q? , 1la suite Vi admet une valeur d4'adhé-
rence V , qui est encore une boule ouverte généralisée. “es inclu-
sions W, c v, c G passant a la limite, et la suite croissante W
convergeant vers V U W, dans é9 y il vient :

Ve Vo c G

Mais, per hypothese, V est maximale dans G. Donc vV, = V. Comme
la suite Vi n'admet, dans l'espace compact g, pas d'autres valeurs
da’ adhérence que V_ = V, cette suite converge elle-m8me dans Eé vers
cette unique valeur d'edhérence V : ce qui démontre la proposition.

De cette proposition générale, on déduit sans peine la semi-
continuité inférieure du squelette r(G). Pour que l'application
G » r(G) soit définie dans ég tout entier, définissons, pour tout
G, le squelette £(g) coumme l'ensemble des centres des boules ouver-

tes au sens strict (de rayon fini, non nul) maximales dans G : cetl

ensemble peut &tre vide (par exemple, si G est le complémentaire
d'un fermé convexe), mais cela n'emp&che nullement la semi-conti-
nuité inférieure. Avec cette définition, on a le théoreme suivant :



THEQREME 3 ~ L'application : G - r(G) est une application s.c.i.
del%,dans F .

En effet, soit G, une suite convergeant dans & vers un ouvert
Gy et x un point du squelette r(G). I1 faut montrer qu'il existe
dans chague r(G ) (pour n > a un certaln N fixé) un point x, tel
que x = lim x . Coume X € r(¢), soit B (x) la boule ouverte maxi-
male de rayon fini p centrée en x et contenue dans G, D'apres le
résultat précédent, il existe une suite v, de boules généralisées
telles que chaque Vi soit maximale dans G et que B (x) = lim Ve
Comme B (x) est non v1de et de rayon flnl, les V sont elles-mémes
des boules B (xn) non vides et de rayon fini pour n assez grand,

La convergence Vo~ B (x) entralne ensuite p - p et X, — X. Coume
X, € r(G ) cela démontre le théordme,

COROLLAIRE - Pour chague p > 0, l'application G - r(G ) = rQ(G)

est s.c.i.

En'effet, l'egpplication G - G_ =G @ p§ est continue dans
et Gp - r(Gp) est s.c,i. d'aprés le théoreme.

4 ~ LA FONCTION p(x), ET LES APPLICATIONS AVAL, ALONT ET ARETE

G étant un ouvert quelconque, posons
[}
pg(x) = supfp : Bp(x) c G}

pour tout x € G, et p(x) = 0 a l'extérieur de G. Si x € G, %p(x)(x)
est la plus grande boule de centre x contenue dans G : elle n'est
pas forcément maximale, au sens du paragraphe précédent, car il peut
exister des boules ouvertes, non centrées en X, qui la contiennent
et sont contenues dans G. Notons que pG(x) est simplement la dis-~
tance du point x au complémentaire G° de 1'ouvert G soit :

(4~1) (x) = d(x,6%) = Inf a(x,y)
1 P * YEG
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Cela implique, en particulier, la continuité de cette fonction,

et, plus précisément, les inégalités

(4-2) log(x) - pg | = alx,y) (x, 7 € &)

Rappelons le résultat suivant : une suite G, converge dans
si et seulement si pour chagque point x la suite P (x) converge

n
vers une limite p(x), et on a alors p(x) = pG(x) ou G = lim G, -
Ce résultat peut &tre renforcé de la maniere suivante

o0

Si G - G dans et si ~ x dans ®, alors p, (x ) tend
n é? xn ’ G,
vers pG(X). (Continuité de 1l'application (G,x) — pG(x)).

L'interprétation de la relation (4-2) est simple. Si x, et
X, gsont deux points, P4 et Py deux nombres > 0, on a l'équivalence :

Bp1(x1) c sz(xz) “ p, - py 2 d(x,x,)

et, pour Py > 0,

B (x

o, 1) c sz(x2) o Py, =Py > d(x1,x2)

L'inégalité (4~2) exprime donc que la boule fermée de centre x et
de rayon p n'est contenue dans aucune boule ouverte incluse dans

G (de fait, dans le cas contraire, ﬁp (x) serait contenue dans une
x
boule ouverte concentrigque B (x) e % c G, ce qui contredirait

o]
la définition de p_). x x+e

Si x et y appartiennent am squelette, 1'inégalité (4-2)_est
stricte, sauf si x =y :

log(x) = pg(¥)| < d(x,y) (x,y € r(G)y, x #¥)

En effet, si x € r(G), 1l'inclusion %p (x) %p (y) est impos-

sible, et on a donc : x Y

(4-3) pe(¥) = pg(x) < dlx,y) vy ewR, y#x
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et, de méne, pG(x) - pG(y) < d(x,y) si y € r(a).

Notons que la relation (4-3) est une condition nécessaire et
suffisante pour gue x appartienne au squelette r(G) : elle exprime,

en effet, que la boule ouverte de centre x et de rayon pG(x) est
maximale dans G.

< Soit x un point de G et p, = p.(x).

Comme Bp (x) est contenue dans G, mais

X

non B (x), la frontidre de B (x) con-
Py oy

tient au moins un point X, de la frontiere

de G, Si une boule ouverte % (y) de centre

y et de rayon p contient %p (x), elle ne
X

contient pas le point frontiére x, : les
deux boules fermées sont donc tangentes

en X, autrement dit, y appartient a la
X=X

demi~droite {x  + A T————T y A > 0} et,

plus précisément:

X=X

Px

y=x°+p

Cette remaruge simple entraine des conséquences importantes :
pour tout y appartenant au segment (xo,x), la boule ouverte de cen-
tre y et de rayon d(xo,y) = py ~ d(x,y) est contenue dans G, et au-
cune boule ouverte de rayon supérieur ne peut &tre incluse dans Gj
On a donc :

(4-4) | p(y) = p(x) = a(x,y)

sur le segment fermé (xo,x). Inversement, si la relation (3-4) est
vérifide pour deux points x # y, la demi-droite {x + A(y-x), A 2 0}

rencontre la frontidre de G en un point x_ € fp (x), et la relation
x
o(y*) = p(x) - d(x,y') est vérifiée pour tout y' appartenant au seg-

ment de droite (x,xO) : dans le cas contraire, en effet, la boule
fermée ﬁp(y)(y) serait contenue dans G,
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L'application aval,

Nous appellerons Aval de x, en abrégé Av(x), l'ensemble des
Yy € G vérifiant cette relation (4-4) : pour tout x € G, Av(x) est
non vide et fermé dans G (pour la topologie induite sur G . Il est
clair, en effet, que la relation (4-4) passe a la limite, puisque
les fonctions p et d sont continues),

L'aval de x est ainsi constitué d'un ou plusieurs segments
de drokte issus du point x. Nous dirons qu'un point x € G est un
point simple si son aval est constitué d'un segment unique, et
qu'il est un point multiple dans le cas contraire., Nous d ésignerons
par D(G)_l'ensemble des points multiples de G,

Tout point multiple est un point du squelette, soit

(4-5) D(¢) < r(@)

Cette inclusion peut &tre stricte : le squelette peut comporter
des points simples. Nous verrons cependant plus loin que D(G) est
dense dans r(G), soit

D(¢) = T(G)

(tout point simple du squelette est limite de points multiples),

En effet, supposons que la boule fermée ip rencontre la fron-
X

tiére de G en deux points distincts X, et x1. Alors toute boule ou~

verte contenant %p (x) est centrée en un point y appartenant aux
x

demi-droites {x, + A(x-x ), A= 0} et {x1 + AMx-x ), A 2 0}, donc

nécessairement y = x, et Bp (x) est maximgle, c est-a—dlre x € r(g).
X

L'application amont,

Considérons, waintenant, la partie amont de la demi-droite
d'origine X, et de direction X=X, s0it l'ensemble des points

X~X
_ 0
AT Ao o A2



Désignons par A, le plus grand A2 1 tel que p(x ) = p(x) +

+ d(x,y). Si Ao = 19 la boule Bp (x) est maximale dans G et x € r(G).
x

Inversement x € r(G) entraine A, = 1, & cause de l'inégalité (4-3).
Supposons x £ r(G), c'est-a-dire Ao, > 1» et posons y =X, . Ona

Ao

évidemment encore p(y ) = p(x) + d(x,y ), & cause de la continuité,
et p(x ) < p(x) + d(x,x ) pour A > Ao+ Mais cela signifie que

0

p(yo

contenue dans G,: c'est donc l'unigue boule maximale contenant
[

)(y ) est la plus grande boule ouverte contenant B (x)(x) et

B (x)(x), et, en particulierf Y, € r(G).

‘Nous appellerons Amont de x, en abrégé Am(x) l'ensemble fermé
des points y vérifiant :

(4-5) p(y) = p(x) + d(x,y) (x € @)

Six §-r(g), son amont est réduit au point x lui-m&me, et inverse-
ment d'aprés (4-3)

an(x) = {x} e x € r(G)

si x £ r(G), x est un point simple dont 1l'aval est réduit a um
unique segment (x »X), et Am(x)_constitue lui aussi un unigue seg-
ment (x,y ) prolongeant (x ,X), dont l'extrémlté ¥, est _le centre
de l'unlque boule maximale contenant B (x)(x)

L'application aréte.

Nous appellerons Ardte de x, en abrégé Ar(x) la réunion de
l'amont et de l'aval de x :

Ar(x) = av(x) U Am(x)

Si x est un point simple, Ar(x) est l'unique segment fermé
dans G passant par x sur lequel p(y) croisse de l'aval vers l'amont
avec une pente constante et égale a 1.

si x € D(g), il existe deux ou plusieurs tels segments de droite,



- 20 -

mais tous admettent le point x comme 1l'une de leurs extrémités,.
En résumé :

Deux arétes non identigues sont disjointes ou se coupent en

un_point x € D(G) gui est alors, obligatoirement, leur commune
extrémité amont,

Premiéres propriétés de Av, Am et Ar,

Tout ceci peut 8tre imagé a l'aide d'une représentation topo-
graphigue. Si G est un ouvert dans;RZ, nous interpréterons la sur-
face z = p(x) dans ®° comme une ile (ou un continent si G n'est
pas borné). ILes courbes p(x) = Cste figurent les lignes de niveau,
le squelette r(G) constitue les_lignes de créte, les aretes repré-

sentent les lignes de plus grande pente (pente obligatoirement
égale a -1 vers 1l'aval).

Pour tout x € G, les ensembles Am(x), Ar(x) et Av(x) sont fer-
més dans G (pour la topologie induite sur G), car les relations
(4-4) et (4-5) passent & la limite, Plus précisément :

Les applications Av(x), am(x) et ar(x) sont s.,c.s. de G dans 3(G).

Soit, en effet, x, une suite dans G convergeant vers un point
x € Gy et soit y € Av(xn ) tels que y, -y dans G (ce qui im-
k k k
plique y € G). On a

p(ynk) = p(xnk) + d(Jgnk ynk)

et donc, p et d &tant continues, p(y) = p(x) + d(x,y), c'est-a~dire
y € Av(x) : 1l'application Aval est s.c.s. i8me déwonstration pour
Amont et Ardte. Nous indiquerons plus loin des propriétés plus fines



de ces applications, Notons pour l'instant le résultat simple sui-
vant, qui nous sera utile dans un instant :

L'application Aval est continue en tout point simple, et, en parti-
culier, en tout point n'appartenant pas au squelette.

En effet, soit x € G un point simple, i.e, x £ D(G), et une
suite > convergeant vers x, Comme Av est s.c,s,, il faut montrer
la semi-continuité inférieure. Soit donc y e av(x), et p(y) =
p(x) - d(x,y) > 0. Comme p est continue, on a p(x ) > a(x,y) pour
n assez grand. Nous pouvons donc prendre, dans l'aval de chaque
X, un point y tel que p(yn) = p(xn) - d(x,y), ce qui implique
d(xh yn) =d(x,y). La suite 'y admet donc une valeur d'adhérence
Y,» et, par continuité, p(yo) = p(x) - d(x,y). Il en résulte Yo = ¥»
puisque Av(x) estcconstitué d'un unique segment de droite. Comme la
suite In n'adwet qu'une seule valeur d'adhérence y, elle converge
vers y. Donc Av est s,c.,i, en x, et par suite continue,

Notons encore ceci : am et Av sont réciproques l'une et 1l'autre,
puisque x € AV(y) équivaut 4 y € Am(x). Ainsi, pour tout ensemble
Hc G, on a x € Av(H) si et seulement si Am(x) rencontre H, et de
méme pour la fonction Apmont. Comme Am et Av sont s.c.s., il en ré-
sulte :

Pour tout compact X < G, AmKet Av K sont fermés dans G. Du
fait que p(x) est bornée sur tout compact, on peut méme préciser
que AV K est compacte. Am K n'est pas forcément compacte dans le
cas général. Toutefois, si G ne contient pas de demi-espace, am K
est compacte,

Si F est fermé dans G, Am F est fermé dans G.

En effet, si X, € An F converge vers X, soit ¥, un point de
FN Av x . Coume X, converge et que p est borné sur les compacts,
la suite y, admet une valeur d'adhérence y, qui appartient évidem-
ment a F AV X, Donc x € Am F, et Am F est fermé,

Si_G ne contient pas de demi-espace, pour tout P fermé dans G
Av F est fermé dans G.

M8me démonstration, l'hypothése que G ne contient pas de demi-
espace assurant que la suite Yo € FN Am X, reste bornée,



5 = CARACTERISATION DES FONCTIONS Pg

Si p est la fonction p, associée a un ouvert G, elle vérifie
les deux conditions : |

(8) oy = pyl = a(x,y) (x, y € B

(b) pour tout x tel gque p(x) > 0, il existe un point y £ x
avec

o(y) = p(x) - d(x,y) >0

la condition (a), en effet, est identique a (4-2), et la condition
(b) exprime que Av(x) n'est vide pour aucun x € G. En fait, ces
conditions sont nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction

p 2 0 soit p = p, pour un ouvert G.

En effet, supposons—les vérifiées par une fonction p 2 O.
Comme p est continue (d'aprés (a)) l'ensemble

G = {x : p(x) > 0}

est ouvert, et il faut montrer p = p,. Si X £ G, p(x) = ps(x) = 0.
Soit x € G, et ¥ # x tel que p(y) = p(x) - a(x,y) > O.

Appliquons (b) au point y : il existe un z # ¥

1" tel que
p(z) = p(y) - d(y,2) > 0
A
%% On a donc
®x, p(z) = p(x) - d(x,y) - d(y,2)
Soit o(x) = p(2) = d(x,y) + a(y,2) 2 a(x,z)

D'apres (a), il en résulte 1'égalité
d(x,z) = d(x,y) + d(y,2)

Donc z # y appartient au prolongement du segment (x,y), soit
z =y + AMy-x), A > 0. En réitérant le raisonnement, on voit que
le Sup des A tels que la relation o(z) = p(x) - d(x,2z) > 0 soit
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vérifiée correspond a un point x de la frontiere de G, pour lequel
p(x,) = p(x) - d(x,x,) = 0

D'apres (a), on a évidemment p(y) = p(x) - d(x,y) > O pour tout

y € (x,xo). Il suit de la que le segment (x,xo) appartient a

1'Aval de x dans 1l'ouvert G : cela implique pG(x) = d(x,xo), c'est-
a-dire pG(X) = p(x).

D'aprés (a), la restriction & toute droite D de la fonction
p est, sur cette droite, une fonction a variation bornée, donc
admet en tout point de D une dérivée a droite et une dérivée a
gauche, On peut prévoir gqu'a l'extérieur du squelette ces deux
dérivées seront égales, c'est-a-dire p dérivables sur D, Nous al-
lons établir un résultat plus fort, a savoir la différentiabilité
de p & l'extérieur du squelette, c'est-a-dire sur 1l'ouvert G \ T(G).
Pour fixer la terminologie, convenons d'appeler singuliers les
points de l'adhérence T(G) du squelette, et réguliers les points
du complémentaire G \ T(G).

THROREME 5 - La fonction p = P est différentiable en tout point

régulier x € G, et grad p(x) est le vecteur unitaire de Ar(x),

orienté vers l'amont,

En effet, soit x € G \ r(G) un point régulier que nous pouvons
choisir comme origine des coordonnées, soit x = 0., Comme G \ Tr(G)
est ouvert, il existe une boule ¢B centrée en x = 0, de rayon € > 0,
dont tous les points sont réguliers,

En cha ue x € €B, désignons par u(x) le vecteur unitaire orien~-
té vers l'amont de l'aréte (unique, puisque x est régulier) passant
par ce point. Comme l'application Aval est continue en tout point
régulier, la fonction x - u(x) est continue sur la boule €B.

En particulier, soit uj = u(o) le vecteur unitaire de l'arete

du point O : on a donc :

p(A u ) =p, + A (IA] =€)
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Nous voulons montrer que u, est le gradient de p au point
x = 0, soit
p(¥) = pg - < ¥su, >

(5-1) ly%ig . 5T =0

Supposons que cette relation (5-1) ne soit pas vérifide, et
montrons que cela entraine une contradiction. kn effet, si (5-1)
n'est pas vérifide, il existe une suite Yy convergeant vers le
point O, contenue dans la boule sBktelle que l'on ait pour tout n :

p(yy) = pg =<V, Y, >

2 a>0
[¥,1

a/ Notons que 1l'on ne peut avoir y € Ar(o), puisque A, est
identiquement nulle sur cette arete. Soit w, le vecteur unitaire
de l'arete unique passant par Yp» €% X le point ou cette areéte

rencontre 1l(hyperplan H orthogonal
a u, » passant par le point O.

Jl—n : Ay
Comme les points de la boule gB
gsont réguliers, on a un‘* u_
n $x . . o
X, — 0 et, en particulier, X, € eB
pour n assez grand,
H
L S
Définissons A, par la condition

YIn "%t MU
ce qui implique A, — O et :

p(yy) = p(xy) + Ay

<yn|uo>=)n<uoun>

2 _
Comme < u_ U > - |uo| = {, posons

< uo un > =1 = ay,

avec o, - 0. Avec ces notations, il vient donc
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(5-2) p(¥y) = o = < ¥y ¥y >=plxy) = pg + o Ay

Voila pour le numérateur de A . Passons & son dénominateur,
I1 vient

Aral? = )2 e A2+ 20 < x>

Coume w — u et que x, € H, on a< x, u > = |x | B, avec
By = 0 et :

|y, 12 o (x, + A2 = (=2 +22)
P <2 + 22

Ie second terme du second membre converge vers O, puisque g, - 0
et que l'expression

(xn+kn)2
R

reste bornée, Ainsi, |yn| est équivalent a \[Iz%lz + )\ﬁ lorsque
n - o , Nous avons donc : -

lo(xy) = pg = oy Ayl lp(x;) - ool lay Ayl
< +
v, | v, A

O<asAn=

or |n,1/ly,ls équivalent a |y |/ erzl + )\ﬁ reste borné et
a, - Q0 : donc le second terme tend vers (O, Donc, il existe un
b > 0 tel que
lo(x,) = ol . lo(x,) = pol

x2 + A2 %,

Il

(5=3) O<b x

Notre hypothése ((5-1) non vraie) implique donc l'existence
d 'une suite‘xn de points (différents de 0) convergeant vers O dans
1'hyperplan H et contredisant l'existence du gradient,

b/ Il reste a montrer que (5-3) conduit & une contradiction,
autrement dit que p(x) est différentiable dans l'hyperplan H. ]
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Choisissons un point Z, sur l'aréte de X, » Soit

“n =X, =8 ppuy
de telle maniére que 1'on ait
| p(z,) = p(O)\
Il convient donc de prendre
6 py = plxy) = p(o)

Prenons de m§me sur cette ardte un point Wy = X, +p, w tel que :

(1)

< 2. Wh > =0, c'est-a-dire

]
o

<xn—6pnun,xn+pnun>
Soit :
2
E R Pn < Yy X, >
= by (8 Pn = < 4y X >)

On a vu ci-~dessus que < Y Xy > = x| By avec lim g =0, et
by €St donné par la relation

[} Pn
(5-4) ]xnl - B, 6 Pn = Up (TEZT - Bn)

Mals le point W ne peut pas appartenir a 1la boule ¢B.

En effet, si W, € €B, le segment (xn, Wh) est contenu dans £B, et
donc ne contient Pas de point du squelette : par suite Wh appartient
encore a l'aréte de Xnr €t par suite agussi

p(W,_ ) = p(z ) + d(Wyp2) = p(o) + d(W,,z, )
et done, puisque d(Wn zn) > d(o,Wh) strictement :
PLH,) > p(o) + d(o,w)

ce qui est impossible d'apres (4-2).
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Donc W, £ B, et cela implique que lpnl reste supérieur i un
nombre a > 0. Or, dans (5-4), le premier membre tend vers O et By
ﬁn - O également, Comme Hyy reste » ¢ > 0, on ne peut pas avoir

{6 oyl
EN
ce qui contredit (5-3), et &tablit la différentiabilité de p.

2b>0

6 — L'ADHERENCE T DU SQUELETTE

L'intérieur du squelette, ;(G), est toujours vide, kn effet,
pour tout x € r(G), il existe au moins un segment (x, xo) c Ar(x)
(avec x # xo) dont tous les points, sauf x, sont dans le complé-
mentaire du squelette : par suite r(G) est con?enu dans sa fron-

tiere, et son intérieur est vide,

Cette propriété correspond bien a l1l'intuition selon laguelle
le squelette doit &tre un enesmble suffisamment mince, Toutefois
je ne suis pas arrivé a démontrer que le squelette est négligeable
pour la mesure de Iebesgue, ni d'ailleurs a trouver de contr-exem-
ple. De méme, en ce qui concerne l'adhérence r(G) du squelette,
j'ignore si elle est, ou non, nécessairement d'intérieur vide,

Un contre-exemple,

Par contre, l'adhérence r(G) du squelette n'est pas nécessai-
rement négligeable pour la mesure de Iebesgue (par r(G), j'entends
ici la définition la plus restrictive : adhérence de r(G) dans G,
c'est-a-dire intersection de G lui-méme et de 1'adhérence de r(G)
dans ®"). Voici un contre-exemple.

Soit B le disque unité dans R2,

et C = OB sa frontiere, qui est
le cercle unité, Construisons sur
C un ensemble fermé d'intérieur
vide et non négligeable pour la
mesure de Lebesgue sur C. Pour




cela, suivant le procédé classique, on se donne une suite en d énom—-
brable dense sur C, et, en chague en, on implante un arc ouvert

: el el
(en-_?: ,6n+'§)=1n,
que 1l'on veut. 4a réunion I des I, est un ouvert dense dans C
(puisqu'il contient les en) et de mesure au plus égale a Z)en =
= g /(1=-e) : pourvu que nous ayons choisi ¢ suffisamment petit,
le complémentaire J de cet ouvert est un fermé d'intérieur vide,

et admet une mesure aussi voisine que l'on veut de 2mx,

avec € > 0 choisi d'avance aussi petit

L'ouvert I = | In est, en tant que tel, réunion dénombrable
d'une famille d'intervalles ouverts L, (chaque L, est réunion
d'un certain nombre d'ouverts In) dis joints, 1e fermé J contient,
évidenment, les extrémités de ces intervalles L (qui forment un
sous—ensemble dénombrable de J) et aussi beaucoup d'autres points
(formanﬁ.ceﬁte fois un ensemble non dénombrable) a savoir toutes
les limites de ces extrémités,

Coiffons le disque unité ouvert d'un petit triangle isocéle
(ouvert) T, admettant les deux extrémités de 1l'intervalle L, comme
sommets de base, La figure ci-jointe donne une idée (approximative)
de cette construction,

L'ouvert G ainsi construit admet comme squelette r(G) tous
les rayons (o,¢n), ou ¢ désigne le milieu de l'arc ouvert L .
Les ¢ sont dénombrables, donc r(G) est né&ligeable pour la mesure
de Iebesgue. Quant a r(G), outre la famille dénombrable des rayons
(o,¢n) qui forment r(G) lui-méme, il comporte aussi tous les rayons
associés aux points d'accumulation de la suite P e Soit J' l'ensem-
ble de ces points d'accumulation., J' est un peu plus petit que le
fermé J, puisqu'il ne ccmprend pas les points de J qui séparent
deux intervalles ouverts L, et Lo e siais, par contre, il contient
tous les points de J qui sont limite soit a droite, soit a gauche,
d'une suite d'extrémités de segments L,. Autrement dit, J' ne dif=-
fére de J que par un ensemble dénombrable, et il a en particulier
la mfme mesure > O (aussi voisine de 2n que 1l'on veut) que J lui-
méne,

I1 en résulte que r(G), qui contient les rayons (o,p) pour
tous les ¢ appartenant a cet ensemble J', a lui-méuwe une mesure
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mesure de G lui-m8me,

» €t aussi voisine que l1l'on veut de la

cet ensemble T(G) ne peut certainement pas &tre gquzlifié de
trés mince, Notons toutefois qutil est d'intérieur vide, d'apres
la maeniére m&me dont nous l'avons construit : notre exemple con-
tredit la propriété la plus forte, A(T) = 0, mais pas les pro-
priétés plus faibles A(r) = 0 et T = 0.

L'ensemble T N T.

Cherchons maintenant a caractériser un peu mieux cet ensemble
T(G), c'est-a~dire, d'apreés la terminologie introduite ci-dessus,
1l'ensemble des points singuliers de G : 1'intérét va, évidemment,
se concentrer sur l'ensemble T \ r des points singuliers n'appar-
tenant pas au squelette lui-m&me, Notons d'abord un premier ré-

sultat qui mérite, a la rigueur, le nom de théoreme :

THEQ 6—1 — L'ensemble des points de discontinuité de l1l'appli-

cation Amont est 1'Aval de T \ T.

En effet, soit x un point n'appartenant pas a Av(T \r) clest-
a-dire tel que Am(x) ne contienne pas d'autre point singulier (i.e,
€ T) que son extrémité amont, qui est l'unique point y de r N Am(x),
et soit X, une suite convergeant vers x dans G. Il faut distinguer
deux cas, selon que X € r ou non,

jer cas_: x €_r. Dans ce cas Am(x) = {x}. Comme x € Am(xn)
et que Am est s,c.s., il vient x € lim Am(x ) < lim Am(x)) c {x}.
Donc Am(xn) converge Vers X,

2tme cas : x £ r, c'est-a-dire (puisque x £ Av(T \ r) par
hypothése) x £ T. Dans ce cas, x est un point régulier, et les
x, sont eux-mémes des points réguliers pour n assez grand (puisque
G \ T est ouvert). an(x ) est donc un segment de droite (xn,yn)
avec y € Ty X, # ¥,» Soit L une valeur d'adhérence dans %(G) de
la suite de segments (xn,yn) : L est elle-m8me une demi-droite
d'origine x et contenue dans Am(x), puisque Am est s,c.s. Soit
L = (x,y) avec y € Am(x) : mais y est alors lui-meme une valeur
d'adhérence de la suite y € r. Donc y € T, et x € av(y). uais,
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per hypothese, x € Av(T \ r). Par suite, en fait, y € r, de sorte
que y est l'extrémité amont de am(x). Cela veut dire que la suite
Am(xn) = (xn yn) n'admet qu'une seule valeur d'adhérence, soit
(x,y) = am(x), et donc converge vers Am(x). Donc, la fonction
Amont est continue en x,

Soit maintenant, au contraire, un point x € Av(T \r) : il
faut montrer que la fonction Amont n'est pas continue en x, Soit
y e TN r tel que x ¢ Av(y). Comme y € T (mais non & r) il existe
une suite yp€r bonvergeant vers y. liais la fonction Aval est
continue en y (puisque y £ r). Il existe donc une suite X, € Ay(yn)
convergeant vers x € Av(y). Or Am(xn) est le segment (xn yn), Done
la suite am(x ) converge vers le segment (x,y) # am(x) : la fonc-
tion Amont n'est pas continue en x,

COROLLAIRE { - ILe squelette r(G) est fermé dans G si et seulement

si l'application Amont est continue sur G.

Immédiat.,

'COEOLLAIBE>2 - Ie squelette est fermé si et seulement si 1l'aval
de tout ouvert I' « G est ouvert dans G.

C'est la, en effet, la condition pour que -Am soit s.,c,i.,
"donc continue,

Nous allons maintenant nous acheminer vers la démonstration
du résultat suivant, qui est le théoreme de connexité., Nous allons
pour cela poser deux lemmes, d'ailleurs fort intéressants par eux-—
m8mes, surtout le second qui éclaire de maniere assez précise la
“structure de l'ensemble T \ T.

LEMME.6¥] - 5i f c G est un ouvert régulier (c'est-a-dire disjoint

"~ du squelette, ou, ce qui revient au méue, disjoint de T) son

aval est un ouvert régulier,

Les points x ¢ I’ étant réguliers, donc simples, Ar(x) est
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constituée d'un seul segment de droite. Désignons par u(x) le

vecteur unitaire, orienté vers l'amont, du segment Ar(x). Comme

Av(x) est continue en tout point régulier, la fonction u(x) est

continue sur r, Pour t > 0, 1l'application T, définie sur T en

posant '
T, x=x =t u(x)

est donc elle~méme continue sur I'. Soit alors X, un point quel-
conque de I'y, et € > O assez petit pour que la boule fermée ﬁe(xo)
soit contenue dans I'. Comme T, est continue, 1'image T, T%(xo)

est compacte, et on vérifie sans difficulté que Ty ib(xo) con-
verge dans Y0 vers Eh(xo) lorsque t | 0., Donc, en particulier,
pour t assez petit, 1l'image Ty ie(xo) est contenue dans G. Tout
point y, = T, ¥y = x = ¢ u(y) de cette image est donc dans 1l'aval
d'un unique y € f%(xo). En particulier, u(yt) = u(y), et, inver-
sement, y =y, + t u(yt). ILa restriction a §e(xo) de 1l'applicgtion
Tt est donc une bijection de ﬁe(xo) sur son image : coume elle est
continue et que §e(xo) est compacte, c'est un homéomorphisme, Ainsi

T Be(xo) est un voisinage de T, x .

Or tout x ¢ Ay(xo) est de la forme T, x_, avec t = d(x,xo).
D'autre part, pour t > 0 donné, fg(xo) et T, ﬁe(xo) convergent
dens J& vers {x_} et {T, x_} respectivement lorsque e | 0. Donc,
pour ¢ assez petit, on a ie(xo) c T, Tt'ﬁs(xo) c G, et par suite
Ty ie(xo) c AV T : or, d'aprés ce qui précdéde, T, Ee(xo) est alors
un voisinage de x = Tt X, A plus forte raison, Av I' est un voisi~
nage de x, Comme xﬁest un point quelconque de I'y Av I' est ouvert,

Il reste a montrer que cet ouvert est régulier, c'est-a-dire
dis joint de T, ou, ce qui revient au méme (puisque cet ensemble
est ouvert) disjoint de r, iais cela est évident : si x € I,

X £ r par hypothése, Si x € AV T \ T et si y est un point de T
tel que x € AVvy, on ay # x et donc x £ r,

LEMGE 6-2 - L'adhérence T du squelette est stable pour 1'application

Amont, En particulier, si x €ET\NTr et siy est l'extrémité

Amont de Am x, tous les points du segment (x,y), sauf y, sont

dans T \ r.




_32-

En effet, soit x e T, Si x € r, Am(x) = {x} est contenu dans
T. Supposons X € T \ r, et soit y l'extrémité Amont de Am(x), ce
qui implique y € r et ¥ # x. Soit z un point du segment ouvert
(x,¥). Si.on avait z ¢ T, il existerait un voisinage ouvert I de
z disjoint de T, D'apreés le lemme précédent, Av I' serait un ouvert
régulier et contiendrait le point x : mais cela contredit x ¢ T ,
Donc le segment ouvert (x,y) est contenu dans T, et par suite dans
T N r (y étant le seul point de Am(x) contenu dans r),

THEQOREME 6-2 - Si G est connexe et ne contient pas de demi-espace,

1'adhérence r(G) de son squelette est connexe,

Supposons r non connexe, soit

(a) r=r, Ljrz H E N r, = [0)

et montrons que cela contredit la comnexité de G, Pour abréger,
posons A, = Av(r ) et A, = Ay(r ). D'aprés (a), ces deux ensembles
constituent une partltlon de G :

() G=A UA, 5 A NA=9
kiontrons d'abord que l'on a :

(e) A = Ay(?z)

= Av(r1) 5 A,

1
I1 suffit évidemment d'établir 1'inclusion AV('E ) ¢ A,. Soit x
un point de Av(r ). D'aprés (b), on a soit x € A,y S0it x € A, .
liontrons que cette dernitre éventualité est exclue, En effet, si
X € A2’ Amn(x) contient un point y € r1 et un point z € Toe D'apres
le lemme 6-2, le segment fermé (donc comnexe) d'extrémités y et z

est contenu dans T = r U r . Comme y ¢ T, et z € r2 s €t que

1
(y,2) est connexe, ce segment contient un point de r, N r2 . luais

cela est impossible, d'apres (a)., Les relations (e) en résultent,

Mais, d'aprés les résultats de la fin du paragraphe 4, l'aval
d'un fermé est un fermé, puisque G ne contient pas de demi-espace,
Donc, d'apres (c), A, et A, sont fermés, wes relations (b) expri-
ment donc que G n'est pas connexe,
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L'ensemble D(G) des points multiples.

Je rappelle qu'un point x € G est simple si Ar(x) ne contient
qu'un seul segment de droite, et multiple dans le cas contraire .,
On désigne par D(G) l'ensemble des points multiples. On a vu que
l'on a toujours

D(G¢) « r(G)

meis non, en général, 1l'égalité, Ie théoreme suivant montre cepen-
dant que ces deux ensewbles restent treés proches,

THEQOREME 6-3 - L'ensemble D(G) des points multiples est dense

dans le squelette r(G), et D(G) = r(G).

comme D(G) est inclus dans r(G), il faut montrer r(G) < D(G) .
Considérons l'ouvert I = G \ D(G), compléuentaire de D(G) dans G.
Tous les points x de I étant simples, Ar(x) est constitué d'un
unique segment de droite, dont le vecteur unitaire, orienté vers
1'amont, sera noté u(x). De plus, comme la fonction Aval est con-—
tinue en tout point simple, u(x) est continu sur r.

La suite se passe a peu pres coume poﬁr la démonstration du
Iemme 6-1, IL'application Ty définie par

T, x =x -t u(x)

est continue sur I. Soit x_ un point quelconque de T, et §€(xo)
une boule fermée de centre x et de rayon € > 0 assez petit pour
que cette boule soit contenue dans I'y c'est-a~dire disjointe de
D(G). On montre ensuite, comme dans le lemme 6-2, que 1'image

Tt ﬁe(xo) est elle-u8me contenue dans T" pour t > O assez petit,

et que Tt est un homéomorphisme de §€(xo) sur son image : l'appli-
cation inverse T_, est définie, pour tout y, € T, ﬁe(xo), par :

Ty ¥y = ¥y + t ulyy)

Pour t assez petit, on aura x, € T %e(xo). En effet, on

vérifie sans difficulté qur Ty %e(xo) converge dans g% vers



(x ) loquue € | 0. Il existe alors une image inverse y =
= T _t X € B (x ), et, inversement, x, =y -t u(y). Mais cela
1mp11que X, e AY y, donc X, n'appartient pas au squelette,

Ainsi, 1l'ouvert I' = G \ D(G) est disjoint de r, donc disjoint
de T (puisque c'est un ouvert). wais cela signifie r(6) < D(@)
et achéve la démonstration,

o
Indications sur l'ensemble r .

Je ne suis pas arrivé a montrer que % est nécessairement vide,
ni a trouver de contre-exemple : sachant que T n'est pas forcément
négligeable pour la mesure de Lebesgue, il serait imprudent d'avan-
cer une conjecture, A titre d'indication, je me contenterai de dé-
finir deux fonctions L et I et de montrer leurs relations avec
1l'ensemble T .

Pour tout x € G, désignons par L(x)_la longueur de Am X,
de sorte que L(x) = 0 si et seulement si x est un point du sque-
lette, Comme 1'application Amont est s.c.s., il est facile de voir
que la fonction I, est également s.c.s., et admet le méme ensemble
de discontinuité que Am, a savoir l'aval de r \ r.

Ie Iemme 6-2 ci-~-dessus permet de définir ume autre fonction
M., Pour tout x, désignons par gﬂg) la longueur de segment semi-
ouvert Am x M C T. On a #(x) = 0 si et seulement sixeT ,
M(x) < L(x). L'inégalité stricte i(x) <« L(x) caractérise l'ensemble
de discontinuité de Am, c'est-a-dire Av(T \ r). Autrement dit :
on a L(x)_= M(x)_si et seulement si 1'application amont est conti-
nue en X.

Ia fonction M est s.c.i., et,_plus précisément, c'est la plus

grande minorante s.,c.i, de L.

En effet, soit x ¢ G, et X, une suite dans G convergeant vers
x. Si x € r(g), Am(xn) converge vers Am(x) = {x}, donc L(xn) et
M(xn) convergent vers L(x) = M(x) = 0. Supposons x £ r(G), et soit
u la direction, orientée vers l'amont, de l'arete de x, Posons
£ =x +ui(x), o = x + u Mx). siu(xy)) =0, onax ¢ T, donc



—35-

x € T et M(x) = 0. Supposons donc M(x ) > O pour

n assez grand. Soit alors w, la direction de Am(;n),
. . et posons m, = x +u M(x ), € =x +w Lx).
Si M(x) n'est pas < lim M(xn), on peut extraire

une suite partielle x_ telle gue M(xn ) converge
m“ nk

vers une limite a < M(x). Alors m converge vers

le point x + a u appartenant au segment (x,m) et
différent de m, Mais ce point ¢ T, et cela contre-~
dit la définition de M(x) : donc M est s,.c.i,

D'autre part, le point m appartient a r. Siu= €e¢r, M(X) =

= L(x) majore en x toute minorante s.c.i. de L. Sim # €, il
existe une suite y, €T convergeant vers m € T\NTr :come mgr,
1l'application Aval est continue en m, et on peut trouver une suite
z, € Ay(yn) telle que z  converge vers X. On a alors M(x) = lim L(zn)
donc M(x) majore toute minorante s.c.i. de L.

Inversement, on peut se demander si L est la plus petite ma-
jorante s.c.s, de ii. La réponse n'est pas évidente. On a seulement
le résultat suivant :

L est la plus petite majorante s.c.s. de il si et seulement

s8i l'ensemble r des points singuliers est d'intérieur vide, r = P

Bn effet, supposons % = ¢, et soit comme ci-dessus un point
x appartenant a l'ensemble de discontinuité Av(r N\ r), u la direc-
tion de son aréte, € = x + u L(x) et M =x + u M(x).
o 2 Considérons le point ee =X+ u[L(x)-€], avec € > 0

% arbitrairement petit. Comme T = ¢, il existe une

suite In de points réguliers convergeant vers ee ’
xn °* et, comme e g r, av(y,) converge vers Av( g ).
(n peut donc trouver x, € Ay(y ) avec x = lim Xy o
Coume y, est régulier, M(xn) majore d(x ' Yy) et Tim M(x,) 2 L(x)-¢.
On en dédult que L(x) minore toute maaorante s.c.s, de (x).

Inversement, supposons T 7 0. Coume r est dense dans l1l'ouvert

% , 11 existe y € r N r. S0it x un point de 1l'aval de y distinct

de y. on a M(x) < L(x) strictement, puisque y est un point inté-
rieur de ¥. Si L(x) était la plus petite majorante s.c.s, de m(x),
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on pourrait trouver une suite X, =+ X telle que xn +u, M(xn) con-
verge vers y. Pour n_assez grand, le point y =x + u, M(xn) se-
rait dans l'ouvert r, donc il existerait sur Am X, un p01nt de

T strictement a 1l'aval de N mais cela contredit la définition
de la fonction M,

Apres, clest le grand mystere : ¥ est-il vide ?

7 = CAS DE L'ESPACE A DEUX DIMENSIONS

Jusqu'ici, nous n'avons pas précisé le nombre des dimensions
de l'espace euclidien de travail, qui pouvait donc &tre n'importe
quel entier n > O. A partir de maintenant, nous nous limitons ex-
plicitement au cas n = 2, et la structure particulierement simple
du cercle unité de m2 va nous permettre d'obtenir un résultat plus
fort, & savoir que l'ensemble D(G) des points multiples est négli-
geable pour la mesure de Lebesgue,

La fonction o¢.

Soit x un point de 1l'ouvert G c{RZ. Au fermé Av x, associons
le sous-ensemble Jx du cercle unité, cons-
titué des points (y-x)/|y-x|, y parcourant

M1 Av x (y # x). Inversement, la donnée de
Iy détermine AV Xx. Iy est manifestement
fermé. Son complémentaire Iy dans le cercle
unité est donc réunion d'une famille dénom—

;Y brable d'arcs ouverts connexes r . Soit y,
la mesure, en radians, de l'arc Ty de sorte
2 que :
Yy, s2m

Posons Yy = Sup y,- On a 0 < vy, < 2 m, et 1'un des I',» par

exemple I' ., admet la mesure Yy T Yxe Si vy, est » n, cet arc maxi-

17 x
mal r1 est unique, mais pour Yy < T il peut exister plusieurs arcs
maximaux. ~a fonction x - y, ainsi définie est s,c.i, sur G.
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En effet, par définition de y(x), il existe un arc ouvert
conmexe ' du cercle unité, de mesure v(x), disjoint de dor €t
tout arc fermé connexe de mesure > y(x) rencontre J_. Soit alors
x, une suite convergeant vers x € G, et X, une suite partielle

k
telle que -y(xn ) converge vers une limite a » 0., Tout arc comnexe
k

fermé A de mesure » a est limite d'arcs connexes fermés An de

mesure > y(xn ). Donc An rencontre J;n . L'application x — J_

est s8,c,.8., comme on le verlfle sans pe§ne Par suite, A rencontre
J . Mais cela signifie v(x) < a: yest s.c.i.

Au lieu de vy, nous utiliserons la fonction ¢ définie par :
o(x) = 2 = - y(x)

¢ est donc une fonction s.c,s. D'aprés cettebdéfinition, ¢(x)
est la mesure du ou des cbnes fermés connexes minimaux contenant
Av x, Si y(x) est < =, i1 n'y a qu'un cdne fermé connexe m1n1mal

C,» mais cette unité ne subsiste pas pour v(x) > =,

Il est clair que l1l'on a ¢(x) = 0 8l et seulement si x est un
point simple, Pour g > 0O, posons

D, = {x 3 ¢(x) = g}

D, est un ensemble fermé, puisque ¢ est s.c.s, et D = LJD1/h

est réunion dénombrable de fermés. Pour montrer que D est négli-
geable pour la mesure de Iebesgue A, il va donc suffire de montrer
que 1l'on a A(D,) = O pour tout B > O. Pour cela, nous utiliserons
le lemme suivant :

LMl 7-1 - Soit x € G et B > 0. Il existe ¢, > O tel que, pour

tout ¢ < €qo? le cercle de centre x et de rayon £ ne rencontre

Dg

el

qu'en un nombre au plus fini de points distincts,

Six £ D, cela est immédiat, En effet, D, étant fermé, il

B B
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existe un ¢ > 0 tel que le disque fermé i% (x) soit disjoint de
o

B.

Supposons donc x € D, et posons p = p(x).
Désignons par C le cercle 0B (x) de centre
x et de rayon p. L'intersection de C et
du compléuentaire d'Av x est constitude
d'une famille dénombrable r1, PZ"'

d'arcs comnexes ouverts, dont nous dési-
gnerons par y,» Ype.. les mesures expri-
mées en radians., Nous pouvons supposer

ces arcs rangés par ordre décroissant,
soit Yy 2 Yy e Evidemment, 2 y, £ 2w,

de sorte qu'un nombre fini seulement

d'arcs T, ont une mesure » & un nombre
> O donné.,

S0it ' un arc de la famille de Pn, Y son angle au soummet, x1
et x, ses extrémités sur 0 B _(xXce sont des points de o G), et
T le cdne de sommet x et de base I' = (x1,x2). Lorsque y parcourt
1l'intersection T n'ﬁe(x) (0 < € < p), 1l'angle (x1 y x2) reste in-
férieur ou égal a y' défini par

p sin % = (p-g) sin %'

Choisissons g, > 0 inférieur a p, et By tel que :

p sin %} = (p—e1) sin %

Alors, si y < By 1'angle (x1 y x2) reste < g lorsque y parcourt

T ryi% (x) : autrement dit T N §e (x) est disjoint de DB.
1 1

Ainsi, dans la famille Ty il n'existe qu'un nombre fini
d'arcs T, tels que T N D
n ‘i g

Yn 2 31. Désignons par I' 1'un d'entre eux, et par y = 51 sa mesure,

N ie (x) # ¢, a savoir ceux gui vérifient
1

Ces arcs étant en nombre fini, il suffit, pour établir le leume,
de montrer que pour ¢ assez petit, le cercle 9 ﬁe(x) ne rencontre

TN Dﬁ qu'en un nombre fini de points,
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Choisissons o < y/2, suffisamment petit pour que

. o4 - . ﬁ
p sin & < (p 81) sin ¥

l"\

Cette condition nous garantit que

tout point y e T% (x) tel que
1
AV y N C soit contenu dans un arc

< a vérifie ¢(y) < g, soit

yf!DB

Soient alors X, et x; les deux ex=-
trémités de I sur le cercle C =
=9 B (x) orienté selon l'usage,

et x1, x les points de C tels que

1

] 1
(xo b'e x1) = (x1 X xo) = q

]
AV x est disjoint de 1l'arc connexe fermé (x1, x1). Comme cet
arc est compact dans G et gque Av est s.c.s,, il existe un £y > 0,
que l'on peut prendre < ¢

pour tout y € B_ (x).
€o

" tel que AV y soit disjoint de (x1,x;)

Soit alors O <« € <« Eqye Nous allons montrer que le cercle
8 AT qu'en un point au plus.
Pour le voir, notons que les points y e T N 3 Bs(x) se rangent
en trois classes disjointes 3

o §€(x) ne rencontre D

a/ Ies points y tels que AV y soit disjoint de l1l'arc fermé
]
(x1,xo) forment un ensewble ouvert E1 c Be(x). Pour les points

de cette classe, l'intersection Av y N C est contenue dans l'arc

B
b/ De mue, les points y tels que AV y soit disjoint de (x ,x )

ouvert (x X ). Par suite, comme on 1l'a vu, ¢(¥y) < p et E, ND

= @,

forment un ensemble ouvert E dlSJOlnt de D,, et, pour y ¢ E
AV ¥y N C est inclus dans (x1,xo), d'ou o(¥y) < B.

1 ?

c/ Restent enfin les points y dont l'aval (disjoint de l'arc

fermé X, X, ') rencontre chacun des deux arcs (x X, ) et (x X, .






Ces points forment un sous ensemble fermé E_  du cercle o Be(x).

t
E, n'est pas vide : sinon, les deux ouverts E1 et E1 forme-

raient une partition de 1l'arc ouvert connexe (xo,xé). Tout va se
ramener & montrer que E, ne contient qu'un seul point Yoo

Supposons qu'il existe dans E, deux points dlstlncts ¥, et
Yy L aval de y, contient un p01nt p, sur l'arc (x X ) et un

point p sur (x X ) De méme, AV y1 rencontre (x X ) en un point
p1 et (x x, ) en un point p1 . Comme Av Yo et Av y1 sont d13301nts,
et dlSJOlntS de AV x, 1l'un des deux angles (p Yo P, 'Y ou (p1 ¥, Py ")
sépare 1'autre, dans C, de (x X x ) Supposons par exemple :

P, intérieur a 1'arc (xo,p1) et p; intérieur a (p; xé)o

Pour la suite du raisonnement, nous pouvons remplacer G par
1'ouvert G' réunion des trois boules extrémales centrées en x, Yo

et y1, de rayon p = p(x), Po = p(Y )y Py = p(y ). En effet, les

demi-droites x xo et x xo appartiennent encore a 1'jval de x dans

G', Yo B, et Yo p a 1l'aval de Yo dans G' et Yy Py ¥, p1 a l'aval
de Yy dans G', Ainsi, les Avals de x et de Y, dans G' sont séparés
par celui de Yoo liais cela entraine que les deux cercles & B (x)

et 0 B (yo) se rencontrent en deux points 2, et Zo qui n'appar-

tiennenf pas au disque_ﬁp (y1), et de méme les deux cercles

1

) se rencontrent en deux points z, et z, qui

d Bp (yo) et o Bp (y 1 1

1
o 1 _
n'appartiement pas au disque Bp(x).
Or la droite x Yo est la bissectrice de 1l'angle N
et Yo y1 celle de 1l'angle z1 y1 z; . L'angle de ces deux droites
est donec, algébriquement

(x Yo ¥o ¥,) = 30(zy ¥4 24) = (34 ¥, 2,)]

iais 1'angle (z, ¥y,
arc dont la mesure en radians est « a. D'apres le choix que nous

z1) intercepte sur le cercle 3 B (x) un

avons fait de a, cela implique (puisque Y, € 0 §€(x) et £ < 51)
o 2o) < B. Donc, en valeur
absolue, l'angle des deux demi-droites x Yo et Yo y1 est <« B.

que cet angle est < B, et de méme (z; y



Par suite, si B < ®x/2, la distance d(x y1) est strictement
supérieure a d(x Yo ), et yi ne peut pas appartenir au méme cercle
0 B, (x) que Yo+ le lemme est donc prouvé pour g < n/2. Comme 1l'en-—
semble D, est décr01ssant en B, le lemme est donc vrai a plus forte
raison pour g > m/2.

THEQOREME 7 - L'ensemble D(G) des points multiples est négligeable

pour la mesure de lebesgue,

En effet, soit g > O. D'aprés le lemme, a chaque X, € G est

associée une boule Be (xo) telle que, pour g <« €y le cercle
0
e Be(xo) ne rencontre D_, qu'en un nombre fini de points, On en

déduit que Bso(xo) N DB

A (conséquence immédiate du théoreme de Fubini appliqué en coor-

est négligeable pour la mesure de Iebesgue

données polaires de centre xo).

iais G est réunion d'une suite de compacts dont chacun admet
un recouvrement par de telles boules. Donc G lui-m@me est de la
forme ‘

G =U B, (x)

avec A(D. N B. (x.)) = 0. On en déduit aussitbt

f € B ‘
Man%)=o

(il reste a faire tendre B vers O pour obtenir A(G N D) = A(D) = 0).

COROLIAIRE -~ Si F est un fermé quelconque de m2, l'application

X - X ou x est la projection de x sur F est définie presque

partout (pour la mesure de Iebesgue) et mesurable

Sixe P an =X, Six e G= Fc, 1'ensemble des y € F qui
réalisent les minima de d(x,y) est l'intersection AV X N F. Elle
est réduite & un point unique si et seulement si x £ D(G), donc
A-presque partout d'aprés le théordme. Comme X — AV X est S.C.8.,
donc mesurable sur G, il en est de mlume de x - AV x N P, c'est-a-
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dire de 1l'application Mg considérée comme application de Bz

dans 3(®%). Sur le complémentaire de D(G), my(x) est réduite

a un point, et définit donc une application mesurable de(R2

dans lui-méne,

On notera que l1l'application Ny est continue sur le complé-

2

mentaire de D(G), mais non, évidemment, sur R tout entier,



