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CALCUL DE IA DISPERSION MACROSCOPIQUE

DANS IE CAS A UNE SEULE PIMENSION

Par

G. MATHERON

0 = INTRODUCTION

Dans ce qui suit, nous considérons un phénoméne de dispersion
dans R’ qui, & 1'échelle microscopique, se laisse décrire comme un
mouvement brownien homogéne dans le temps mais non dans l'espace,
Autrement dit, il existe deux fonctions A(x) et v(x) (vérifiant
des hypothéses de régularité convenables, par exemple continues
et borndes, et, naturellement, v est positive) telles que la den-
sité de probabilité pt de la position X, de la particule au temps t

obéisse 4 1'équation de diffusion
d p 2
t 1.9 d
(0-1) — =5 =5 (vp) =35 (Ap)
ot 2 6x2 t x t

Il s'agit donc du processus de Markov défini'par le généra-~
teur infinitésimal A tel que :

(0-2) | A =3 £+ AL
Je suppose de plus qu'il existe une porosité, i.e. une fonc—-
tion w(x) (positive et bornée) telle que la mesure w(x) dx soit
invariante pour le processus. Autrement dit, d'aprds (0-1)
T (V)" = (wA)' =0
Soit, avec une constante d'intégration b convenable :

(0-3) % (Wv)! —wA==01

Comme w et b sont définis & une constante positive prés



seulement, il n'y a que trois cas a envisager, selon que b est
négaxive,nulle ou positive. Quitte & changer l'orientation de
l'axe des x, on peut supposer b > 0.

Compte tenu de 1'existence de la porosité w(x), le générateur
infinitésimal A admet 1l'expression

| 1 4 ,,42,bar
(0-4) Af = 0 dx P Vax w dx

Pour passer de 1l'échelle microscopique & 1l'échelle macrosco-
pique, et étudier 1l'émergence éventuelle de ce demi-groupe de dis-
persion, nous supposons maintenant que les fonctions A(x) et v(x)
sont des fonctions aléatoires stationnaires et ergodiques (FAST),
ainsi que la porosité w(x).

Comme w v est elle-mfme une FAST, E[(w v)'] est nulle, et,
dtaprés (0-3)

(0-5) o b = E(w A)
Ainsi, b = O correspond & l'absence d'entrainement au niveau

macroscopique (la tache s'élargit, mais son centre reste fixe). Si
b = 0, on doit avoir : ‘

1 (wwv)' _
2 wov

<|>

1

Le coefficient A/v est la dérivée d'une'FAST, a savoir E-log W Ve

Dans tout ce qui suit, nous supposerons essentiellement b > O,

ce qui correspond au cas le plus intéressant du point de vue phy-
sique. S'il y a émergence, le phénoméne se laissera décrire, au

niveau macroscopique, par une équation du type (0-1), mais & co-
efficients constants, soit :

d py 32

' P 0 p
(0-6) -t =3 D= :

...v...c,).._....X

6x2



Je me propose dans ce qui suit de calculer la vitesse d'en-
trainement (constante) v et la dispersion macroscopique (constante)
D & partir de la loi spatiale des PAST w(x) et v(x). Pour y par-

venir, nous passerons par l'intermédiaire @u calcul des temps
d'attente,

I .  METHODE DES TEMPS D'ATTENTE.

Considérons d'abord le cas de l'équation (0-6) & coefficients
constants (mouvement brownien homogdne dans le temps et dans l'es-—
pace). On sait que, la particule étant placée au point O & 1'ins-
tant initial t = 0, la densité de probabilité pt(x) de sa position
Xt au temps t positif est la loi de Gauss de moyenne t v et de va=

py(x) = 1 exp %§51¥313 }

2 D t

riance t D :

dont la transformée de Iaplace en t est :

o]

- ~ 2

- r = | e~Mt - — LA y 2,

(1-1) p, (x) = J e pi(x) at = vr_____E, exp {%.x |x| V5> + . }
o o 2\ D+v

Désignons par T, 1'instant (aléatoire) ol la particule, par—
tant de x = 0, atteint pour la premiére fois l'abscisse z > 0 et
par g (t) la densité de probabilité ge T . Compte tenu de la conti-
nuité presque sfire de la trajectoire du mouvement brownien, en écri-
vant que la particule ne peut se trouver en x > z au temps t qu'a-
prés &tre passée par z en un temps I, =1x t, nous trouvons :

t
pi(x) = I 8,(7) py_ (x-2) dx
>

Prenant la transformée de Léplace en t de cette équation de
convolution, nous trouvons

Py (x) = &,(A) b, (x~2)



(EZ(A) est la transformée de ILaplace en t de gz(t)). Compte tenu
de (1-1) et de x > z > 0, cela donne

(1-2) g,()) exp{%z_z\/‘_];.;+%§}

J gz(r) dt =1 : il y a une probabilité

Pour v = O, EZ(O)

0
unité pour que la particule atteigne 1l'abscisse z en un temps fini.

Au contraire, pour v < 0, on trouve :
i ol
gz(o)—J gz(r)dt—eXP{-ZDZ}<1
o

Il y a une probabilité non nulle pour que la particule n'at-
teigne jamais l'abscisse z. L'expression ci-dessus indique de plus
que Sup Xt est p.s. fini, et que cette variable admet la loi expo-

t .

nentielle d'espérance D/2|v|.

Plagons-nous dans le cas v > 0. La relation (1-2) montre que
la VA T, est indéfiniment divisible, et qu'elle admet une espé-
rance m(z) et une variance o2(z) finies si (et seulement si) v est
strictement positive :

n(z) = %
(1-3) , 5
- =2
o(z) >

Ce sont ces relations (1-3) qui vont, dans ce qui suit, nous
servir de critére d'émergence. Nous allons calculer les moments
~d'ordre 1 et 2 du temps d'attente d'une abscisse y (& partir d'une
position initiale x < y) par le processus microscopigue X% a4 coef-

ficients A et v non constants., Si les expressions obtenues sont
bien de la forme (1-3), nous admettrons qu'il y a émergence, et,
en procédant par identification, nous en déduirons l'expression
des coefficients macroscopiques constants v et D.



Cette méthode est évidemment critiquable car, si 1'équation
(0-6) implique la relation (1-3), 1l'inverse n'est évidemment pas
vrai. Il s'agit donc, en toute rigueur, d'une condition nécessaire
mais non suffisante. Par contre, cette méthode présente le treés

grand avantage de fournir une expression explicite de la dispersion
macroscopique D.

2 - METHODE (HEURISTIQUE) DU PASSAGE A LA LIMITE.

Pour faciliter la compréhension du résultat final, nous allons
en premier lieu en donner une jJjustification purement heuristique,
avant de passer & une démonstration plus rigoureuse. Pour cela,
nous allons remplacer le mouvement brownien défini par les fonc-
tions A et v par un processus plus simple (du type dit de Feller)
gqui en diffeére aussi peu que l'on veut.

Choisissons une longuéur € (que nous ferons ensuite tendre
vers 0) et considérons le processus Xt susceptible de prendre les
seules valeurs * n e (n entier) défini comme suit : lorsque X, =
n e, X, reste constant jusqu'a wn instant T, aléatoire (admettant
~une loi exponentielle d'espérance 1/an), ol il subit un saut 4'am-
plitude + € (avec la probabilité pn) ou — £ (avec la probabilité
a4, =1 - pn). Si 1'on prend

_v(ne) . . _1 ‘ Alne)y . _1 _ . Alne
(2-0) & = o2 PP T3 (1 +¢ VTEE%) 9y T3 (1 _8 v(ne )
et si 1'on fait tendre € vers O, il est facile de voir (par exemple,
en écrivant 1'expression du générateur infinitésimal) que ce pro-
cessus converge (en un sens qu'il est inutile de préciser) vers le

" mouvement brownien défini en (0-2). '

Désignons par Tn le temps d'attente de 1l'abscisse (n+1)e
lorsque le processus est en n g, et par & (\) = E[exp(-A Tn)]
- sa transformée de Laplace. On a clairement ¢ ' ‘

% %
sk n Tk -1 %

(2-1) T, =Py



Posons w = @n(o) : w est la probabilité pour que le pro-
cessus, partant de n g, atteigne (n+1)e,et cherchons la condition
pour que l'on ait ®,

1

1. D'apres (2-1), il vient :

= + L~ IR ]
“n pn 9 *n ®n-t

tol e n :
d'ou : B, (1 w 1) a,
1 - c—=(1-w_,)
n n ( ) P, n-1
1+-I'); 1—wn_1
Ainsi _ .
n Q. n 1-¢ %%%%%
1 - w, < I —= = II
Yo=—00 Py k=—00 1+ Alne
£
v(ne

On aura donc 1 - w, = 0 pourvu que 1l'intégrale

X

soit pes. égale & + o, Or, d'aprés (0-3) :

<>
i
o
+
£

et donc

<>

[

- Comme cette intégrale converge p.s. vers +o (pour z - = «)

1 (wv) g
ag E-log Ty + b J v
z

des que b > 0, nous concluons que l'on a bien w, = 1. sous cette
m&me hypotheése,

Par des raisonnements analogues, qu'il serait fastidieux
d'expliciter, on peut montrer que le temps d'attente de 1l'abscisse
(n+1)e admet des moments dtordre 1 et 2. On obtient leurs valeurs
en dérivant en A 1'équation (2~1). Posant : |

b, =E (1) S =E (Tﬁ)



il vient ainsi, aprds quelques menipulations :

- 1

Py Sy - ay Sn—1 =27, by

Que se passe-t-il si € tend vers 0 ? Pour le mouvement brownien,
il est clair que le temps d'attente T (x) de l'abscisse y > x & par—
tir de x est une VA indéfiniment divisible, en ce sens que pour tou-

te suite finie x =X, < X, €eco <X =Y, les VAT (x.) sont
0 1 i+1 1 .
indépendantes et ‘ _
(x) = T T (x,)
T (x) = B X.
y j=o X449 t

On en d éduit classiquement qu'il existe deux mesures posi~-

“tives p(dE) et S(dE) telles que l'espérance et la variance du temps
d'attente, soient :

E 200 = | uar)
X

y
Var Ty(;c) = J s(ax)
X

Admettons (nous verrons qu'il en est bien ainsi) que ces me-
sures admettent des densités positives u(g) et S(£). Pour e petit,
on s'attend & ce que les termes p et S, des relations (2-2) soient
équivalents & € u(ne) et € S(ne). En remplagant p , q, et a par
leurs expressions (2-0), la premiére relation (2-2) devient :

; |
£ (u(ne) = ul(n=1)e) + § [p(ne) 2pBE + wl(e=1)e) A Em s ]

2
€

vine

Lorsque & tend vers 0, on constate sur cette expression que la
densité d'espérance p(E) doit vérifier 1'équation différentielle

3) Y -
(2-3) 7 ax T Aec=!



De la méme fagon, on obtiendra pour la densité de variance
S(t) l1la relation :

2

e
Qalf-'h
Xl

(2-4) +AS=vyp

I1 est préférable, pour ce qui suit, de remplacer ces éqﬁa-
tions par celles que l'on obtient en exprimant A & 1l'aide de b > O
et de la porosité w : le calcul est le méme gque celui qui nous a
permis de remplacer par (0-4) l'expression (0-2) du générateur
infinitésimal, et on obtient :

%'é% (wvpu)+dp=uw
(2-5)

2
WV

1 4 i
Eﬁ(va)-i-bS

D'une maniere générale, considérons 1l'équation différentielle

(2-6) % éL (v f)+bf=¢guw

]

dont la solution générale est de la forme

b 4 ‘ X '
-2b[ 4ag x -2bJ‘ daE
2 wv wv

wv f(x) =Ce + 2 J w(z) glz) e & dz

a

Avec b > 0, le premier terme tend p.s, vers O si a tend vers
- o0, Si g(x) est une FAST, et moyennant des hypothéses assez faibles,
le second terme, pour a - - «, admet une limite p.s. qui est elle-
méme une FA stationnaire en x, et il est facile de voir que 1l'ex-
pression obtenue est la seule solution stationnaire de (2-6),vé

savoir |
b'e
- -2bJ” 4k
z WV

' X
(=1 200 = gay | e ela) e az

Or, les densités d'espérance et de variance, solution de (2-5),



sont certainement des FAST p(x) et S(x) : elles admettent donc
des expressions de la forme (2-7).

La densité d'espérance du temps d'attente.

En ce qui concerne p(x), tout d'abord, nous trouvons :

<
-2b£ %é

p.4
(2-8) p,(x) ='(.-0TJ.C-)_2VG-J J w(z) e dz

Comme le temps d'attente Tz(o) de z 4 partir de O admet
1'espérance ‘

Z .
n(z) = E j p(x) dx = z E(p)
o

la premidre relation (1-3) montre que la vitesse macroscopique v
doit vérifier

1 -
v=Euwp
Pour calculer E p, il vaut mieux partir de 1l'équation (2-5).

En effet, w v p étant une FAST, sa dérivée a une espérance nulle,
et (2-5) donne b E p = E w. D'olt le premier résultat

v = b/E(w)

soit, compte tenu de (0-5) :

b _Ew
(2-9) V= %o E w

Ia variance du temps d‘'attente.

Iorsque les réalisations des FAST w et v sont fixées, le temps
d'attente Tz(o) admet le moment (conditionnel) d'ordre 2 non centré :

_ Z z 5
E[(Tz(o))Z/w,v] = J S(x) ax + [ J p(x) dx:]
0

o
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Par conséquent, sa variance (non conditionnelle) sera :
- 2 b4 : 0 - z 5
Var Tz(o) =E I S(x) dax + E[‘[ n(x) de - [E J u(x) dx]
: o o o]

Ie premier terme est z E S. Ie second s'exprime simplement
a4 1l'aide de la covariance centrée Cp_de la FAST p(x), soit :

. , V4
Var T,(0) = z E(S) + 2 J (z-x) c.u(X) dx
(o]

D'aprds la relation (1-3), nous devons avoir, pour z — o 3

D Var T, - . or |
=3 = lim ———Z = E(S) + 2 lim — I (z-x) C (x) dx
z z B
v .
o
[o¢]
Sous la seule hypothése J |Cp| dx < o, on sait que 1l'on a :
A 4

Z (o)
und [ () 0,0 ax = [ ¢ () ax
-0 o

Par conséquent, la dispersion macroscopigue D sera donnée par

00
(2~10) - D= vV ES + 2‘v3 J Cu(x) dx
(9]

Elle comporte deux termes : le premier, v3 E S, peut &tre
qualifié de dispersion pure, ou dispersion homocinétique. Ie second,

1ié & l'intégrale de la covariance C , est une dispersion d'entrai-

nement, liée au fait que le centre de gravité de la distribution
microscopigue py ne coincide pas exactement avec Vis mais constitue
seulement une VA d'espérance Vie '

Evaluons ces deux termes. Pour E S5, en prenant membre i membre
1'espérance de la seconde relation (2-5), nous trouvons :

ES =

ol-

E (wv pz)
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Pour simplifier un peu cette expression, ol p figure par son
carré, multiplions par w v p la premidre relation (2-5), ce qui
donne '

d 2
% T= (v p)®+bwvps=u vy

Prenant l'espérance membre a membre, nous trouvons :

PE (wv pz) E (w2 vV )

N

D'ou l'expression suivante du terme E S, plus facile &
évaluer : '

2
5 B (0% v )

o =

(2-11) ES=

En ce qui concerne le second terme de (2-10), on peut rempla-
cer la covariance centrée Cu de la FAST p par celle de la FAST w,
soit Cw : ’
. : o0 [od]
(2-12) b2 l c,(x) ax = _i ¢ (x) ax

Pour le voir, intégrons de O & z la premiéré,felation (2-5).
T1 vient :

z z
_% (v v u)z - % (w v u)o + b J:p(x) dx = I w{x) dx
) o

Comme E w = b E p, nous pouvons remplacer pu(x) et w(x) par leurs
valeurs centrées p(x) - E p, w(x) - E w. Appliquant ensuite 1'iné-
galité triangulaire & la norme de L, , nous trouvons

2 . z '
o nj (u(x) = E p) ax I - n[ (0(x) ~Ew) ax 1] < v pl
0 0 )

et cette inédgalité implique bien la relation (2-12).
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Reportant ces résultats dans (2-10), et tenant compte aussi
de la relation (2-9) qui donne b = v E w, nous obtenons finalement
1'expression suivante pour la dispersion macroscopigue

(o]

| — ——
(2-13) pavEligul , &, [ ey ax

¢]

L'expression E (0? v n) qui figure dans le premier terme du

second membre est explicitement donnée, d'aprés (2-8), par
o

| o -2 %\Fj’
(2-14) E (w? v u).= 2 E [m(o) J w(z) e 2 dz-]

3 — EXEMPIES SIMPIES ET VERIFICATION

Comme ces formules (2-13) et (2-14) ont été obtenues en pas-
sant par l'intermédiaire des temps d'attente, nous ne pouvons pas
affirmer, mais seulement conjecturer, que la variance de Xt est
asymptotiquement égale & Dt. Il n'est donc pas inutile de procéder
- &4 une vérification dans quelques cas particuliers simples.

~ Essayons d'abord une méthode directe. Si f(x) est une fonction
bornde (aléatoire ou non), nous avons : |

(3-1) g% E f(Xt) =5 th(x)(Af)(x) dx =E th(x) [% £ o4 N f,].dx

On peut conjecturer que cette formule reste applicable & des
fonctions non bornées, mais & croissance pas trop rapide, comme
x ou x2. Admettant qu'il en soit bien ainsi, essayons d‘'abord la
fonction f£(x) = x. Il vient :

é% EX =E th(x)'x(x) ax

| soit, en supposant x

Il

o =0 (particule partant & 1l'instant initial



de 1l'origine x = 0)

t
1py =54
1ex -2 [z a

o

On peut montrer, en toute généralité, que, t tendant vers
1'infini, cette expression converge bien vers v = E(wA)/E(w).’
Sans invoquer ce résultat génédral, notons que dans le cas parti-
culier ou A(x) est une constante A\ = v, on a en toute rigueur
E Xt = v T '

: 2
Pour la fonction £(x) = x~, la relation (3-1) donne :

é% E X% =B th(x) [v + 2 x x(x)]‘dx

Placons~nous dans le cas "“homocinédtigue" ol 1l'on a :
G

AMx) = v = cSte

Alors, toujours avec Xo = 0, i1 vient :

5

E J v(XT) dt + 2 Vv Jtdr Jx pT(x) dx
) o

It

E'(XT) =v 1, et le second terme est v2.t2, d'ou
ot
Var Xt=EJV(XT) dt
0

Mais Jx pT(x) dx

D'aprés le résultat général invoqué ci-dessus, on trouve ainsi

. 1 _BEwwv
(3-2) tllm T Var X, = =5 — =
- 00

Montrons que la formule (2-13), dans le cas homocinétique
A = v, conduit 4 la mfme expression.

ste

SiA=v=2C", la relation (0-3) montre que l'on a
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| _Db 1 (wv
(3-3) u)—-;;""-éi——L-

Par conséquent, la premidre &quation (2-5) admet la solution
p = % = CSte, et, comme p(x) est la seule solution stationnaire,
on a bien p = 1/v. Inversement, d'ailleurs, en se reportant & (2-3),

on voit que p = c®*® entraine A = 1/u = cSt®, Autrement dit, on a
A(x) = ¢S si et seulement si pix) = CSte, et dans ce cas A p = 1.

Ie cas que nous avons appelé homocinétigue est donc caractérisé,
indifféremment, par A = v ou par p = 1/v.

cO

Cste

Comme, d'aprds (2-12), p = entraine I Cw(x) dx = 0, 1le

: o
second terme de la formule (2-13), celui que nous avons appelé

terme d'entrainement, est effectivement nul dans le cas homociné-
tique, et il reste (puisque p = 1/v) :

2
D = E (w7v)

C(E w)

Mais, multipliant (3-3) par w v, nous trouvons

2 2
wiv = % wy + 4 lem v

4 v

et par suite

E (02v) E (wv) = E(w) E(w v)

i
<l

I1 reste donc @

p=E(wv)

E (w)

ctest-a~dire justement le résultat obtenu directement en (3-2).
Ainsi notre formule est correcte dans le cas homocinétique.

Deuxidéme Exemple.

Un autre cas de simplification est celui ou w2v est une cons-—
tante, ce que nous écrirons (puisque w n'est défini qu'a un facteur
prés) ‘



(3-4) wiv = C(E w)2

Comme E p = 1/v, le premier terme de la formule (2-13), ou
terme homocinétique, est égal & la constante C qui figure en (3-4),
et il reste : '

(3-5) D=2C+ 753:%5 i Cw(x) dx

 Or, si 1'on introduit le processus Z, défini par
(3-6) Z, = ElB J w(x) dx
0 .

on montre, par un changement de variable simple, que Zt est le
mouvement brownien homogéne dans l'espace, dont le générateur .
est défini par : '

Ar = " 4+ v £

ola

Autrewent dit, Z est (en toute rigueur) une VA gaussienne
d'espérance v t et de variance C t. Il est ensuite possible, en
inversant la relation (3-6) par une technique sur laguelle je ne
m'étendrai pas ici, de déduire de ce résultat que la variance de
X

1
donné par l'expression (3-5).

est bien asymptotiguement égale & D ¢, avec un coefficient D

Dans ce deuxidme exemple, par conséquent, la formule (2-13)
conduit encore au résultat exact.

Troisiéme Exemple.

Considérons maintenant le cas ol w v est une constante, soit
(3-7) A wv=CEuw

Dtapreés (0-3), il en résulte aussitdt :
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On'peut vérifier sans peine qu'inversement w A = cSte en~

traine w v = C°%€,

Dans ce cas, on trouve d'aprds (2-8)

. X | 2v
- &2 (x~2)
(w?v wy, = 2w, I w(z) e v dz

=00

et par suite : _
2 vh

©o R 8

Bl =S Ea?+2[cme

et la formule (2-13) conduit & :

o0 _2vh
C
- D= — h c h
(3-8) ,C + - w)? l cw( ) e dh + (E w)2 j (h) a

Si la portée de la covariance Cw n'est pas trés grande vis-a-
vis de la longueur c¢/v, le second terme de (3-8) sera peu important,
et la formule (3-8) diffdrera peu de (3-5). |

D'une maniére générale, d'ailleurs, comme E y = 1/v, on peut
penser que E (wzv p) différe peu de (1/v) E (wzv) et prendre, en
premidre approximation (si 1l'on désire év1ter le calcul de l'ex=-
pression (2-14))

(3-9) - D %’E(;ww;% + (; 1)2 -I Cm(h) dh

Quatriéme Exemple.

Considérons, pour terminer, le cas v = 0, c'est-a-dire le cas
d'un entrainement pur, Ie premier terme de la formule (2-13) est

alors égal & O. D'autre part, puisque v = 0, la relation (0-3) donne
wA=D>b, Comme b =vE w, il vient : |

= (E (1))
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1a vitesse d'entrainement macroscopique est égale a la moyenne'
harmonique de la vitesse microscopique A. Compte tenu de ce résultat,
on trouve ensuite E w = b E(1/A) = b/v. Par suite, la formule (2-13)
donne : ' '
) (o]
(3-10) D=2v { ¢, s\(n) an
o

C1/X désignant la covariance centrée de l'inverse 1/\ de la vitesse
microscopique A. J'ai montré dans une autre Note, par une méthode
directe, que 1l'on avait bien, dans ce cas
. _
llm-f Var X% =D

de scrte que la formule (2-13) conduit au résultat correct.

4 -~ YE POTENTIETI.

Notre résultat final, qui est la formule (2-13), apparait
comme une consdéguence directe des équations différentielles (2-5).
Or, dans ce qui précede, nous n'avons établi ces relations (2-5)
gue par un raisonnement approximatif, de nature simplement heuris-
tique. Nous allons maintenant en donner une justification plus sé-
rieuse, qui aura d'ailleurs l'avantage de souligner le rapport
existant entre 1l'espérance du temps d'attente et le potentiel du
processus Xt'

Comme point de départ, considérons 1l'égquation A f = - g, soit,
explicitement : |

' 1 4 af af _
(4-1) > ax YV &t bFx=-ws

(avec toujours b > O strictement). S i g est une fonction bornée
3 support borné, cette égquation admet une seule solution f nulle
4 1'infini, a savoir :
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- N _ 2. bdE o
1 wy 1
(+-2) 20 =% [ wla) e £(z) az + & [ u(z) e(2) az
—00 x

Désignons parCPt f) 1'espérance conditionnelle de f(Xt), lors-—
que X = X (les réalisations des FAST w et v étant fixées). On a :

_ i, -4 |
-P, g=P Af=AP f=xP f

et par suite
t
| f Pr gdt=¢f -~ Pt h i
0

Sans entrer dans les détails, nous admettrons que la particule
s'éloigne suffisamment vite vers + « pour que Pt f=E f(Xt), compte
tenu de la décroissance de £ & 1'infini telle qu'elle résulte de
(4-2), tende vers O lorsque t tend vers 1l'infini. Ainsi :

0
f = J Pt g dt
0O

Cette formule nous indique que la mesure-potentiel
00
U(xp.) = J P, (x3.) av
o .
existe, et vérifie pour toute fonction g bornée é support borné :

£(x) = J u(x;dz) g(z)

f(x) étant donnée par (4-2). Autrement dit, cette mesure-potentiel
admet la densité '

X
- j 2 bak
' . Tw v
(4-3) -IK%.CJZ_d_Zl = -15 (J.)(Z) € ’ 1Z:§X + % w(z) 1Z>X

On sait que cette mesure-potentiel représente le temps de
séjour moyen de la particule, dans le sens précis suivant : pour
tout borélien B, U(x3;B) est l'espérance du temps de séjour de la



particule‘dans B lorsque X, = X.
Sur l'expressibn (4-3), on note que la densité du temps de

séjour au point z est w(z)/b si z est > x. Pour z ¢ x, on trouve
la mfme expression multipliée par

| .
[ 2_vag
e {- | &%
2

On en déduit que cette exponentielle représente la probabilité
pour que, partant du point x, la particule atteigne l1l'abscisse
Z <X 3

2z

PlInf X, <sz2/X =x|=e¢e
[tzo k ° ]

Désignons maintenant par :

y
U(xsy) = j U(x;dz)

1'espérance du temps de séjour en-dessous de l'abscisse y, toujours

conditionnellement en Xd =x (et wet v fixés). Si Ty(x) est le
temps d'attente de l'abscisse y > x & partir de x, il est clair
que l'on a :

U(x3y) = E [Ty(x)] + U(y;y)

D'ol 1'on déduit, d'aprés (4-3) =

X 2op
_ ‘ X - wv dg _ N
B [1,0] = %j w(z) e ? az + %j w(z) dz
-0 X
J a
y -2b | a%
- % I w(iz) e z dz

Dérivaent en x, nous trouvons :



x I 2b 4

' - ) . _ 2 2 wv

p(x) = - & BT (0] = &y jwu)e u
X 00

c'est-a~dire la relation (2-8),. qui impligue elle-méme la premiére
équation différentielle (2=7). Du fait que Ty(X) =0Oenx=Yy, On
a bien ' '
y
B[2,(0)] = | w(e) g

X

Notons en passant que le terme U(x;x), qui représente l'espé-
rance du temps de séjour de la particule en dessous de son abscisse
de départ, est égale, d'aprds (4-3) et (2-8), A :

| (0 v ),
(4-4) Wxsx) = ——pp ™

Ceci suggeére une interprétation du terme hom001nét1que de la for-
mule (2-13). Pour toute FAST Y(x), en effet, on a :

lim E[¥(X,)] = E(w ¥)

E w

t = o

Par conséquent, ici,

2
1a B[0(x,, %)) = g

t —»

Comme b = v E w, on voit que le terme homocinétique est

v E (02 v p) ; 2 v2 1i EB[U(X,, X.)
(E(w)2 v, e 1

2 prés, ce terme est asymptotiquement égal, t

Au facteur 2 v
tendant vers o, au temps de séjour moyen (postérieur & t) de la

particule en-dessous de l'abscisse Xt qu'telle a atteinte au temps t.
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Calcul du moment d'ordre 2.

Passons maintenant au calcul de la variance du temps d'attente
Ty(x), ¥y > x. Pour cela, désignons par

o(x;y) = I 1xtsy dat

0

le temps passé par la particule sous 1l'abscisse y > x, condition-
nellemwent en X = x. Il est clair que 8(x;y) est la somme

o(x3y) = Ty(x) + 0(ysy)

les deux VA du second membre &tant indépendantes (toujours, évidem—
ment, & X = x et wetv fixés). Par suite s

(4-5)  E[(00xs3))?] = B[(1,(x))?) + 2 E[6(y5y)] B[T,(x)]
+ B[6%(y;y)]

A second memwbre, nous connaissons déja, d'apres (4-4), 1la
valeur de E[6(y;y)], qui est U(y,y), soit :

(m v p,) y
(4-6) 2 [o(y,1)] Bl (x)] = —5—F [ () at
X

| Cherchons 3 évaluer le premier membre E[e2(x,y)] de (4~5).
On a :

0 00
2 . _ '
6°(x3y) = 2 J "X ey at J I, <y O
o} t
Prenant l'espérance (& X, = x et w-v fixés), il vient :

E[ez(x,y)/w v]

it

) 00 y _ y
2 J dt J at!' J P, (x;dz) J Poy_y (234E)
o t —00

00

2 det Jy Py(x;dz) Iy U(z;d&j
0 —c0

=00
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d'apres la définition de la mesure-potentiel, donc, en désignant
comme ci-dessus par U(x;y) le temps de séjour moyen sous y lors-
que Xo =X 3 '

y
E[6%(x,y)/w v] = 2 J U(x3dz) U(z;y)

-00

Compte tenu de l'expression (4-3) de la mesure-potentiel, nous
constatons que cette expression est dérivable en x, et @
B <
-ZbJ dE
wv

X
-09;( E[0%(x,¥)/w,v] = -(-u-;—jj; J w(z) U(z,y) e z dz

Une nouvelle dérivation montre que E[ez(x,y)] vérifie 1l'équa-
tion différentielle

(4-17) %-5%-5 (0 v), gb—x E[62(x,y)] + D ag'x E[6%(x,y)] = - 2 w(x) U(x;y)

Or, au second membre de (4-5), outre le terme E[ez(y,y)] indé-
pendant de x (donc, s'éliminant par dérivation en x) et le terme
E[(Ty(x))z] que nous voulons évaluer, figure le terme (4-6), dont
la dérivée en x est

(w v p)

- p(x) __b_l

Comme p(x) vérifie 1'équation différentielle (2-5),}11 résulte
de (4-7) que la fonction '

Mx3y) = E[Ti(y)/w,\']
vérifie elle-m8me une équation du m8me type, & savoir @

(4-8) 1& (wv), & Mxy) + b gy Mxy) = - 2 wlx) Uxy)

)
+ w(x) Eﬁi%;JiJZ

D'gutre part, M(x,y) est le moment d'ordre 2, non centré, du
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temps d'attente Tx(y), de sorte que :
¥ ¥ »
Mxy) = | S(2) ag + (f u(g) da)
X x '

soit encore :

y
é% M(x,y) = = S(x) = 2 p(x) J w(g) ag
X

En substituant dans (4~8), nous trouvons donc que la densité
de variance S(x) du temps d'attente vérifie :

( )
-12-?1% (wv S8) + b8 = Zw(x) U(x,y) - w(x) —u-)-;-[:-l-l

| y y
-2bu(x)_[p(€) di-ad-x (wvu)XXJu(E) ag
X X
+ (wv p2)

X

Comme p vérifie (2-5), le second membre se simplifie et il

vient A
, , (w v p) y
100y 8) b8 =20 Uxy) - u —X - 20 [ ule) ag
x
+ (w v pz)x
Or, d'aprés (2-5)
- y y
% (w v p)y - % (w v p)x + b j u(g) ag = J w(g) dg
: _ x X

_ et, d'autre part, d'apres (4-3)

( ) ¥
Uxy) = —gpE + 1 [ wte) az

X
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Fn substituant ces valeurs, il reste finalement :

(4-9) % (wvS8)"+bS=wv pz

c'est-d-dire, justement, la seconde équation (2-5).



