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L'EMERGENCE DE LA LOI DE DARCY

1. LE PROBLEME PHYSIQUE ET SA TRANSPOSITION PROBABILISTE .

Considérons un milieu poreux "homogeéne”, Cette homogénéité est
une notion de nature macroscopique. Elle signifie que deux échantil-
lons ayant méme taille, méme forme et m8me orientation présenteront
les mémes propriétés globales, pourvu seulement que leur taille soit
suffisamment grande vis-a-vis des dimensions granulométriques. L'homo-
généité dont il s'agit ici est de nature statistique. Il est clair,
en effet, qu'a 1'échelle de la granulométrie nos deux échantillons
ne sont certainement pas identiques. leurs grains et leurs pores
n'ont ni les mémes forwes ni les w8mes dimensions, et c'est en un
sens statistique seulement que leurs géométries complexes peuvent
se comparer. Si nous changeons 1'échelle d'observation, l'effet
d'ergodicité va jouer, et les deux 4chantillons présenteront les
mémes propriétés macroscopiques.

Parmi ces propriétés, l'une des plus importantes est la perméa-
bilité, lide a la loi de Darcy. Rappelons rapidement le contexte
expérimental, Nous prélevons un~échantillon ayant la forme d'un

_ cylindre de longueur I,
S L S4 et de section S. Nous

Pla
face latérale, et nous

.%
2 mettons les deux sections

P\ @@ —;; terminales so et S, en
7

imperméabilisons la sur-

u

|

1
contact avec un ulnme

Yo

fluide. Nous imposons
une différence dg pression AP = P, - P1 y nous attendons qu'un
régime permanent s'établisse et nous mesurons le débit Q du fluide
traversant le cylindre. On peut, aussi bien, iwmposer le débit Q
et wesurer la différence de pression. Expérimentalement, on observe

une relation de proportionnalité

(1-1) Q=CAP



Si nous recommengons l'expérience avec d'autres échantillons cylin-
driques ayant des longueurs et des sections différentes, nous trou-
vons que le coefficient C de la relation précédente varie en raison
inverse de 1é longueur I et directe de la section S, soit

, = 2
(1=2) c=k4%

(si le milieu n'est pas macroscopiquement isotrope, il est important
de ne comparer entre eux que des échantillons ayant la mérie orien-
tation in situ s le coefficient K peut dépendre de cette orientation).
Notre relation expérimentale peut donc s'écrire :

. — P
(1-3) %—KA'E-

On peut donc, au niveau macroscopique, représenter un écoulement
permanent au moyen d'un vecteur q, représentant le flux de fluide, et
d'un gradient macroscopique (constant) de pression (ou de chearge)
grad P, liés par la relation

q == Kgrad P

C'est la loi de Darcy. (Si le milieu n'est pas statistiquement

isotrope, tout en restant statistiquement homogéne, le coefficient
scalaire K doit 8tre remplacé par un tenseur). Ie coefficient K
(scalaire ountensoriel) est, par définition, la perméabilité du

milieu. C'est une caractéristique (macroscopique) de ce milieu,

L'émergence, au niveau macroscopique, d'une loi aussi simple
mérite réflexion, A 1l'échelle granulométrique, en effet, un écoule-
ment permanent (suffisamment lent pour que l'on puisse négliger les
termes liés a 1l'énergie cinétique) est régi par 1l'équation de Navier :

Au=y grad p
ou u et p représentent la vitesse et la pression en un point du

fluide. A cette éuation, valable dans les pores, s'ajoutent des
conditions aux limites trés sévéres : pression (ou débit) imposée



sur les faces terminales, vitesse u nulle sur la surface latéraigw‘.
et sur la surface des grains., L'extraordinaire difficulté du pro-
bleéme que pose la résolution d'une telle équation, compte tenu de
la complékité de la géométrie des pores, contraste fortement avec

le caractére trés simple de la loi qui émerge au niveau macrosco-
pique,

A dire vrai, compte tenu de la lindarité de 1l'équation de Na-
vier (et & supposer que, pour des conditions aux limités données,
l'existence et l'unicité de la solution soient tenues pour garanties)
la relation (1-1) c'est-a-dire la proportionnalité entre débit glo-
bal et différence de pression pour un dispositif expérimental donné,
était aisément prévisible, iais la relation (2) est beaucoup moins
triviale, Elle signifie, en effet, que pour un flux q et un gradient
de pression grad P macroscopiques donnés, les propriétés statistiques
de la solution de 1l'équation de Navier sont indépendantes de la for-.
me de 1l'échantillon et constituent des caractéristiques ﬁacroscopi—
ques du milieu. En particulier, les conditions aux limites sur la
surface extérieure de 1'échantillon (pourvu gque celui-ci soit de
taille suffisamment grande) n'exercent pas d'influence sensible,
sauf evidemment au voisinage immédiat des parois, sur la structure
de 1'écoulement, Par exemple, si nous mettons bout & bout des échan—
tillons prismatiques, ou si nous les accolons par leurs parois laté-
rales de maniére a constituer un prisme plus grand, la solution re-
lative au grand prisme ne doit pas différer beaucoup de la réunion
des solutions que l'on obtiendrait pour chacun des petits prismes
considérés isolément,

Cette circonsbance suggeére un passage a l'infini. Comme il

n'existe pas, dans la nature, de milieux poreux infini, il ne peut
s'agitr que d'un modeéle wathématique. ifais ce modéle pourra présenter

un grand intérét pour le physicien, dans la mesure ou il nous sug-
gérera des relations (expérimentalement contrblables) entre la per-
méabilité et telle ou telle caractéristique statistique de la géo-
métrie des pores.

La transposition mathématique normale de la notion physique
d'un milieu "statistiquement” ou "macroscopiquement® homogeéne est
celle de fonction ou d'ensemble aléatoire stationnaire ergodique, .




A 1l'échelle granulométrique, donc, le milieu sera représenté comme
un ensemble aléatoire stationnaire ("les pores") défini, par exemple,
par une fonction aléatoire stationnaire et ergodique I(x) en tout
ou rien (I(x) = 1 dans les pores, O dans les grains). Dans ce mod ele,
le probléme a résoudre serait le suivant :

- trouver un vecteur aléatoire stationnaire u(x) vérifiant les
"conditions suivantes :

I(x) A u = I(x) grad p
S CI(x)u = u
{ E u = q (vecteur constant donné)

1.1 = 1e Principe_Variationnel.

Sous cette forme, il y a peu d'espoir ne serait-ce que
d*établir un théoreme d'existence et d*unicité. Du point de vue
mathématique, 1l'un des instruments les plus efficaces pour obtenir
un théoreme d'existence et d'unicité est le théoréme des projections
dans un espace de Hilbert. D'autre part, en physique, l'énergie se
présente souvent comme une forme quadratique positive, susceptible
de servir de norme hilbertienne, Cecli suggére de remplacer les équa—
" tions de Navier par un principe variationnel équivalent, conduisant
2 rechercher le minimum d'une forme gquslratique a signification 4ner-
gétique. Or cela est possible, \

Considérons, en effet, un domaine V limité par une surface S.
(quelcongue) a 1l'intérieur de

, notre milieu poreux supposé. le
o~ PN, S . siége d'un écoulement permanent.
\ : . .
/ @ @ | Au niveau granulométrique, la
é?‘ , vitesse u = u(x) du fluide véri-
ézg é%)\t" é%? é? fie : ‘
© 2} o e
_ A ut = 7} ai p dans les pores'
u' = 0 ‘dans les grains



La puissance W consoumée dans le domaine V est donc :

- - i - _ i
W= j u” 9, pdx M j u; A
v Vv
Or @ :
i_ i .3 - i " |
u, Au = oj(u d ui) (6j u) (o ui)

1aw?- (3 ul) (89 uy)

An appliquant la formule de Stokes, nous trouvons donc :

W= | (o W) (09 u)ax - Flux sur 5 de ¥ grad u?

<

Ia forme quadratique cherchée est donc :

_ iy/43 - 2
@ = (bj u-) (o ui) i{% (bi uj)

Ia puissance W ne differe de 1l'intégrale de ¢ que par un terme
ou ne figurent Que les valeurs de la vitesse sur la surface limite S,
Si donc nous considérons la classe de champs de vecteurs u(x) sur V
défini par les conditions suivantes : |

1]

d. ui 0 dans les pores
u =0 dans les grains

u' donné sur s (en particulier u" = Q sur les
portions éventuelles de S contenues dans les grains),

Il est équivalent de minimiser sur cette classe l'expression
de W ou 1'intégrale de la forme quadratique @. Or il est facile de
voir que ce minimum est justement caractérisé par 1l'équation de
Navier (A u doit &tre un gradient). Il s'agit donc bien du principe
variationnel cherché. Dans la formulation probabiliste, le probléme
a résoudre est donc le suivant :



Trouver la fonction aléatoire vectorielle ﬁ(x) stationnaire‘etA
ergodique (si elle existe) minimisant la densité de puissance :

iy0ad
)2 E_ﬂbj u) (o ui)
Sous les canditions

. ' u(x) = 1(x) u(x)

~ u(x) différentiable (en~moyenne quadratique) et :

i
q

C_~‘ . : B(ut) = (constantes données)

Supposons acquises l'existence et 1l'unicité de cette solution
pour tout flux macrOSCOplque q donné, Elle dépend, év1demment de
manieére linédaire des q » de sorte que la densité de pulssance W est
une fonction quadratique de ces quantltes :

(-0)  w(@) = By uh) (o) wy) =Wy ot o

Or, évaluée au niveau macroscopique, cette m8re densité est le
produit scalaire - qi o; Ps ou o; P est le gradient "macroscopique"
- coustant (celui qui correspond au terme A P/L de l'expérience physi-
que réelle (relation (1-3), A P désignant la différence de pression,
- mesurée ou imposee, entre les faces terminales du cylindre 4! épreuve‘
de longueur I). Nous trouvons donc |

—qlbiP=WiquqJ

Naturellement, ce gradient macroscopique constant dépend linéai-
rement du vecteur constant g, puisque les solutions sont addltlves.
En procédant par identification des coefficients des termes en q qa,‘
la relation précédente donne donc 2



c'est-a—-dire une relation linéaire entre le grédient et le flux
macroscopique, J'ali montré ailleurs, par des raisonnements fondés
sur des considérations énergétiques, que la matrice Wy ij est néces-
sairement symétrique et, bien sfir, de type > 0, Dans le cas d'un
milieu réel, bi P ne s'annule pour aucune direction q (sinon, le
milieu présenterait, dans cette direction, une perméabilité infinie)
de sorte que la matrice W est de type strictement positif, donc in-
versible, Désignant donc par K = w1 la matrice inverse, nous trou-

vons

J o il
c'est-a-dire, précisément, la loi de Darcy.

Ainsi, dans ce modele, 1'émergence macroscopique de la loi de

Darcy se trouve entiérement élucidée, sous réserve seulement que

1'on ait démontré l'existence et l'unlclté de la solution stationnaire

ut associde & chague vecteur constant q> = E u’, Et la relation (1-4),

si 1'on est capable de calculer effectivement l'espérance du terme
énergéthue, domne les valeurs numériques des W ij et donc des termes
13 du tenseur des perméabilités,

En particulier, dans le cas macroscopiquement isotrope, on a
= (1/K) & 37 ol K est la perméabilité scalaire, et donc 3

lE(u) 12
1
E(o; u” . 0% uy)

p K=

Ainsi formulé, ce probléme reste trés difficile, a cause surtout
de la condition aux limites u = I u., Nous allons donc étudier tout
d*abord un cas perticulier, d'ailleurs trés intéressant par lui-
méme, dont 1'étude nous acheminera vers la solution du cas général.



2. LA PERMEABILITE DE FILIERE,

Nous appellerons filiére, pour abréger, un milieu poreux cylin—
drique (i.e, dont les grains et les pores sont des cylindres). Si
nous prenons l'axe des z paralldles a4 la génératrice des cylindres,
l'indicatrice I(x,y,z) des pores est donc une fonction I(x,y) ne
dépendant que des deux coordonnées x et y. Ie vecteur vitesse et le
gradient de pression sont alors eux-méumes paralleles a l'axe des z
(u et u, =0, ug = u(x,y) et p = p(z)). La condition de conservation
04 u 0 est donc remplie d'elle-méme, et A u = p dp/dz entraine
' que le. gradient p'(z) est nécessairement une constante, Ie probléme
'se formule donc ainsi, avec les équations de Navier :

[ Trouver une fonction aléatoire u(x,y) stationnaire dans R2
vérifiant
Au-= CSte dans les pores
{ITu=u
z E u = constante donnée

ou sous la forme (plus maniable) du principe variationnel énoncé
plus haut : '

[ Trouver la FAST u(x,v) de Rz, différentiable en moyenne quadira-
tigue, réalisant le miniumum de
E(grad u)?
sous les conditions
| u=Iu et Eu= constante donnéde

Naturellement, rien ne nous émpéche de nous poser le méme pro-
bleme dans mn, bien qu'il ne soit pas aisé & notre imagination de
se représenter un écoulement le long de la quatriéme dimension dans
une filiére de 84 dont nous connaissons la sectlon a 3 dimensions
(lagquelle serait un milieu poreux ordinaire de R ). Mais on peut
aussi proposer une interprétation électrostatique : les grains (en~
semble des x tels que I(x) = 0) constituant un conducteur mis au




potentiel 0, nous plagons une densité de charge (fixe) constante

ste

dans les pores., Ie potentiel u doit vérifier A u = ¢ dans les

pores et u = 0 dans les grains : c'est bien le mBme probléme,

Ia perméabilité associée a cet écoulement, ou perméabilité de
filiére Ky sera alors définie par : '

_ _IEW7?
E(|gread u|2)

(nous prenons p = 1, de sorte que cette perméabilité a pour dimension
le carré d'une longueur).

Avant de passer a4 une formalisation rigoureuse, traitons quel-
ques exemples élémentaires, mais instructifs,

2.1 — Cas de tuyaux circulaires,

Supposons que la section dans m? de notre filiére de m?*‘
soit constituée de boules p.s. disjointes (par exemple, si n = 2,
la filiére est constitude de tuyaux dans m3).

Ie probléme est alors facile & traiter, et d'ailleurs a peu pres
classique : pour le résoudre, nous n'avons besoin que des deux in-
foruations suivantes concernant notre wilieu stationnaire :

~ la probabilité p (constante, indépendante de x) pour qu'un
point donné x appartienne aux pores

~ la loi F(dR) du rayon R de la boule & laguelle appartient le
point x (conditionnellement lorsque x appartient aux pores)., Il
8'agit d'une granulométrie en mesure. la loi en nouibre (si elle
existe) est (1/R") F(dR) & un facteur pres de normalisation, Mais

‘r” (1/R") F(AR) peut trés bien 8tre infini (i1 y a alors, en quelque

o sorte, un nombre infiniment grand de boules infiniment petites,
qui ne véhiculent au total gu'un écoulement négligeable).

La solution du probléme est bien connue : u est nulle dans les
grains, et vaut

u(x) = a(gr? - rd)
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si x se trouve & la distance r < R du centre d'une boule de rayon R. -

On a alors :

. 0 dans les grains

Au=
- 2n a dans les pores
ou encore 3
0 dans les grains
|grad u|? = |
' 4 r2 a2 dans les pores

On en déduit la perméabilité de filiére Ke par la formule

1 _ Elgraaul®_ s

Pour calculer ces espérances, considérons plus généralement une
fonction aléatpire 2 nulle dans les grains et valant Q(R;r) sur une
boule de rayon R. Alors : '

00 R
E(Z) = p J F(dR) = J 71 ¢(R,r) dr
o

: B

D'ou
: - 28.0P 2
&(u) nis- ER

2
E |grad u|? = 4282 g g?

et par suite :

(2-1) Ke = -1;1-(-5-_‘_—27 E(Rz)- .

E(RZ) représente, rappelons~le, le moment d'ordre 2 de la loi
en mesure du rayon R.

pour n = 1 (filidre & deux dimensions), il vient ainsi :

- P w(R°
K = % E(R)
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Or, ce modéle de filidtre, treés particulier sin = 2, constitue
le cas général lorsque n = 1, puisque tout milieu poreux a {1 dimen-
sion est constitué d 'une altermnance de segments de droite apparte-
nant aux grains ou aux pores., On prendra garde seulement que R n'est
pas la longueur I d'un segment de grains, mais I/2., D'ou, .pour n = 1

(2-2) Ky = £ B(1d)

2,2 - Une borne supérieure pour-Kf.

On peut déduire de ce qui préctde une évaluation par exces
de la perméabilité de filiere Ke = Kf d'un milieu quelconque dans '

(considéré comme section d'une flllere dans R +1) En effet, considé-
rons un sous-espace V, (quelconqpe) a k < n dimensions : le milieu

induit sur v, posséde une perméabilité de filiere Ke différente de
k
Ke En fait, on a toujours':

(2-3) K <K, (k<n)
£ | £y
En effet, soit u(x1,x2...xn) la solution du,probléme dans ®" ,
avec un choix des axes de coordonnées tel que.le sous-espace V,
soit défini par Xppg = oo =% < 0. La fonction définie sur .Bk par

ﬁ(x1,...xk) = u(x1,x oo Xp 0y...0)

2
vérifie les conditions imposées dans m (W nulle sur les grains et
d'espérance donnée). Comme 1/K, est le minimum de E lgrad u|2/(E u)
dans mk, on a 3 k
: ~y 2 2
: E(d, u E(d, u
I Eloy W7 < B Bogw® 4
Kfn

“, Toew? T oEw?

D'ou la relation (2-3).

Or, pour k = 1, K, est donné par la formule générale (2-2). On
a donc toujours : L
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K =% E(12)

En fait, on peut améliorer notablement cette borne supérieure,
En effet, soit u(x1,...xn), comme ci-dessus, la solution du pro-
bléme dansxR y €t plagons-nous au point x = 0, Ia FA x
est stationnaire sur ltaxe des x1, et vérifie donc :

1 -y u(X1,0,O..)

A

- 2
E <°§u ) > —%— (B u)2
x K¢

1
1

et de méme, pour chaegue i = 1,2,...n :

.0 o
E( ou ) > =+ (gw)? ‘
f1

K; désignant la perméabilité de filiére du milieu & une seule di-

1 :
mension induit sur l'axe des Xj. D'autre part, par définition

n ou 2 | 1 2
i>=f‘1, OA X Kfn (E(u))

]

Par suite :

1 nooy
K = .Z) 1
:n i=1 Kf

1

Autrement dit, si 1'on désigne par if la moyenne harmonigue

de perméabilité de filidre des milieux & une dimension induits sur
les axes de coordonnées, on trouve :

(2-4) K. < % ff

avec
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BEn particulier, dans le cas isotrOpé, les granulométries 1li-
néaires sont les mémes dans les différentes directions, et par
suite : ' o |

(2-4') E = 5 2 B1®

n - 12 b

Dans le cas du milieu a boules disjointes envisagé au péragraphe

2-1, il est clair que les milieux induits sur les sous-—espaces a
k ¢ n dimensions sont encore des milieux & boules disjointes dans
Rk. On sait calculer la granulométrie des boules induites dans Bk
connaissant celle des boules de mp, et réciproquement 1. En particu-
lier, les moments d'ordre 2 en mesure se correspondent selon la re-
lation :

2y - (52
1 B =g E(RD)

D'apres (2-1), donc, les permdabilités de filiéres dans mp et mk se

déduisent 1l'une de l'autre selon la loi :
n = k =
Ky =Ky =X

Soit, explicitement:

=1 B 5(1?) (x = 1, 2...n)

REMARQUE : Ainsi les perméabilités de filiere auguentent lorsque la
dimension diminue. Pour les perméabilités de Darcy, on s'attendrait

a un effet inverse, au moins dans le cas isotrope. Intuitivement;
en effet, le fluide semble avoir d'autant plus de facilités pour
contourner les grains que l'espace présente une dimension plus

1 = Voir mon livre "Eléuents pour une Théorie des piilieux Poreux",
Paris, liasson et Cie, 1967, III-13.
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élevée. Pourtant, cette intuition est en défaut dans le cas an-
isotrope : la permeablllté de filiere Kf du mllleu de R est, en

effet, la-perméabilité de Darcy (dans 1a direction de 1la flllére)
de la filiere correspondante, qui est un milieu poreux anisotrope
dans Bp+1 3 et les perméabilités diminuent avec n. Il se peut que,
dans le cas isotrope, la perméabilité croisse avec n, mais je n'ai
pas de démonstration., Par contre, dans un milieu donné, la perméa-

bilité de Darcy est tou;gurs plus faible que 1a4perméab111te de

filiére 3
(2-5) | K s‘ Ke

En effet, considérons le vecteur u (s'ilAexisteg..) réalisant :_

n n .
f-mee(> % wiﬂﬂ)
i=1 j=1 .

sous les conditions

d; ut =0 ’ u = 0 dans les grains
= ... = E(u") =

1e scalaire u = u' est différentiable, nul dans les grains et
Euw = 1. On a donc :

' n n . '
1 <5 (o w? E[z > (o u3)2]=1
= S S R P = K

d'olu résulte (2-5).

2.3 = Une borne inférieure pour K.

D'aprés notre principe variationnel, pour toute fonction
aléatoire stationnaire Y(x) différentiable (au sens mq) et p.s.
nulle dens les grains, nous obtenons 1'inégalité :

(£ )2
E(|grad Y|)2

(2-6)



Nous pouvons donc obtenir des estimations par défaut de K, en cher-
chant & maximiser le second membre dans une classe donnée de FAST
vérifiant les conditions voulues.

Par exemple, supposons gque Y(x) remplisse ces conditions, Consi-
dérons un changement de variable de la forme 3

y
£(y) = J p(x) dx
(o}

Alors. (moyennant des conditions bénignes sur ¢, que nous préciserons
dans un autre paragraphe) la FAST f(Y(x)) est nulle dans les grains,
différentiable au sens mg et

grad £(Y) = ¢(Y) grad Y

Cherchons donc la fonction ¢ qui réalise le minimim de

E[¢(Y)2 | grad le] sous E[£(Y)] donné.

soit G(dy) la loi de probabilité de la variable aléat01re Y =
Y(o), et h(y) l'espérance conditionnelle de |grad Y[ lorsque Y = y.
le probléme revient & minimiser 3

j 92(y) n(y) elay)

sous 1la condition :

00 o
E £(Y) = j o(x) [1 - G(x)]ax + J p(x) 6(x) dx = C dormé

On voit que 1'on doit avoir

A[1-6(y)]dy sury>0
n(y) ¢(y) c(ay) =
A G(y) dy sur y < 0

Ia loi de y présente un atome en y = 0 (puisqu'en général la
probabilité pour que x soit dans les grains n'est pas nulle)., Si
nous supposons qu'elle admet une densité sur {y # o}, on trouvera
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A JEf;‘,}-(ﬁ (y > 0)
A g{%} (y < 0)

Ces relations permettent le calcul de E(f(y)) et de E[|grad f(x)|2).
En reportant dans 1l'inégalité (2-4), on obtient ainsi :

(2-7 h(y) ¢(y) =

00

2-8) Kfzj K(yJ ely y‘“Jﬁ{?g%y
m

o

EXE:P LES

Prenons comme FAST Y(x) la distance d(x)_du point x & l'ensemble
des grains (supposé fermé) . On a bien d(x) = 0 sur les grains. Ia

fouction d(x) est différentiable (au sens usuel) en tout point x,
sauf toutefois sur la frontiére et sur le squelette des pores, et
son gradient a un module unité. Nous verrons que la FAST d(x) est
toujours différentiable au sens mg, de sorte que 1l'on peut appliquer
(2-8) avec h(y) = 1.

Coume la distance d(x) est > 0, G(y) = 0 pour y < 0. Si on dé-
signe par Q(r) la probabilité pour que la boule Br de rayon r soit
contenue dans les grains (loi du premier point de contact) on a

1 - 6(r) =Q(r)

Donc, & supposer que la dérivée Q'(r) existe (elle existe dans
tous les cas usuels) on trouve 1l'inégalité intéressante :

- 2
(2-9) Kg zJ 191?'-11— dr
| 5 — Q'(7)

Si 1'intégrale du second membre diverge, nécessairement la per-
méabilité de filiére est infinie. Sinon, on a une évaluation par
défaut,
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A titre d'application, considérons le cas ou les grains sont
les points d'un_processus de Poisson ponctuel, On a

~8 b rn
Q(r) = e n

(6 densité poissonnienne, b volume de la boule unité de (R"). Comme
-Q'(xr) =nv" ™1 g Q(r)

le second membre, dans (2-9), est infini dés que n = 2, Ainsi 3

Ia perméabilité de filiere du compléuentaire d'un processus de

Poisson dans mp est infinie si n > 2.

Pour n = 1, Kf est finie, et nous connaissons sa valeur, qui est
(1/12) E(12). Comme la loi en mesure de I admet la densité 62 ¢ exp(-68)
nous avons en fait :

2 g2

I1 est intéressant de couparer cette valeur exacte avec l'esti-
mation par défaut que donne la relation (2-9). Comme ici

Qlr) =e287T
nous trouvons :
% 2
I fo(r)]” 4, = "lE
5 - Q'(r) 40

c'est-a~dire une valeur deux fois trop faible,

On voit sur cet exemple que les grains ne doivent pas constituer
un ensemble trop mince si 1l'on veut que Ke reste finie, D'une manieére
générale, soit g la dimension (fractale) de l'ensemble des grains.

Enr =0, Q'(r) est en rn-a-1, et 1'intégrale diverge donc dés gque
n-g-1 » {, c'est-a-dire ¢ < n-2 : '

Pour g <« n-2 , on a Kf = o0
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Dans le cas du processus de Poisson, o = 0 et Kf est infini
pour n > 2, Parmi les varidétés lindaires p01sson1ennes, seuls les
hyperplans (o = n-1) donnent une perméabilité de filidre Ke finie,

A titre de deuxiéme application, considérons le cas ou les
grains constituent un processus d'hyperplans poissoniens., Dans le
cas isotrope, on a cette fois

Qtr)=exp{-22bn r )
n-1
(bn : volume de la boule unité dans R"), et donc
b, 2
s (2) 5

D! autre part, la granulométrie lindaire (en mesure) admet la

densité 4 A% € exp(-2 A £), d'ou E(12) = (3/2)(1/72). Bn ubilisant
(2-4), on trouve ainsi :

b 2 |

(—-—-n"1 ) 1 | 1
< K <

on bn h2 £ 8 szL

Par exemple, pour n = 2 (droites poissoniennes dans le plan)

1 1
< K <
4 n2 32 T 1622
(comume n2 vaut a peu prés 10, on obtient une fourchette de 1 & 2,5).

Pour n = 3 (plans poissoniens dans m3)

1 1
< K, =«
64 A2 S YPE:

(1a fourchette est cette fois de {1 & 12,66).
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On voit que les inégalités (2-4) et (2-9) donnent au moins un

ordre de grandeur pour Kf.

REMARQUE : Pour terminer ce paragraphe, examinons ce gque domnent les
relations (2-7) lorsque l'on prend comme FA Y(x) la solution u(x)
elle-nune de l'écoulement : alors, par définition, on doit avoir
¢o{y) = 1. On en déduit que u est une variable aléatoire positive

(ou négative) et, si G(du) est sa loi, l'espérance conditionnelle

h(u) = E[ |grad u|%|u)
vérifie
h(u) 6(du) = A[1 - 6(u)]
En intégrant u, il vient |
E |erad u|2 = x E(u)

d'olu résulte A = E(u)/Kf et il vient

(2-10) n(w) = Bl 1o g (u>0)

(& supposer que la loi G admette une densité g pour-u > 0). On
voit que (Kf étant supposé connu) la donnde de la loi G de u
détermine 1'espérance conditionnelle h(u) du carré du gradient,

et réciproquement.,

3. PREMIERE TENTATIVE Db FORMALISATION.

Dans ce qui précéde, nous nous somwes laissés guider par 1'intui-
tion, de maniére & obtenir rapidement quelques résultats simples et
des ordres de grandeur. En contrepartie, nous avons laissé de cbté
la rigueur mathématique, et, notaument, nous n'avons pas soulevé la
question pourtant cruciale de l'existence (et de 1l'unicité) de la
solution u(x) de notre probléme d'extremum. C'est ce que nous allons
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faire maintenant. Cela suppose, évidemment, que nous donnions au
préalable une définition mathématique de l'ensemble aléatoire (les
pores) augquel nous nous intéressons., Dans ce paragraphe, nous adop-
tons la défiﬁition la plus pauvre, celle qui correspond au point de
vue de la loi spatiale : nous définissons les pores par leur indica-

trice, qui est une PFAST en tout ou rien, ijais cette définition trop
léche ne permet pas d'appréhender les propriétés topologiques les
plus simples de cet ensemble aldatoire (est-il ouvert ou fermé par
exemple) pourtant iﬁdisPensables a l'interprétation physique des
résultats, C'est pourquoi, dans le paragraphe 4, nous adopterons un
modéle plus riche qui, pour des raisons physiques que nous devrons
expliciter, sera celui d'ensemble ouvert ou fermé aléatoire.

3,1 — Cadre probabiliste, et rédsultats préliminaires,

Nous adoptons ici le modéle (classique) d'un espace
(9, 2,P) muni d'un groupe Ty » X € K™ laissent invariante la proba~

bilité Pig,=1 est l'identité sur Q, Tx Ty = Try pou; tout x,
Yy € R et
P(t, €) = P(C) (xe®, CecX)

X

A toute VA Y sur (9,C1,P) nous associons la fonction aléatoire

stationnaire (eu sens strict) ou FAST.

Y(x) = U, Y

définie explicitement par

‘Y(x;w) =Y(1_ . w)

-X
La restriction a l'espace I?(Q,CZ,P) du groupe Ux, X € R™ cons-~

titue alors un groupe d'opérateurs unitaires (que nous noterons en-

core Ux)’ et, pour tout Y € 12, la FAST Y(x) = U, Y admet la cova-

riance stationnaire :

c¢(h) =<V, ¥, ¥ >

Nous supposons de plus gque ce groupe U, d'opérateurs unitaires
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sur I? est continu, peut-efre pas sur L2 tout entier, mais au moins

sur un sous-espace fermé H c I? suffisamment riche 1.

Nous- désignerons par A = (A1, Az,...An) le générateur infinité-
simal de ce groupe U,, et par.ﬂ7a_son domaine de définition, qui est

dense dans H. Nous rappelons que A est un opérateur dense et fermé
dans H .

Pour y e;Z)A, A Y est un vecteur aléatoire, dont les composantes
Ay X sont dans H, C'est donc un élément de l'espacefﬁn, gque nous con-
sideérerons toujours comme muni de la structure hilbertienne définie
par |

[ ] 4 .l
<X X's=Z <xixl>=<x1xi>
1 .

' ' '
pour X = (X1""xn) et X' = (X1,...Xn) dans H . En ce qui concerne
la FAU, Y (Y egﬁh), le vecteur

U, AY = AU, Y = gred (UXY)

est son gradient (au sens de la différentiabilité en moyenne quadra-

tique).

L'espace image A<£)A est un sous-vectoriel (non fermé) de . ’
que nous appellerons espace des gradients au sens strict, Nous dési-
gnerons par HO son adhérence :

Hy = & D,

et nous dirons que Eb est l'espace des gradients (au sens large).

Si G ¢ Hé’ ce vecteur n'est pas nécessairement de la forme G = A Y
pour un Y Eé:i.’ mais limite dans H® d'éléments de cette forme, Il
n'est donc pas nécessairement le gradient d'une FAST. ifais on démontre

que tout G € Hy est le gradient d'une fonction aléatoire intrinséque
d'ordre O sans dérive, soit (au sens m.q.) 3

- mw Ee wm am e e e mm me  wme tm  m de  vwn G e G s e e e %m e am ew s mE e am am em e e e

{ = En fait, on peut toujours redéfinir ¢ comme la g-algébre engeh—-
drée par les Y ¢ H, de sorte gqu'il n'y a aucun inconvénient a

supposer H = I? .
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ou Z(x) est une P.A. vérifiant :

2(x+h) - z(n) = U, a(x)

E [2(x+h) - z(h)] =0

E, est le projecteur de l'espace Hy des éléments de H invariants
par le groupe Ui. Nous supposons que H_ contient les constantes

(done Ej Y = 0 implique E Y = 0). Dans la plupart des applicationms,
on choisit un modele ergodique, c'est-a~-dire tel que Ho soit l'es~-

pace a une dimension des VA p.s. constantes, etrdans ce cas E0 stiden-
tifie a l'espérance E. Mais cette hypothdse est, pour l'instant, inu-
tilement forte, et nous supposons seulement 1 € H,.

L'orthogonal H;‘ de Hd dans H est 1l'espace des vecteurs conser-
vatifs (de divergence nulle).. L'opérateur A étant considéré comme un
radient, sonfadjoint'A*, dense et fermé dans H, s'identifie, en effet,
au signe prés a l'opérateur divergence, Si X = (Xi) € H et si chaque
)L_.L E‘@A’ on a en effet :

A*X=—Aixl=-divx

L :
L'espace Hb’ constitué des X tels que A¥ X = 0, est donc bien
l'espace des vecteurs de divergence nulle,

A toute PAI-0 Z(x), on associe son variogramme

y(n) = 1 1 a(n))?

A toute FAST U_ Y est associée la FAI-O 4(x) = (U, - I)Y, mais
toute FAI-O n'est pas nécessairement de cette forme., Plus précisé-
ment, pour qu'une FAI-O Z(x) soit de la forme (Ux~I)Y pour un Y € 12
(nécessairement unique & un invariant prés), il faut et il suffit

que son variogramme soit borné.

Si Z(x) est une FAI-0 différentiable au sens m.q. et si G est
son gradient, on a :

Nz(x)) < |x| nha)
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Plus précisément, pour gu'une FAI-0 %(x) (éventuellement de la
forme (ijI)Y pour un Y € L2) soit différentiable au sens m.q., il
faut et il suffit gqu'il existe une constante a < « telle gue

Nz < a |x]

(ou encore : il faut et il suffit que le variogramme y de z(x) véri-
fie une majoration du type y(h) =< blhl2 pour une constante b < ),

Voici une application de ce résultat qui nous sera utile dans
un instant :

Soit £ une fonction lipschitzienne sur R, i.e. @

|£(z) - £(z')| < a |z-z'| pour une constante a <

Alors, pour tout Y egﬁk , on a £(y) €D,.

En effet, tout d'abord, quitte a remplacer f(z) par £(z) - £(o),
on peut supposer f(z) = 0, d'ou

12(0)] < a |¥]
d'apres la condition de ILipschitz, et par suite £(Y) € IF.

D'autre part, d'apres la définition (U, Y)(w) = Y(r_, w), il

est clair que U, £(Y) = f(Ux Y). Donc 3

X

(v 1) 2(0)| = [£(u, ¥) - £(V)]| = a |(U,-1)]Y|
Par suite, d'aprds ce que nous avons vu, f£(Y) €D, d&s que Y € &,.

En particulier, soit ¢ une fonction bornée, continue par mor-
ceagux sur R et

X
f(x) = J ¢(z) dz
' o

Alors f est lipschitzienne, donc pour tout Y €p, ona £(Y) GéDA
et on vérifie sans difficulté :

Af(Y) =o(Y) A Y
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Soit maintenant ¢ une fonction positive mesurable sur R et
Y € O, telle que o(Y) A Y soit dans 12. Alors o(Y) AYe Hy (est
un gradient au sens large). En effet, on peut trouver une suite Pn
de fonctions continues par morceaux et bornées (par exemple des
fonctions étagées) telle que Py 1 9. Alors ¢n(Y) A Y est un gradient
et (d'aprés le théordme de convergence dominéde) converge vers o(Y) A Y:
donc ¢(Y) A Y € Hy. En fait, e(Y) A Y est le gradient de la FAI-O

ix) = (D) 20 (2@ = [ 900 ax)

o

En effet, plus généralement, on montre facilement gque si X, est
une suite dans C£DA et si A Xh - G, alors G est le gradient d'une
FAI-0 Z(x) telle que, pour tout x, on ait z(x) = lim (Ux—I)Xh. Ici,
chague ¢n(Y) AY est le gradient de £ (Y), avec '

y
£,(y) = I ¢p(x) dx
o

et par suite

z(x) = lim (U ~1) £ (Y)

Comme £ 1 £, cette limite est p.s. £(Y) et 2(x) = (U -1) £(Y).
tm note que ce resultat n'implique pas f(Y) € I?, mals seulemert
(U,-1) £(Y) € 12 pour tout x, Enongons ces résultats qui nous seront

utlles par la suite :

v

IELNE 3-1 - Soit ¢ une fonction mesurable et localement intégrable
sur Ret Y 5153 telle que o(Y) A Y ¢ 12. Alors e(Y) A Y est un
gradient, Si l'on pose

£(y) = j e(x) dx ,

(v -1) £(Y) est une FAI-0 différentiable dans 12, dont le gradlent
est ¢(Y) A Y. En particulier, si £(Y) € 12, alors £(Y) ¢ D,

Af(Y) =o(Y) AY

En particulier, Y

,0» Y_» |Y| sont dans O, d¥s que Y ¢ Dy » et




AY = AY

+ - Tyso ys0

etc.. (ce qui implique lyoo AY = 0).

De méue, si X et Y e.gDA, XvYet XAY sont dans.éb s €t

AM(Xv Y) = 1x oy AX + 1 AY ete...

X<Y

Voici encore une remargue qui nous sera utile : soit Y € L (c'est~-
2. Supposons que la :
FAST U, Y soit différentiable au sens de L, (mais non de 1) et que

et que son gradient G appartienne a HO (donc & L2). Alors G est le
gradient d'une FAI-O 24(x). Comme grad Z(x) = Ux G au sens de I? ’
donc aussi au sens de L1, et grad Ux Y = Ux G dans L,» on en déduit

2(x) = (U~I)Y. Ainsi : (U -I)Y est dans I7

dient au sens de LQ.

a-dire E(|Y|) < o) non nécessairement dans I

et admet G comme gra-

~

3,2 — Ie théoréeme d'existence et d'unicité.

Dans le cadre ci-dessus, un _ensemble aléatoire stationnaire

est défini par son indicatrice I(x) qui doit &tre une FAST en tout ou
rien, donc de la forme

I(x) = U, 1,4

pour un C € ¢¥. Notons gque C est un sous-~ensemble de Q, et non de m?.
L'ensemble aléatoire stationnaire associé a C sera noté Fc’ F(c) ou
s)implement F (cela n'implique en rien que cet ensemble soit p.s.
fermé : en général, d'ailleurs, 1'ensemble des w tels que Fc(w) soit
fermwé ne sera pas dans X), On note que x € Mw), i.e. I(x,w) = 14

équivaut a 10(1 w) = 1, c'est—-a-dire a w ¢ T, C. Ainsi F est dé-

-X
fini par :

— n .
Fo(w) = fx e B : we T, C}

C € O étant donné, notre probleme est le suivant : parmi les

Y vérifiant les conditions A

trouver celui (s! 11 existe) qui minimise A Y ”2

S



En fait, il n'est pas vraiment nécessaire de supposer Y € I?.

Il suffit de supposer Y ¢ L, (puisque E Y doit exister), U, Y dif-
férentiable au sens de L ( soit : Y appartient au domaine de A
considéré comme operateur de L1) et enfin A Y ¢ L (ce gradient au
sens de L, est un élément de 2) I1 en résulte, comme on 1l'a vu,
que (U -I)Y est une FAI-O différentiable dans I?, dont le gradient
au sens de L2 coincide avec A Y.

Posons donc la définition suivante :

DEFINITION - A tout C € &L, nous associons l'espace éG(C)?g:Iﬁ des
éléments Y vérifiant les conditions suivantes :

~ Y appartient au domaine de A (considéré coume opérateur de L, )
et son gradient A Y appartient a L? ¢ ceci implique, comme on 1'
vu, que U, Y est différentiable au sens de L2.

Nous désignerons par Ha(C) 1l'espace image A &(¢) (espace des
gradients nuls & l'extérieur de ()

D'apres la définition mtume de $6(C), HO(C) est un sous-espace

de l'espace Hé des gradients de I?. kontrons qu'il s'agit bien des

gradients nuls en dehors de C, c'est-a-dire

AY=1,A%Y (Y € 6(¢))

De fait, d'apreées le lemme 3-1, 1Y=0 AY =0 p.s.,, donc A Y est
nul hors de C,

Sur HG(C) = A &(C), nous utiliserons toujours la norme hilber-
tienne, induite par H®. Nous poserons

(3-1) y2(c) = It {Ja Y%, Y € £(C), EY = 1}

et notre probléme consiste & chercher 1'élément Y rdéalisant cet Inf
(a4 supposer gqu'il existe), Distinguons plusieurs cas :
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Premier Cas - <4 (C) peut 8&tre vide, ou,plus exactement, réduit au
seul élément 0. Dans ce cas, 72(0) est infini, et, si l'on pose

(C):——-L——
X y2(c) |

x(C) = 0, Dans ce cas, notre probléme n'adumet pas_de solution, puis-
gu'il n'y a pas d'élément Y € 4(C) tel quegY = 1., Toutefois, le cas
<8(c) =0 correépondant 4 des ensembles d'intérieur p.s. vide (comme
nous le verrons au paragraphe suivant), il est physiquement correct
de leur attribuer une perméabilité de filiere nulle,

Deuxitme Cas -.2&(C) # 0, mais EY = O pour tout Y ¢ &(¢). En fait,
ce cas est impossible : en effet, si Y € &B(C), le lemme 3-1 entraine
que 1l'on a aussi |Y| €& (C). Mais E(|Y|) = O entruine alors Y = 0
P.s., et L(C) ne peut pas contenir d'éléments différents de Q.

Troisidme Cas - (C) # 0 et 72(0) = (0, Ici encore, le probléme ne
peut pas avoir de solution (au sens strict) physiquement intéressante,

Car si ||A Y"2 =0, on a AY = 0, donc Y est un invariant, non nul
(si EY = 1) et vérifie ¥ = 1o Y. 51 l'espace (Q,@Z,P,Tx) est ergo-
dique, on a Y = { et par suite aussi 10 = 1 : notre ensemble aléa-
toire est p.s, égal a m?. Si 1'on n'admet pas 1l'hypothése ergodique,
Y n'est pas nécessairement une constante, ljais, si 1l'on pose C' =

{ Y # o}, 1gr st un invariant et 1., = 14 10 ¢ notre ensemble
aléatoire est alors égal a R" avec une probabilité = P(C') > O.

ilais il peut se faire que yz(c) soit nul sans que cet Inf soit
atteint, Nous poserons alors y(C) = «, car il est correct, du point
de vue physique, d'attribuer & ce milieu une perméabilité de filiere

' e cas d'un ensemble

infinie (coume exemple simple, citons dans R
dont la granulométrie lindaire (en mesure) n'a pas de woment d'ordre
2, soit E(L2) = o0 : la solution du probléme existe, on sait la for-

mer, mais elle n'est pas dans I°).

Quatrieme Cas ~ 0 < 72(0) < oo, C'est le seul cas que nous étudierons
ci-dessous. Nous poserons

x(e) = 1/v2(¢)
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avec la notation y (au lieu de K;), car, comme nous le verrons, x(c)
ne correspond pas dans tous les cas a la notion physique de perméa-
bilité de filiere. '

Sous cette hypothése (0 < y2 < «), nous allons voir gue la solu~-
tion existe et qu'elle est unique. Notons d'abord quelques résultats
préliminaires. Tout d‘'abord, d'aprés la définition (3=1), on a

(2 1)2 < x(0) J1a ¥)2
pour tout Y € B(a), et y{C) < « par hypothése. Notons, d‘'apreés le

lemme (3-1), que si Y € &(c), on a aussi |Y| € <B(C) et AlY| =
(sen Y)A Y, done [[A]Y|[1% = A Y |2, Par suite, on a également :

(3-2) (N2 =@ < x(o) a 2

11 en résulte un lemme important :

‘L}smﬁ; 3-2 = L'application A de &(C) sur HO(C) est une bijection,
et 1l'application inverse est continue de HO(C) sur & (C) L.
En effet, si Y € &(C) et A Y = 0, 1'inégalité (3-2) entraine
(puisque y(C) < «) que 1'on a Y = 0 p.s., donc A est une bijection.
D'apres (3-2), l'application inverse est continue ( S8(c) étant muni
de la topologie induite par L1).

I1 en résulte :

THEOREME 3—1 — L'espace HO(C) des gradients nuls hors de C est fermé,

En effet, soit Y une suite dans () telle que A Y, converge

2

vers une limite ¢ au sens de L%, D'aprés (3-2), on a :

(e, - Ym\|1)2 < x(0) Nay, - ax)?

Donc Yn est une suite de Cauchy dans L1, et converge vers une

limite Y dans I,. ILa relation 16 ¥y = Y Pp.s. passe donc a la li-

1

mite, et on a



De plus, la convergence A Xn - G a lieu aussi au sens de L1 .
Comme A, considéré comme opérateur de L1, est un 0pérateu? fernmé,
il en résulte que Y, appartient au domaine de cet opérateur, et
A Y, = G. Cette relation, jointe a Y = 1, Y., entraine Y, e &L(c)
par définition, et G = A Y, appartient donc a Ho-(c) -]

Revenons a notre probleme, D'aprés le théoréme (3-1), la va-
riété linéaire
{AY : Y eB(C)y EY = 1}

est une variété fermée dans HO(C) : en effet, si Y € ZL(c) et
AY - G dans Hy» On a G € HO(C)’ puisque cet espace est fermé,
donc G = A Y  pour un Y_ € <£(C) unique. De plus, d'aprés le lemme
3-1, la suite Yn converge dans L1 vers la limite YO,_et cela impli-

que E Yh - B Yo , donc E Yo = 1 81 E Yn = 1.

Dés lors, d'apres le théoréme de projections, il existe un
élément et un seul de cette variété rdalisant le minimum yz(C) =
1/x(c) de ||A YHQ, a savoir : la projection de 1'élément 0 sur cette

variété, Ainsi

- THEQREME 3-2 - Sous l'hypothése 0 < y(C) < o0, il existe un élément

Y, et un seul dans <B(C) tel queEY = 1 et ||A YOH2 = 1/x(C). Cet

élément est caractérisé par la relation :

_ E(Y
<SAY, s AY > =0 (Y € 5(C))

3,3 - Propriétés du potentiel Y.

L'élément Y introduit au théoreéme 3-2 correspond, dans
1'analogie physique, & la solution de 1l'équation A u = -~ 1/x(cC).
C'est pourquoi nous utiliserons plutdt 1'élément Y, = x(C) Y, , qui
correspond a l'équation A u = - { et vérifie :
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EY, = ||a ¥,)1° = x(c)

Il est caractérisé par la relation :

(3-3) <AY,, AY>=EY (Y € &(0))

Nous dirons que cet élément Y, est le potentiel attaché & 1l'ensemble
Ce L et & 1l'espace SB(0).

le potentiel Y est toujours 5 O

En effet, on a vu que Y € A(C) entraine |Y| e<§€ . Donc, si Y
n'était pas > 0, on aurait HA Y, |H2/(E|Y 2 < y2(c). strlctement
puisque fla |Y, 12 = pa Y, ” . Nous allons établir un résultat beau-
coup plus fort,

Soit Y un élément de cﬁﬁ n'appartenant pas nécessairement a
& (C). Nous désignerons par

Y*=n Y
&
1'unique élément de L (C) dont le gradient A Y' soit la projection
de A Y sur HO(C)’ Cet élément est donc caractérisé par :

(3-4) <AY, AZ>=<AY', AZ> (2 € &(c))

On note que Y ~ Y' constitue, en un certain sens, la solution
du probléme de Dirichlet relatif al'ensemble aléatoire associé a C.
De fait, on a Y - Y' = ¥ sur le complémentaire de C, et le gradient
de Y - Y' est orthogonal & tous les gradients nuls hors de ¢, ce qui
constitue la transposition sous forme faible de la propriété A(Y-Y')
= 0 sur C.

THEOREME 3-3 — L'éléument Y' =5 Y défini par (%3-4) vérifie la pro-

priété suivante : si Y » 0 (p.s.), alors Y > Y' (p.s.)

En effet, Y étant positif, (Y-Y')_ est dans & (c). Car cet
éléuent est dans éCh, d'aprés le lemme 3-1, et n'est > 0 que si
Y' > Y, ce qui implique Y' > 0, et donc (p.s.) 1, = 1, puisque Y*
est dans Z(C). Donc (Y-Y')_ = 1C(Y-Y')_ (p.s.), e¢t, cet élément
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étant dans £Z>A, il appartient bien a <&(().
D'aprés (3-4), on a donc :
<A(Y-Y') , A(Y-Y') > =0

iais, d'aprés le lemme 3-1, A(Y-Y')_ = - 1y y. o A(Y-Y'). Ia rela-

tion d'orthogonalité écrite ci~dessus entraine donc
Na(x-1') )12 = o

ponc A(Y-Y')_ = 0. D'aprés le lemme 3-2, cela implique encore
(Y-Y')_ = 0, c'est-a-dire Y » Y' p.s. @

De ce résultat, découle que l'application C - Y,» ou Y, est le
potentiel de C, défini en (3-3), est une application croissante.

En effet, soient C et C' dans L tels que C' ¢ C, c'est-a~-dire
1gv < 15 Pes., et x(C) < . Alors A Y,, est la projection de A Y, sur
Hy(cC'). |

I1 est clair, en effet, que 1l'on a £(C') c &(c) et HO(C') c
HO(C). Tout Z2 € LH(C') vérifie donc, d'apres (3—3)

EZ=<AYCI .AZ>=<AYCAZ>
?

puisqu'il est alla fois dans ££(C) et <B(C') : mais cette égalité
signifie justement que A YC' est la projection de A YC‘

Coumme YC est p.s, positif, on a donc bien
YC > YC' P.S.

d'apres le théoréme 3-3, et donc évidemment aussi

x(c) = x(c*)

Sous les ménes hypotheéses, on a de plus Y, = Y,, si et seulement

c c



si £&(c) = B(c') (sans d'ailleurs que ces conditions impliquent
nécessairement ¢ = C' p.s.).

En effet, Y =Yg équlvant a AY, =AY, (lemme 3-2), donc

aussi a ||A Y = |la YC'“ s puisque A YC' est la projection de AY,

sur Hb(c'), et cette égalité équivaut & son tour a y(c¢) = x(c'),
d'aprés (3-3). ‘

Il est clair que B(c) = &K&(¢') entraine Yo = Y, et x(c) =

x(C')., Inversement, supposons Yo = Yoy, Soit 2 € B(c), que nous

pouvons toujours supposer p.s. positif (puisque 2 € ég(é) entraine

z, et 7_¢ LB(c), et soit 2' € L(C'), tel que A 2' soit la projec—

tion de A Z sur Hb(C'). On a alors (théortme (3-3)

Z2-2'> O P.S.

Meis, par construction, A(2Z-2Z') est orthogonal aux éléments de
Hb(C') done, en particulier, & Y,, = Y,. D'aprés (3-3), il vient
donc ' '

E(2-2') = <A Yy, A(z-2') > = <A Y, ,A(2-3') > =0

C
Coume Z - 2! est p.s., positif, il en résulte Z - Z' p.s., donc
72 € &£(c¢)., Par suite, on a bien L(C) = &3(09)?

Ces égalités n'impliquent d'ailleurs nullemert ¢ = C', Nous ver—
rons, au paragraphe 4, qu'un fermé aléatoire stationnaire F a la méne
perméabilité que son intérieur P . leis la frontlére OF n'est pas
nécessairement p,s, négligeable : les ensembles C et ¢ de ¥ associés
2 FPetF peuvent trés bien ne pas &tre p.s, égaux,

Vis-a~-vis de la continuité monotone séquentielle, C & C p.S.
dans (X, et y(C, )<‘u:pour un n, au wmoins, entraine x(C ) 4 x(o).

(Par contre, C, '¢‘C n'entraine pas x(C,) T x(c)).

En effet, si ¢, | C, avec X(C1) < e, les Y, constituent une

suite décroissante dans L1, donc Yo

n
Y 20, Y €L, et |]Y, =Y |
N o * To 1? I C, ol1

-+ 0, Posons d'autre part;
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& =n&c) 5 Ty =nHyc,)

ﬁ% est un sous-espace fermé de'ﬁs. Comme A YC est la projec-

A . n
tion de A Y, sur Ha(qn), on sait que la suite A Y, converge vers

1 - n .
une limite G, qui est la projection sur ¥, de chacin des A Y, . Mais,

- n -
comme YC - X, dans L1 et que A, en tant qu'opérateur de L1 y est

n i | -

fermé, on a G = A Y, (au sens de L1), et G € Hy. Enfin, an = 1qn ch

ch ¢,Yo p.s. et cn‘¢ C p.s. impliquent Y, = 1, Y,. Donc_Yb e s6(a),
A Y, € Hy(C). Mais alors Y, = Y. Car la relation

<AY, 9o AZ>=E1Z

Cn

valable pour tout Z ¢ &(C), puisque £(C) éB(cn), passe a4 la 1li-
mite, ce qui entraine Y = Y, d'aprés la caractérisation (3-3) de
cet élément, ’
Enfin, ch | Yy p.s. entraine x(¢)) = E Y, | E Y, = x(c),
Par un raisonnement analogue & celui gque nous avons utilisé
plus haut, on en déduit ensuite

Z=n sic) ;i T =nHnylc)

Résumons ces résultats :

rEIEOREME 3-4 - Si C o> C' p.s., dans A, et 8i x(C) < 0, on a :

Yo 2 Yo 20 (pes.) 5 x(C) = x(c') & (c) o &(ce)

et A Y., est la projection de A Y, sur HO(C') .

C'

Dans les mémes conditions, on a YC = YC' p.s. si et seulement
si y(c) = yv(C'), ou encore si et seulement si £(c¢) = &L(c').
X X ’

si ¢, J Cop.s.dans et si x(C,) < e, alors x(e) 4 x(c),

ch ¢.YC p'.s.t ch - Y, au sens de L, et AY, - A Y, au sens de L

1 C
n
De plus, A Y, est la projection sur HO(C) de chacun des A Y,, et on
| 2}

a

c

L(c) =n Llc,) ;5 Hyle) = N HyC,)

2 °
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NOTA BENE : La continuité séquentielle f n'est pas vérifiée en géné-
ral, Nous verrens bientdt un contre-exemple. ‘

COROLLAIRE - Si C et C' sont p.s, disjoints, et x(CUY C') o, on a
(3~5) x(c U ¢") = x(c) + x(c*)

mais non; en général, 1l'égalitéd.

En effet, si CM C' = @ p.S., Hy(C) et Ha(c') sont orthogonaux
et contenus dans Hy(C U C'). Posons

YO:YC+Y_C"

Cet é&lément de b d (cy ¢') vérifie done

NA Y2 = A Y2 + [la Yo 012 = x(0) + x(c")

i
fi

EY

o “EYy +EY, = x(c) + x(c*)

On a par suite
(B Y,)? '
x(cyc') = m = x(c) + x(c")
~ o

_ Pour que 1'égalité ait lieu, il faudrait que H,(C U C') soit
égal a la somue directe orthogonale Ha(C) @ HO(C'_). lhais- il n'en est

pas nécessairement ainsi, nous verrons un.contre exemple, N

les érosions &quipotentielles,

Nous allons examiner maintenant une intéressante transformation
d'ensembles dans (X, a laguelle correspond évidemment une transfor-
mation géométrique de l1l'ensemble aldatoire associé. Cette transfor-
mation, ou érosion équipotentielle possdde une riche signification

énergétique, et pourrait présenter un ecertain intérét dans les appli-
cations,

Soit C € X donné, tel Que X(C) < o, A cet ensemble, nous
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4 ’ + d ’ . -
associerons, pour tout ¢ > 0, son érodé Ce et son érodé strict Ce

défini par
. + -—
(3~6) c, =f{¥g=e} 5 C = {YC'> e}

qui sont évidemment des enseubles de &L, Ces deux ensembles ont le

méme potentiel, & savoir le potentiel trongué Y = (YC -s)+, de
sorte que, .si 1'on connait le potentiel de 1l'ensemble C, on connait

ipso facto celui de tous ses érodés.

Plus précisément, nous allons établir les résultats suivants :

YCZ = YC;- = (Y, - €),
(3-7) x(cp) = x(c7)

SE(C) = B(C))

En effet, posons pour abréger Y_ = (YC - e)+ . D'aprés le lemme
(3=1), cet éléuent est dans éBA NI, et :

AY = 1.+ -AYC? 10“ AYC

De plus, Y, est p.s. nul hors.de C; , donc appartient a g@(o;)

et & ég(Cz). Ecrivons C_ pour désigner 1'un ou 1l'autre des deux éro-
dés CZ et C;. Pour tout 2 ¢ é@(Ce), on trouve :

<AZ,AY€>=<AZ, AYC>=<1C AZ’AYC>

1
Ce €

Comme 1, A2 = A Z puisque Z € &B(CE), on trouve donc
€

< AZ , A Ye > = <AZ, AY,>=EK2

C

d'aprés (3-3). Comume ceci a lieu pour tout % € é?(ce), il résulte
de cette wfme caractérisation (3-3) que Y, est le potentiel asso-
cié a C_, c'est-a~dire aussi bien 2 Cz qu'a C; . la premiére rela-
tion (3-7) en découle,
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les deux autres relations (3-7) résultent alors immédiatement
du théoréme 3-3 : E Y = x(C ) = x(C;), et, comme c::: C; P.S.,

.czf(cz) = & ().

Iz loi de distribution G(dy) de la variable potentiel YC pré-
sente une signification energethue que nous avons d'ailleurs déja

rencontrée. Nous désignerons par h(y) une fonction telle que h(Y)

soit p.s, égale a l'espérance conditionnelle en Y du carré du gra-
dient, soit |aA Y|2 (terme, qui, du point de vue de 1'1nterpréta-

tion physique, représente l'énergie sous forme locale).

y
Si ¢ est mesurable et bornée sur R, et si on pose f(y) = j p(x)dx,

le lemme 3-1 nous garantit £(Y ) € &(c) et A £(y,) = o(Y, )AY ©
pour tout Y € Z(C). Appliquons donc (3-3) avec Y = f(Y ). I1 vient :

<AYy, oY) AY,> = B £(¥y)

Soit, sous forme explicite 3
o .

J n(y) o(y) c(ay) = f o(y) [1 - 6(y)] ay
(o]

o

Ceci ayant lieu pour toute fonction ¢ mesurable et bornée, nous obte-
nons la relation remarquable suivante entre 1la loi de distribution
G du potentiel et 1l'espérance conditionnelle h(x) de l'énergie locale

(crezt-a-dire, physiquement, la valeur moyemnne de l'énergie locale
entre deux lignes isopotentielles infiniment voisines :

(3-8) h(y) ¢ay) = [1 - ¢(y)] ay

avec d'ailleurs (puisque E Y, = x(c))

00

(3-9) x(c) = f [1 - a(y)] ay

(o)

Cette relation (3-8) implique que h(y) est nul sur tout atoume de 1la
loi G du potentiel, Conme l'énergie | A YC|2 est une variable positive,
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il en résulte que le gradient A YC lui-méme est p.s. nul sur tout

atome du potentiel YC .

En pérticulier, {YC = 0} est toujours un atome, puisque YC est
nul hors de C (et C # @, sinon y(C) = «), Ainsi, A Y, est nul sur
le complémentaire de l'ensemble

Cc_ = {Yc> 0}

On n'a pas, en général, C = C_ p.s., mais, d'aprés le théorcme
(3-3), Y. =Y, entraine

x(C_) = x(¢) et ZL(c) = KL (c)

Autrement dit, les esSpaces C et C_ sont équivalents du point
de vue qui nous occupe,

En ce qui concerne maintenant les érodés CZ et C; y €t leur po-
tentiel commun Y _ = (Yo - e)+, on a évidemment P(Ys >y) = P(YC > y+€)
= { - G(y+e). Par conséquent, la relation (3-9) nous donne trés simple-
ment la valeur de X(Ce) = X(CZ) = x(C;), soit

- (3-10) : x(Cg) = ru - G(y)) dy
€

Ainsi, la loi de distribution du potentiel posséde une double
signification énergétique : la relation (3-8) montre qu'elle est lide
a l'aspect local de 1l'énergie, c'est-a-dire & la fonction h(y). D'a—
prés (3-10), elle représente également la distribution globale de
1'énergie en fonction de 1l'érosion e. En particulier, nous voyons,

ce qui n'était nullement évident, que X(Ce) est une fonction déri-
vable en g,

3.@ ~ Objections,

I2 formulation précédente n'est pas tout-a-fait satisfaisaﬁte
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du point de wvue de 1'ihterprétation physique. 1Ie contre-exemple sim~
ple suivant le montre clairement :

Premons, dans l'espacele,

un ensemble aléatoire stationnaire

constitué de la réunion de cercles p.sS. disjoints. I1 lui correspond,
dans un espace L2(Q, X, P) qu'il est inu-
tile de spécifier, 1l'indicatrice 1C de

l'ensemble C € ¢ tel que notre ensemble

\\\\~—"/)/ aléatoire stationnaire soit justement

Flc) = {x : x e B, T_y, W € C}

Si nous retranchons de chacun des cercles dont la réunion cons-
titue p.s. F(C) un diamdtre convenablement choisi, par exemple le
Giameéire paralléle & 1l'axe des x, nous obtenons un nouvel ensemhle
aléatoire F(C') associé & un C' € ¢X. Mais, coume l'ensemble des
diamétres que nous avons retranchés est p.s. négligeable, il est fa-
cile de voir que les indicatrices 10 et 10, sont p.s. égales; Par
suite :

x(c) = x(c")

Or, du point de vue de 1l'interprétation physique, il est clair
que la perméabilité de filiere de_F(C) doit &tre strictement supé-
rieure, et méme notablement supérieure a celle de R(C').

On couprend ainsi pourquoi la continuité monotone séquentielle
(c, Tc = x(¢,) T x(c) n'est pas vérifiée. En effet, les érodés
F(C') e B, seront associds a des C € O tels que C 1 ¢ (p.s.).
Wais, 1'eros1on ayant dilaté le dlametre coupant chaque cercle en
deux'moitiés, on trouvera cette fois 3

x(C;) < X(Ca) strictement

et, pour ¢ |, 0, x(Cé) va converger en croissant vers une limite nota-
blement inférieure a y(C') = y(C), limite correspondant justement &
la valeur que le sens physique nous incite a attrlbuer a la perméa—
bilité de F(c').
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on comprend de méme pourquoi 1l'inégalité (3-5) peut &tre stricte
(alors que, du point de vue physique, on s'attend & ce que la perméa-
bilité soit additive). En effet, définissons F(C,) comme la réunion
des demi-cercles supérieurs et F(Cz) coume celle des demi-cercles
inférieurs : C1 et C, sont p.s. disjoints, X(C1 L]CZ) = w(C*) =
x(C), mais x(C1) + X(CZ) est notablement inférieur a y(¢), et cor-
respond a4 nouveau plutbdt a la valeur de la perméabilité physique de
F(c'). |

Il apparait ainsi que le point de vue des indicatrices 1C’ con-
sidérées comme éléments de L2, c'est-a~dire le point de vue de la
loi spatiale, ne fournit pas une définition de 1l'ensemble aléatoire
suffisamment riche pour les besoins de 1'interprétation physique.
Notre contre-exemple montre que l'on doit soigneusement distinguer
entre un enseumble aldatoire ouvert, comme F(C'), et son adhérence
(r(c) dans notre exemple)., Nous allons donc définir l'ensemble F
(les pores) soit comme un ouvert aléatoire, soit comme un fermé aléa-
toire,

De prime abord, il peut sembler plus "naturel" de considérer
les pores comme un ensemble ouvert aléatoire G. ilais, si nous re-—
tranchons de ¢ un fermé aldatoire p.s. négligeable (par exemple des
hyperplans poissoniens) nous obtenons un nouvel ouvert aléatoire
G' ¢ G admettant la mBme loi spatiale que G : le point de vue de la
loi spatiale conduirait & la m&me valeur de y pour G et C', alors
que, physiquement, leurs perméabilités doivent &tre bien différentes.

Pour un fermé aldatoire P, cette objection disparailt. S5i, en
effet, nous ajoutons & F un fermé p.s. négligeable (de manidre &
obtenir un nouveau fermé F' o> F), F et F' ont la wéme loi spatiale,
donc méme valeur deAx. iiais cette fois le résultat est bien conforme
a4 1'intuition physique, Car, dans aucun modele physique raisonnable,
un fluide visqueux ne circulera Jjamais dans un ensemble négligeable,
de sorte que les écoulements seront les m8mes dans F et F'.

D'ou la premiére idéde : définir la perméabilité d'un fermé aléa-
toire F, soit K(F), a 1'aide de la fonctionnelle X« Pour un ouvert
aldatoire, on posera coume définition K(G) = Sup K(F) sur l'ensemble
des fermés aléatoires P p.s. inclus dans G, ijais, du point de vue
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physique, on s'attend & ce que pour tout ensemble aléatoire H (fermé
ou non), H ait la mBme perméabilité que son intérieur ﬁ . Nous de-
vons donc démontrer, dans le cas d'un fermé F, que l'on a bien-

®(m) = k(P

Il reste ensuite a préciser la classe d'ensembles améatoires H
sue lesquels on fera porter la définition |

| L, .
K(H) = sup {K(F), P ferué, F c H p.s.}

Comme la notion de perméabilité peut,se définir, en termes phy-
siques, par un principe variationnel, donc coume la recherche d'un
gradient de norme minimale dans une variété fermée‘convenable, nous
pourrons, en sens inverse, partir non plus de la notion d'ensemble

aléatoire H, mais directement de la notion d'un espace & de gradient
vérifiant certaines conditions aux limites, qui sont celles du pro-

bléme physique. Ces espaces <6, ou espaces de Dirichlet, constituent

une généralisation naturelle des espaces &(C) que nous avons. étudids
dans ce paragraphe, et dont les propriétés essentielleé, exprimées
dans le théortme 3-3 et la relation (3~2), serviront de point de dé~
~part axiomatique. Ia tdche suivante consistera a faire le raccord
avec le point de %ue ensembliste, c'est-a-dire & identifier chague
espace &6 avec un ensemble, ou une classe d'ensembles aléatoires
équivalents, en 1l'occurence une classe d'ouverts aléatoires station-

naires, Ceci conduira & poser comme nouvelle définition, équivalente
a la précédente, K(G) = y(&), et permettra d'établir le résultat
le'plus important, qui conftre & la notion de perméabilité le carac—
tére d'une capacité définie sur des ensembles aléatoires, . '

6, 7 ¢=x(6) 1T x(6) pour des ouverts aléatpires

F,LlP= k(%)) | k(F) pour des fermés aléatoires

4. LES ESPACES DE DIRICHIET.

Prenant maintenant comme axiomes les propriétés que nous avons

~démontrées pour les espaces $8(C), nous allons maintenant définir
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une notion nouvelle, celle d'espace de Dirichlet, et désigner par
& 1l1la classe de ces ensembles,

Par définition, un espace de Dirichlet est un couple (&£, AL)
vérifiant les trois caractéristiques suivantes 3

—
@— £ est un sous-vectoriel (non fermé en général) de L1, cons-

titué d'éléuments Y ¢ I.1 tels que Uy Y soit différentiable en moyenne
quadratique, ce que nous écrirons Y € L1 n@A (avec un certain abus
de notation). A% , image de & par 1l'opérateur gradient A, est un

sous~espace fermé de l'espace Hb des gradients,
L.

B |B] - 11 existe une constante y ¢ « telle que

e, < Vo taxl, (¥ esB)

Nous désignerons par x(cZ) la plus petite des constantes yx telles
que cette inégalité ait lieu, ‘

el - 51 Y e I, ﬂEﬁA et s'il existe Z ¢ &5 tel que |Y| < |z] p.s.,
alors Y appartient a 5.

4,1 ~ Comrzientaires de la définition,

1) Ia relation [b] implique que Y - A Y est une bijection
de & sur AL, et que 1l'application inverse A Y — Y est continue
(de A2 muni de sa norme hilbertienne sur & muni de la norme in-

duite par L1).

I1 en résulte que la condition (A2 férmé dans l'espace HO
des gradients de Lz){ .est, en un sens, superflue, De fait, supposons
que ASH soit simpiement un sous-~vectoriel non fermé de Hb » et soit
A% son adhérence dans Hy. Alors, 1'image inverse & de A B est

d ans L, néDA , et le couple (&6, A8 ) est un espace de Dirichlet.

En effet, soit Y une suite dans &, telle que AY -G € Hy .

Alors, Y, est une suite de Cauchy dans L1. D'aprés@ , en effet,

on a

Iy

o - Yoty = Vx Haly, - Yl -0



Soit donc Y la limite dans I,1 de la suite Y . Comme A (considéré
comme opérateur de L1) est un opérateur fermé, Y est différentiable
au sens de L1, et son gradient est G, liais G ¢ Ha, et on a vu au cha-
pitre 2 que cela entraine la différentiabilité de U, Y au sens de I,2.
On a donc bien Y GQSA ﬂ’L"._(zomme _]_._'inégalitérj_l passe & la ‘limite,
l'application Y - A Y de & sur A est une bijection, et son
inverse est continue,

I1 reste a vérifier [c] . Soit 2 €L et Ye I,1 nc@A tel que
Y| = |2] . Quitte & traiter séparémént Y et Y_, on peut supposer
Y > 0 p.s. Comme Z est dans &, il existe une suite Zn dans <& telle
que A Z - A 2. Notons que 1l'axiome [c] implique que |zn| est dans &
des que Z, € &. Comme 1l'application A X - A|X| est continue, on a
aussi Alznl - A|2z]. On peut donc, aussi bien, supposer % et Z, po-
sitifs p.s, iais Z, A Yy majoré par Z,, est dans & , d'aprés lta-
xiome E:] » €t on vérifie facilement que A(zn A Y) converge vers
A(ZAY) =AY.DoncYeZ = |

Dans ce qui suit, nous désignerons par Lefd, plutdt que par
(&£, AS6), un espace de Dirichlet, Mais la norme utilisdeé sera, en
régle générale, la norme hilbertienne |lA Y| de A SE.

2) Comme nous l'avons déja vu, l'axiome entraine la
propriété [cV suivante :
[— SiY esB, alors |Y| € & (donc aussi Y, et Y ).
De fait, |Y| est majoré par |Y| lui-m8ue, donc |Y| € &8 d'apreés '@E

Si Y est un élément de CG,DA N L, , nous désignerons par MY =Y
1'unigue élément Y' €6 tel que A Y' soit la projection de A Y sur

AL

iiontrons que les axionres [aﬂ ’ [:E] et entrainent la propriété
suivante :

@ - 51 Y est p.s. positif dans QBA N L,, alors :

anéGY (p.s.)



En effet, posons Y' = n%Y, et montrons 4 ‘'abord (Y—-Y')_ € 0‘6 .
De fait, Y étant p.s, positif, on a p.s. (Y-Y')_ < YL . HMais YL el
d'aprés [c'] . Donc (Y-Y')_ € &, d'aprés .

lMais, par définition, A(Y-Y') est orthogonal aux éléments de A
done, en particulier, a A(Y-Y')_ , puisque (Y-Y')_ € &£ . Ainsi 3
< AlY-¥') , A(Y-Y') > =0

Mais, au signe preés, ce produit scalaire est égal a HA(Y—Y")_HZ. on
a donc A(Y-Y')_ = 0. Comme (Y-Y')_ € &, cela entraine (Y-Y')_ = 0,

ctest-a—~dire :

Y = Y P.s.

En sens inverse, les axiomes a/, b/, ¢'/ et d/ entrainent c/.

En effet, d'aprés , i1 suffit de raisonner dans les cas d'élé-
ments positifs, Soit donc Y un élément positif de éZSA N I)1 y et 2 €L
tel que :

0<Y< 2 P.S.

Appliguant [d] & 1'élément positif Y, et en posant Y' = MY,
il vient Y-Y' > 0. Appligquons maintenant @ a z-Y » 0., Coume
I, Z = %, puisque 72 € @& , 1l vient cette fois Y'-Y » O, Done Y =
Y' p.s., €t par suite Y ¢ L. om ' '

3) ilontrons maintenant que tout espace de Dirichlet &8
vérifie la propriété suivante, beaucoup plus forte que [cV] =
[Q - Pour toute fonction ¢ mesurable et localement intégrable
surbR et tout Y € & tel que || ¢(Y) A Y|l < o, on a £(Y) € &, avec
f(y) = Jy p(x) dx, et donc A £(Y) = ¢(Y) A Y,
o

De fait, si ¢ est mesurable et borné, soit |p| < a<e, on a
|£(Y)| < alY|. Donc £(Y) € & , d'aprés [c]. Ie cas général s'en dé-
duit par continuité monotone , B

4

Notons encore une iuportante propriété :
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- Si X et Y sont dans un espace & €&, alors XertXAY'
appartiennent a & .

En effet, d'apres , Z € &% entraine z, et Z_ € B, et on
preut se limitér au cas ou X et Y sont positifs. wais alors 0 < X A Y
< X entraine, d'aprés [c], que X A Y est dans &, et par suite aussi
XvYI=X+Y-XAY B i

}) On peut donmner également une version locale de ces pro-

priétés de positivité, Nous appelons support S ou S sa de l'espaceoﬁ
le (p.s.) plus petit ensemble de Q & 1l'extérieur duquel les Y € &2
sont p.s. nuls,

~ Si deux éléments Y et Z de £5 A0 L
support S de l'espace%, on a n&gY = nog Z. Autrement dit :
c% Y ne dépend que de 1S Y.

coincident p.s, sur le

En effet, la relation Y=gz = 1SC(Y-—Z) entraine que Y-Z est dans
(s%), puisque cet élément est déja dans @A N L , et donc : '

A(Y-2) =1 , A(Y-2)
S
I1 en résulte < A(Y-Z), A X > = 0 pour tout X € & . lais cela
signifie par définition fmp(Y~-2) =0 M

nég Y p.s.

~ 351 Y est p.s. 2 0 sur S5, alors 1S Y >

En effet, Y et Y+ coincident sur S, Donc Y! =N Y =
d'aprés ce qui précdéde. Hais Y -Y' est p.s. > 0, d'apres (d.
a donc bien 1 Y>Y'"p.s.

Mg ¥
On

~88 0<Y < 2 p.s., sur S pour un 7 ¢.% etYeg_DAn_L1 »_alors

15 Y €&

On le voit en appliquant le rdésultat précédent successivement & Y
et a Z-Y, ce qui donne 1Y = Y' € &5
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5) 1'énoncé suivant montre que l'appartenance & un espace B
a bien la signification d'une "condition aux limites",

(g - Pour gu'un élément p.s. positif Y ¢ @A N L, appartienne &
&, il faut et il suffit qu'il existe a > 0 et 2 € 88 tels que :

O<YAacxg 2 P.Se

Cette condition est nécessaire : car, si 0 <Y € 8, on a
O<YAaracY (et aussi Y A a € &8 d'apres les propriétés ci-dessus).

Inversement, supposons O s Yaas 2 (2e¢&, a® 0, Y€ @A N L1).
Posons @ ' ‘

Y,=Yaa, Y, = (Y-a), A ay... Y, = (Y-na), A a...
Pour chague n > 1, Y est nul sur {Y < a} et majoré par a swr

{Y > 0}. Donc 0 = Y <Y <32 p.s., et tous les Y appartiennent a3,

Mails les Yn , donc aussi leurs gradients A Yn (lemme 3-~1) ont des

supports disjoints, Par suite A Y est égal & la somme orthogonale

2 A Y, donc apmrtient aAL M

4.2 -~ Ie potentiel Y:%S d'un espace de Dirichlet &5 .,

Comme Y € & entraine |Y| € 88,85, s'il n'est pas nul,
contient des éléments positifs, En particulier, il existe toujours
des Y € & tels que '

EY = y(&8)

et les gradients A Y de ces éléuents constituent une variété linéaire
fermée dans A &5 , a cause de la continuité de 1'application A Y - Y.
Nous désignerons alors par Yoz 1l'unique élément de &Z tel que A Y‘%
soit la projection de 0 sur cette variété linéaire fermée, et nous

dirons que Y oo est le potentiel de l'espace & . Il est caractérisé
par les relations

(4-1) < AY_, ,AZ> = EZ (Z2 esf)

=]
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qui impliquent, en particulier :
12
E = =
Y, Ay, | x(s8)

Coume Y., réalise le minimm de |4 Y”z/(E 2 ,Yec&, o

- voit immédiaterent qu'il est p.s. positif ou nul.

Nous nous proposons de montrer qu'un espace &8 est entidrement
défini par la donnée de son potentiel & , Nous allons, pour cela,
procéder par étapes. Posons d'abord un lemme utile :

LEMUE 4—1 - soit'Y une suite dans <& telle que A Yn converge vers
A Ydans A S8 . Alors AlY, | converge vers AlY], & Y vers A Y etec..
dans A& . De plus |Y | converge vers |Y| et Y vers Y _ au sens

de L1

En effet, d'aprés le lemme 3-1, A Y et A|Y| ont méme norme, et
1'application A Y - A|Y| est continue., Coume on a dans :

MYl = 1Y, = Vx(@B) fa |yl - a Y]y
la seconde partie de 1'énoncé en résulte. ®

Nous allons maintenant montrer que, pour tout Y appartenant a
un éf e donne, il existe un plus petlt espace de Dirichlet conte-
nant Y, ou espace de Dirichlet engendré par Y, que nous noterons & (Y).
L'hypothése Y ¢ £, Joue un rdle essentiel dans la construction qui
suit, puisqu'elle nous permet de mettre a profit la propriété @ des
espaces de Dirichlet,

Nous désignerons par o%’ (Y) 1la famille des 2 ¢ SDA N L, admet-
tant une majoration de la forme

2] < a |Y| P.s.

bour un nombre a > 0. D'aprés les propriétés de positivité, on a
55 (Y) ¢ &,. Désignons done parogb(’r) 1l'image inverse dans &, par

'la bl;jectlon A de l'adhérence Ag de A §£b dans A g;) . Ev1demment

A %b = A é@b y €t %_b c zo. Plus généralement, tout espace de
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Dirichlet contenant Y contiendra &, . Nous allons montrer que &,
est en fait un espace de Dirichlet, d'olu résultera que c'est le plus
petit espace de Dirichlet o3 (Y) contenant Y. '

Or, cela est immédiat, En effet, &£, vérifie par construction
les propriétés [b] (puisque By © &) et e} . I1 suffit donc
d 'appliquer le commentaire {) du paragraphe 4-1 pour conclure

L, D . ™

Montrons maintenant que tout espace de Dirichlet est engendré
par son potentiel, soit &5 = oif(Yog).

En effet, il est clair que Yocé € &fb(Yocg), d'ol résulte ei‘a’(l;g)
c & (puisque Yo € &5), et il faut montrer l'inclusion inverse .

Soit 2 un élément positif de & , et 2! ecfé(Ygg) tel que A 2°'
soit la projection de A Z sur A %(Y%). D'apres l1l'axiome @
a s
Z-2'> 0 (p.s.)

Liais (2-2') ec%, et par suite, d'apres la caractérisation du
potentiel :

E(z—z') = <AY,, A(Z-2') >

~ Or, ce produit scalaire est nul, d‘'aprés la définition wn8ue de
Z'. Donc E(2-2') = 0. Comme Z~-Z' est p.s., positif, il en résulte
bien Z = 2' ¢ o?_»i(Yé@)l

Soient maintenant Y et Y' deux éléments de 56’ Tout espace de
Dirichlet contenant Y et Y' contiendra |Y| v |Y' |, donc aussi
&(|Y] v |Y'|), qui est ainsi le plus petlt majorant dans £D de
&(Y) et &&(Y'). Nous écrirons :

L(Y) v L(¥') = &Y v |¥'D

En particulier, deux espaces de Dirichlet Bet SB' contenus
dans un mbume &6 € & admettent un Sup, & savoir :
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%Vog' = %(Yx \ Y<z|)

Soient malntenant Ye&, , ¥' e Sf » Sans que les espaces de
Dirichlet éﬁo et éf soient necessalrement égaux, Comme 1'élément
Y] A ¥} appartlent, par exemple, & &, , L(|Y| A [¥']) existe.
On a, manifestement

<L, (Y] A [Y']) ¢ &0 N B(¥')
donc, l'intersection Aéé’Y N Ao‘fY, étant fermde dané Hy »
(Y] A JY']) e &) n L)

Inversement, soit 2 € g2 (Y) N &(Y'). Nous pouvons toujours
suppc:ser Z > 0 p.s. Il existe alors deux suites positives Z, eoi€+(Y)
et 2, € ZLp(Y') avec A2z - AZet Az - Az L'éléuent Zy A Z, est
dans %(IYI A |Y']). D'autre part, on vérifie sans peine que
A(Z, A zn) ~ A Z. Par suite z € <2(|Y| A |Y']), et :

S| A fY']) = B@) N L")

Ainsi, il existe toujours un plus grand espace de Dirichlet con-
tenu dans £(Y) et & (Y'), 4 savoir leur intersection, En particu-
lier, la classe ED des espaces de Dirichlet est stable pour 1l'inter-
section,

Résumons ces différents résultats :

ELIEORE’E 4-1 — Pour tout Y appartenant & un espace c% €&, il

existe un plus petit espace de Dirichlet SE(Y) contenant Y, ou
espace de Dirichlet engendré par Y. En particulier, tout espace
& € &) est engendré par son potentiel Y, .

Ia classe &) des espaces de Dirichlet est stable pour 1l'inter-
section. Si Y et Y' sont dans un mBue S €S , il existe un plus
petit espace de Dirichlet les contenant, a savoir Z(|Y| v |Y'|).

En particulier, la classe &) (go) des sous-espaces de Dirichlet
d'un go € &) donnée est réticuléde, 1'Inf et le Sup étant donnés
par :




LAEL = &N KL

(v & BYg, v Y,

Nous verrons plus loin queegﬁ(gZ%) est mBme compldment réti-
culé. )

[EEROLLAIRE - Pour tout Y ¢ &, on a {Y # 0} ¢ {Yé6 # 0} p.s. dans (.,

En effet, cette inclusion p.s. est vraie pour tout élément de

Séb(Yag), et passe & la limite. Elle subsiste donc pour tout Y eB(Y.,
= & m. -

Nous poserons § ., = {Iag # 0}, et nous dirons que cet ensemble
est le support de l'espace de Dirichlet &£ . Evidemment, Sep € e

Ie théoréme 4-1 montre qu'un espace &£ € & est complétement
déterminé par son potentiel ¥§?. Mais plusieurs espaces de Dirichlet
distinets peuvent admettre le mBue support, Pour tout S € & , dési~
gnons, comme dans le chapitre 3, par B(S) l'espace de Dirichlet cons—
titué des Y € éDA‘F)IH vérifiant 15 Y=Y p.s. on a, évidemment, pour
tout Le D

éi? c :ﬁf(fbg)

Mais cette inclusion est stricte en général. Par contre, nous
allons voir dans le paragraphe suivant, que tout espace <& est limite
monotone Q'une suite d'espaces cQ?(Sn) , avec Sn‘T %Qg p.s. dans &,

4.3 - Propriétés de continuité monotone,

Le théoréme suivant ne fait que reprendre des résultats
établis dans le cas des espaces o&(S), et se démontre de la méme
maniére :

THEOREHE 4~2 — Soient <& et &' deux espaces de Dirichlet, On a
&L > L' si et seulement si Y, = Y 5, P.S., €t cela entraine
(&) = x(&'). Lorsque & > L', les conditions &L= L',




(L) = y(B') et Yég = Y;@' P.s. sont équivalentes,

Soit & wune suite décroissante dans €0, et B =N &+ Alors
L €D, x(%) J x(&B), ¥ 8 \LYgg P.S.; AY . -oAYégdans L, »

n
Y‘%n - Ygg dans L1, et A Yg@ est la projection sur AO? de chacun

des .
A Yéfn

Soit o% une -suite croissante dans &0 telle que Sup x(c‘f ) < 0.
Posons AL = (U A 55’ , et soit & 1'image réciproque de A &8 dans

L, N&D, . alors o‘fegz), 1(Zy) T x(B), Yep TY£ p.s. & Y
n *

n
dans L1 s A Yégn - A Yég dans L2 s €t chague A Y%n est la projection

de A Ygg sur Ao%n

—

Ie seul point délicat concerne, dans le cas des suites croissan-
tes, 1'affirmation que 1l'image réciproque de AL est dans L N @
On le vérifie en appliquant le commentaire 1) du paragraphe 4.1.

Compte tenu de ces proypiétés de continuité monotone, nous

écrirons :

£ 18, L | £

dans le cas des suites respectivement croissantes et décroissantes,

Nous allons maintenant montrer que les espaces du type &(s),
S € ¢l sont denses (pour la convergence monotone) dans 1'espace ZD .
Pour commencer, nous allons établir, concernant les potentiels tron-~
gués (Yéé -e)+ un résultat qui généralise ce que nous avons vu au

chapitre précédent,

Soit <& un espace de Dirichlet, et Y o son potentiel, Posons :

= (Y%-.-e)

¢ 3 S ={Yp>e}={Y_>0 (e>0)

Y est évidemment dans &, et AY_ =1, A Y, , autrement dit,
€ € Sg 4

YE € 55(86). Nous allons montrer que, pour tout ¢ positif, Y est le
potentiel de £(s ). Plus précisément, désignons par o% 1 ensemble
des Y € &5 tels que {Y # 0} c S, P.S. On vérifie sans pe:l.ne que Ao%
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est fermné et que éég est un sous-espace de é?(s ), & savoir &f
&N é?(s ). kn fait, nous allons montrer gue l'on al’ égallté
&L, = o%(se)

Tout d'gbord, A Ye est la projection de A Y&g sur A5 . En

effet, si 2 € &6 cég(se) » 0N a AZ=1, AZ et par suite :
' £

<AY , AZ>=<ig AY£,AZ>=<AY£,AZ>=E(Z)
- €

Cette relation montre que A Y est la projection de A Y, sur
A &6_. De plus, lorsque nous aurons établi que L, = éf(se), elle
peruettra d'affirmer que le potentiel tronqué Ye est bien le poten-
tiel de (s ).

Liontrons donc &? &E(s ). Par définition, 36 =N &f(S )
c é?(s ), et il faut etabllr l'lnclus1on inverse,

Soit donc Y un élément de éﬁ(se), gque 1l'on peut supposer posi-
tif et borné (puisque ces é&léuments engendrent:ég(ss), soit 3

O<Y<bgow p.s.
et montrons Y ¢ 5%2. Pour a > 0, posons :

Ya =Y A a Y;g
Comme Y ¢ éf(s ), et Yo € &L, cet élément Y, est dans LN é?(s )
= éﬁ’ , d'apres les pr0pr1etes de positivité. Or, on a :

A Ya = 1Ysa§g

AY

AY+aidyay, e

Comme Y&Z S € p.S, sur Se’ par définition, et Y < b p;s., on voit que
AY =AY des que a est supérieur a b/e. Donc Y ¢ 45;, d'ou résulte
la propriété.

Plus généralement, on démontre de la m&wme maniére le
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THEOREME 4-3 - Soit S € €1 tel que l'on ait p.s. Y =€ sur s
pour wn € > 0. Alors LN KB(S) = &(s). En particulier, en
prenant §_ = {Yg > €} ,éfna%(se) £(S€). De plus, g(Se)'
admet comme potentiel len"potentiel tronqué»" Ye = (%g—e)+ s €t
AY_ est la projection de A Ygg sur A %(Ss). ‘

Il

On en déduit le résultat annoncé concernant la. densité dans S0
des espaces du type &£5(S), S €

THEQREME 4-4 - Pour tout espace de Dirichlet &, il existe une
suite C , p.s. croissante dans (91, telle que é‘g((}h) 15 .

En effet, prenons par exemple Cn = {Y&g > -1-11-}. D'apres le théo-
réue 4-3, le potentiel Y(C ) de &(c,) est(Ygg - r']f)+’ Done  ¥(c,) T Yog
D'apres le théoréme 4-2, cela implique é@(cn) 1%L, puisqu'un es-
pace de Dirichlet ést déterminé par son potentiel (Théordme 4~1). M

Notons encore quelques propriétés complémentaires,

THEOREME 4~5 - L'ensemble & des espaces de Dirichlet est stable
pour l'intersection infinie, Pour tout & e, 1'ensemble I (&)
des sous—espaces de Dirichlet de &f est completement réticulé,

Pour &, &' ¢ &, ics 5 conditions suivantes sont équivalentes :
(i) - et &' ont une intersection nulle ; (ii) les supports S
et S.,, sont p.S. disjoints, et (iii) A &£ et A &' sont orthogonaux.
Ces conditions impliquent :

LV E'=Le L' ;X Y, +Y

LvB' T L &£
Inverserwent, si &L et &' sont contenus dans un méne é@o €D, la

condition Y, .0 = Yoo + Y., entraine &N &' =0

S

Nous savons déja que & est stable pour l'intersection finie
(Th. 4-1), et le théordue 4-2 peruet de conclure que &) est stable
pour l'intersection dénoumbrable. Le cas de l'intersection non dénom-
brable s'en déduit par un argument classique, |

11 en résulte que toute famille D = & (o‘@o)- pour un o% €,



admet un plus petit majorant : & savoir 1l'intersection de la famille
(non vide, puisqu'elle contient ggo) des majorants de D , <O (%o)

est donc complétement réticulé,

Si&F, L' elfDet LNK' =0, Yoo A Yo €L N &' entraine
Yo AY ) =0 p.s., et donc Sgg N Sg, = P pes. 51 S NS =9
pP.S., les espaces AL et AL' sont évidemnent orthogonaux. Cette
dernitre condition, enfin, entraine As® N A &' = 0, et done ‘aussi

LN&' =0
Si &N&G' =0on a éé’@g' €8P, et par suite %’vo‘l@' =
Lo &L'.

En effet, on vérifie sans difficulté les conditions ’ @J et
[e) de 1a définition des espaces de Dirichlet. De la relation (4-1),
on déduit alors immédiatement : :

S Y ey W&o &) = x(i%). + x(Z")

lze s £ AN

En sens inverse, supposons que pour &, &' ¢ 325(550) on ait :

() Yggvgg' =Yg + Y
Pour tout Y ¢ & (par exeuwple), on a, puisque Ly L'

EY = ‘<AY$, AY>=(AY$v§6' y AY >
oy |
Compte tenu de la relationyCeci implique < A _{g' y AY > =0,
ctest-a~-dire E(ng, Y) = 0. Yrenons Y = Yoo A Y, » d'oU My Y = Y,
puisque Y € &'. Dans ce cas, il vient EY = 0, c'est-a-dire, puisque
Q q
Y est un élément positif, Y = O p.s. Ainsi, on a Yoo A Yoo = 0 pPose,
mais cela entraine Scg N Sgpy = ¢, et donc £ NL' =0. M

Il est intéressant de noter les deux corollaires suivants :

([ COROLLAIRE 1 - (Contlnulte de 1'intersection). 501ent <, &' et
deux sultes &£, et gﬁ dans €. si & 1 & et 55 1 &' , alors
f:f N o‘ﬁ '[‘&fn 8. ])e méme, si &£ J,% et o(g \L &', alors

55 n% - &n 6.
L
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Cela est immédiat pour la limite |, , qui n'est autre qu'une
intersection. Dans le cas de la limite ']‘, on trouve immédiatement :

lin } (£, N L) c LN L

Soit Y > 0 p.s. un élément de 53 NB's On peut trouver des
'
éléments positifs Y e éf et Y € o‘@ tels que AY —~AYet AY -
A Y. Posant Z =Y, AY e.ﬁf N s, on vérifie sans peineAzn..AY,

D'ou Y € Mu 1l (£, nsé ), et l'égallte SN&' = lin | (Z née)-

COROLIAIRE 2 - Soient &, ' et deux suites &3 et £6n contenues dans
unméme&ﬁ €. si & ’]‘o‘getoﬁ 1\%' alors (£, vo‘(’})’r(a‘ﬁvﬁ

On remarquera que la continuité monotone \j, n'est pas vérifide,
en général,
D'aprés le théoréme 4-1, £Lv L' est engendré par Yo v Yoo,
?
Supposons &£ 1 &, & T &'y & B € 8D(L,), et désignons par
& 1la limite 1 de la suite &, v &, (Th. 4-2). On a manifestement :

ogo c L v B
et il faut montrer l'inclusion inverse., Coume Y ’]‘ Y- et Yg, 1 wa"'
' n
on a Ygg v YS:," 'T ng v Ygg.. D'autre part, en posant Y ‘%n vxn

il est clair que Y, = Y% v Yggr P.s. Par suite Y, = 11m’r Yn )

Yo v Y%, . Mais (Th. 4—2), Y, est le potentiel de (%;). I1 en résulte
& o (Y, v Y, =Ly, et 1'égalité. B

4.4 - Compléments sur l'espace métrique ) .

Ces compléments ne seront guére utilisés dans ce qui suit,
mais méritent peut-8tre d'&tre notés ici. Pour &, L' ¢ &, posons :

(L, &) = Yo ~— A Y ol

Alors d est une distance sur @ .
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En effet, le seul point qui mérite vérification est que d(<LB,<5')
= 0 entraine &£ = &', or, si d(&, £&5*') = 0, onaAYD{ =AY,
et par suite Mgt Y&G = va et %Yég, =, YO% . Comme Y&, s par
exemple, est > 0, il en résulte Yéé - Yés, > 0 p.s. , et de méme
Y%, - Y$ 2 O. Donc Y.“é = Ygg' r.s. W .

11 est clair que 1l'application & - x(<&) = "A_Yégnz est continue
sur l'espace métrique &) .

}on objectif, dans ce qui suit, est seulement de montrer que,
pour tout &£ €& , -25(§§b) est un sous-espace fermé complet de &5 .
Pour cela, je pose d'abord quelques lemmes (en fait, ceux qui concer-

nent la convergence faible ne seront pas utilisés, mais me semblent
mériter d'&tre cités).

IEMIE 4=~2 - Si A Yn converge faiblement vers A Y dans A gﬁb pour

un & € & , alors Y - Y fortement dans L,

En effet, la continuité de l'application A Y — A|Y| montre que
A |Y -Y| converge faiblement vers 0. (n a donc :

E(JY,-Y]) = <AYp » A|~Y]|>~0 ®
o

[ v
IEVGE 4-3 - Si A Y, - A Y, fortement (resp. faiblement) dans A by

alors pour tout Y ¢ éB(YO) on peut trouver une suite z € ég(xn)
telle que A 2, — A Y fortement (resp. faiblement) dans L, et
Zn - X fortement dans L1.

De plus, dans le cas de la convergence forte A In - A Yo ’
on a

x(B(y)) = Llim x(8(y,))

-

On peut se limiter au cas ou les éléments Y, et Y, sont p,.s,
positifs,

(i) - Soit d'abord un Y ¢ QE(YO) tel que

OsYsaYo (a > 0)
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Posons 4, =Y AaY¥ . Il est alors immédiat que Z € &g(yh)
et A Z, - A Y fortement (resp. faiblement) dans Lys et par suite
(1Lemme 4-2), Zﬂ+4/fortement dans Lo

(ii) - Ie passage au cas général est trivial dans le cas de la
. convergence forte, Supposons donc AY - A Y, faiblement, Y, et Y,
étant p.s. positifs, et soit Y » O p.s, dans &B(Y ). D'aprés la
construction de l'espace éﬁ(Y ) paragraphe 4-2), nous savons qu'il
existe une suite Y, dans é%’ et des nombres a; 2 0 tels que :

0 =< Yk < ay Yo P.s. et A Y, —- A Y fortement et Y, - Y dans L1

D'aprés la partie (i) de 1la démonstration, pour chague k on peut
trouver une suite Y dans é%; telle que 3
?

Yn,k € é@(Yn) A Yn,k - AY, faiblement, Yn,k'* Y, dans L1 pour n -

e

Posant g, = HY-YkH1 » on a g, - 0, et, pour chaque k, on peut
trouver Ny tel que n > N, entraine |lY, - Yn,k"1 < € o
Par sulte, on peut extraire de la famllle des Y , une suite Yh
’
telle que Y € &, pour chague n, et Y -~ Y dans L,.
Maie, les ﬂA'Y k” étant bornds par un nombre flxe b < 0, On

]

peut trouver une sulte partielle Y telle que A Y converge faible-~
Ny Ny

ment vers un élément A Y' de A &£ . D'apres le lemme 4~2, On a alors

Y; - Y' dans L1, done Y' = Y, Comme cette limite est unique, il en
k
résulte que la suite A Y' converge elle-méme vers A Y (faiblement).

D'aprés le lemme 4-1, onna encore Y - Y dans Lys

Dans le cas de la convergence forte A Y, =~ AY désignons par
Pot Y, le potentiel de & (Y ). En appliquant & Pot Y, les résultats
précédents, nous voyons qu'il existe une suite Z € &£ (Y,) avec

AZ, » A Pot Yo fortement, Comme E 2, -~ B 2, et |la Zn" - ||A Pot YOH

nous trouvons :

(E Pot Y_)? ) 7. )2
Y (B(Y)) = - O = lim R VPR F (B(r)) =
Ila Pot Y I A znnz
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Désignons par Pot égb l'ensemble des éléments Y ¢ ggb qui sont
des potentiels, c'est-a-dire tels que Y soit le potentiel de l'espa-
ce L&(Y) qu'il engendre., Alors A Pot éﬁB est fermé dans A Sé%. Plus
précisément :

THEOREME 4-6 - Soit Y une suite de potentiels dans &% siAY
converge fortement dans A égo vers un élément A Y, alors Yolest
un potentiel et x(ég(Yo)) = lim x(éB(Yn)).

En effet, on trouve cette fois :

(B - = ) (5 xg)” (88(Y.))
Y = eeee———— - [ .-
= A Y012 FAR = e

En comparant avec 1l'inégalité inverse obtenue par le lemme 4—3,

on conclut x(&g(Y )) = lim X(S%(Y )) et par suite
(B Y )?
-———2—§ = x(&(Y)))
fla Y M

Donc Y est proportionnel a Pot Yo, Comme, en fait, E Y, = lim E Y, =

lim x(o%(Yn)) = y(&8 (YO)), on a bien Y =Pot Y . M

[E?ROLLAIRE - L'espace métrique éiB(éZ;) est fermé et complet,

En effet, d'apres le théoreme, A Potcﬁg est un sous—ensemble
fermé, donc complet, de A S . lials A Pot Séb y tuni de la métrique

induite par A éfg » €8t manifestement isomorphe a 1l'espace métrique

D(&,).

5 — LES OQUVERTS ALEATOIRES STATIONNAIRES, ET LEURS PERMEABITLITES.

Ie potentiel, et la fonctionnelle y, attachés a chague espace de
Dirichlet <& posseédent d'intéressantes propriétés de continuité mono-
tone, qui évoquent celles gque nous souhaitons attribuer a la perméa-
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bilité. S'il était possible d'associer biunivoquement a chague

S et wn ensemble, ou une classe d'ensembles alédatoires, par
exemple une classe d'ouverts aléatoires stationnaires, on pourrait
alors interpréter y comme la perméabilité des ensembles de cette
classe,

salheureusement, la réalisation de ce programme se heurte a
une difficulté technique sérieuse, Dans l'espace & N =1 dimension,
en effet, il résulte d'un théoréme classique que, pour toute VA Y
différentiable m.q., il existe une FA ¥(x) p.s. stationnaire et p.s.
a trajectoire continue telle que ¥(x) et Ui Y soient équivalentes,
Dans ce cas, on associe sans difficulté & cet élément Y des ouverts
(fermés) aléatoires p.s. stationnaires de la forme {x : ¥(x) > aj
(resp. {x : ¥(x) = a}). Wais ce théordme, vrai pour N = {, devient
faux dés que N est > 2,

I1 nous faudra donc faire un détour, Aprés avoir donné la dé-
finition des FAPS et des OAPS (paragraphe 5-1), nous introduirons
la notion de VA lipschitzienne et celle d'espace de Dirichlet régu-~
lier. ctest-a-dire engendré par des VA lipschitziennes, Ie résultat
principal sera que tout espace de Dirichlet régulier peut 8tre iden-~
tifié a un OAPS, et réciproquement (parag. 5-2). Ie point suivant
consistera a4 montrer que, pour tout FAPS « et tout OAPS vy tels que
@ c Y P.S., 1'espace de Diricklet <§5(Sa), associé a S, = {0 € a} €0
est contenu dans le Dirichlet régulier ;g} associé a 1'0APS y. Cette
démonstration nécessitera un assez long détour, mais servira de jus-
tification & la définition de la perméabilité d'un OAPS y : on la

définira indifféremment soit comme la valeur x( & ) de la fonctionnelle

x pour le Dirichlet régulier <§f associé a 1'0APS y, soit coume le
Sup des x(S ) pour tous les FAPS @ p.S. contenus dans 1'QAPS y.

On peut conjecturer que tout espace de Dirichlet est régulier,
et aussi, propriété plus faible, que pour tout FAPS a, é%(s ) est
identique au Dirichlet régulier associé & l'ouverture a du FAPS Qe
Je ne suls malheureusement pas & méme d'établir ces résultats, qui
seraient fort intéressants pour la théorie mathématique, mais ne
sont pas strictement indispensables poﬁr la théorie physique,
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5.1 = FAPS et OAPS.

Voyons d'abord quelques définitions,

Je désigne par ¥ (respectivement g? ) l'espace des fermés
(resp. des ouverts) de (R® muni de sa topologie (compacte, de type
dénombrable) et par o, (resp. ag) la tribu borélienne associde &
cette topologie.

J'appelle férmé aléatoire presque sfrement stationnaire (FAPS)

une application ¢ de (Q,!,P,t,) dans (3,0,) définie P-presque par-
tout sur Q, mesurable pour X et vérifiant pour chague x ¢ & 1la
relation : '

(5-1) ¢l w) = (plw)), Rp.s.

de compatibilité (presque sure) avec la translation x.

Du fait que (5-1) n'est vérifiéde que presque slrement, si l'on
pose :

(5-2) . Cy = fw: 0¢€9qlw} e

il n'est pazs vrai, en général, méme au sens p.s., que l'on ait 3

plw) = {x e B & =

x W€ C¢}

et 1l'ensemble qui figure au second membre n'est pas nécessairement
fermé, ni méume mesurable, dans R, Par contre la restriction de cet
ensemble & une partie dénombrable D dense dans B est P.s. égale a
¢(w) N D. L'ensemble C_ € O défini en (5-2) caractérise seulement
la loi spatiale du FAPS ¢, mais ne suffit pas pour déterminer la

probabilité induite par ¢ sur Op *

On définit de la mBume fagon un ouvert aléatoire presque sfire-

ment stationnaire (QAPS) comme une application mesurable

Y @ (QvaaPyTx) - (g: O'g)

d4finie éventuecllement presque partout seulement sur Q, et p.s.
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compatible avec chague translation Ty .

Séparabilité,

Voici quelgues propriétés importantes pour la suite. Je.les
énonce pour les fermés aldatoires (FA). Elles se transposent évi-
demment aux ouverts aldatoires (0A).

~ 81 g est un FAPS, son indicatrice.1a est continue en moyenne
quadratique, '

Soit p = P(x € ) = E(1a)’ probabilité indépendante du point
x, et
¢(h) = E[1a(x) 1,(x+h)] = P(x et x+h € a)

la covariance stationnaire du FAPS «. Il faut montrer c(h) - p pour
|h| - 0. Or :

(x faet x+h e a} c {x £ a et an Bip|(x) #8} | ® p.s.

lorsque |h| ¢ O. kn effet, un fermé ne peut pas rencontrer toutes
les boules centrées au point x sans contenir ce point. On en déduit

p-=Ch) =P(xf£aet xthe o) -0

~ Si g est un _FA continu m,q. (non nécessqgirement stationnaire)

il existe un (p.s.) plus grand FA séparable & qui soit p.s. contenu
dans g. Cet FA & admet la m€ue loi spatiale que g, et pour toute
partie dénombrable dense D de Rp, on a

(5-3) | &=aND  p.s.

Si a' est un FA séparable, et D' une partie séparante pour o',
on aqg' =g D' p.S. Donc a' c o entraine o' ¢ & 4 D' p.s. Tout
se ramene donc a montrer que le FA séparable défini en (5-3%) est in-
dépendant du choix de D, ou, plus précisément, que 1l'on a

aND=oan D P.s.

pour deux parties dénombrables denses D et D' quelconques,
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Soit x ¢ ®&. On a évideurent {x ¢ a} o {x € -&_n—l')}. Montrons
que l'inclusion inverse est vraie au sens P.s, Comme l'indicatrice
1, est continue m.q., 1 (y) - 1 (x) au sens m,q. lorsque y € D tend
vers x, On peut donc trouver une suite X, € D telle que xn - x et

1 (xn) -1 (x) P.s. Il en résulte bien :

(x) = 1a(x) pP.s. et donc 1'égalité.

(13 O D

Ainsi, on a

aND=an (DU x) (p.s.)

et donc, pour toute autre partie dénombrable dense D' ¢

aND=anDUD) (p.s.)

et par conséquent aussi : @M D=an D (r.s.) =

~ Si o est un FAPS (dbnc continu m.q.), ce plus grand minorant
Séparable @ = ¢ N D _est lui aussi p.s. stationnaire,

De fait :

alt_, w) OD = lalw)), N D p.s.

si c'est un PAPS. iiais, & étant inaépendant du choix de D, on a
encore '

a0 ND ;=5 o, ND, = (« A D),
bonc g est p.s, compatible avec la translation x. »

~ Soit maintenant C quelcongue dans (X ., Posons :

p(c) = {x : x € D, U, 1g = 1}

D désignant une partie dénombrable dense de mn. Alors :

P = D(C)
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est un FAPS séparable indépendent du choix de D. De méme, en posant

Yo = E(D(Cc))

on définit un QAPS séparable, indépendant de D, p.s. .égal a 1'inté-
rieur de ¢, : ' |

[¢]
Yc = q’c P.S.

Si 1l'on pose

o
C

il

€
o
m

-

Q

Q

i

£
(1]

0 € 9.}

on a p.s.

et ¢  (resp, Y.) est le plus petit FAPS (respectivement le plus grand

OAPS) séparable vérifiant cette propriété.

La démonstration est tout-a-fait analogue a celle. de la propri-
été précédente,

Ainsi, tout ensemble aldéatoire défini par sa seule loi spatiale

»(i.e. 1l'ensemble C € () se trouve encadré entre un plus grand ou-

vert séparable et un plus petit fermé séparable. On ne peut rien ti-
rer de mieux de la donnée de C. En particulier, il n'est nulleument
vrai en général que Yc,et ¢, constituent p.s, 1l'intérieur G et 1l'a~

dhérence F de l'ensemble {x : U = 1} : on peut seulement dire

x Te
que 1l'on a(p.s.) : Gc y, et Fo Po *

Définition de la perméabilité d'un PAPS et d'un OAPS

S0it o un FAPS, @ = ¢ N D p.s. son plus grand minorant sépa-
rable et C = {w : 0 € o} = C» P.s. l'ensemble de (X définissant
la loi spatiale de aq. Si deux FAPS ¢ et o' admettent 1le m&me plus
grand minorant séparable g= ¢ N D = a' N D p.s., ils ne different
que par un ensemble p.s, négligeable, et doivent, pour des raisons

physiques, avoir la méme perméabilité. Ainsi, la permdéabilité ne
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dépend que de g, c'est-a-dire de Ca € ¢y ou, si 1'on préfere, de

la seule loi spatiale de g. Nous poserons par définition :

(5-4) K(«) = x(C,)  pour tout FAPS a

x désignant la fonctionnelle (définie sur CX ) étudiée au Chapitre
%3, Nous désignerons de méme par &, = éB(Ca), Y, = Y(Ca) ltespace

de Dirichlet et le potentiel associé a C,. Ils ne dépendent que de Qe

Pour un OAPS vy, nous ne pouvons pas adopter la mue définitionm,
car, comme on l'a vu, un OAPS non séparable peut trés bien avoir
une perméabilité notablement plus faible que son plus petit majorant
séparable, et par conséquent K(y) ne doit pas dépendre de la seule
loi spatiale de y., Nous prendrons par définition :

(5~5) K(y) = sup {K(a) » a c ¥y DP.S.}

o parcourant la classe de tous les FAPS sur (Q,CZ,P).

liais, pour des raisons d'ordre physique, un fermé doit avoir

méme perméabilité que son intérieur, Je conjecture qu'il en est

bien ainsi, mais sans apporter de démonstration.

5.2 - VA Iipschitzienne, et Dirichlets réguliers,

Par définition, nous dirons qu'une VA Y sur (Q,C¥,P) est
Lipschitzienne si l'on a IUx Y-Y| < b|x| p.s. pour un b > 0 et tout

X € R?. L'intér8t de cette définition est le suivant : si Y est lip-
schitzienne, la FA Ux Y est p.s. uniformément continwe sur toute par-

tie dénombrable dense, Posant alors :
plx) = lim {UyY,yeD,y—-x}

pour toute partie dénombrable dense D, on peut vérifier que la FA
ZD(x) ne dépend pas du choix de la partie dénombrable dense D, qu'
elle est p.s, stationnaire et p.s. a trajectoire continue, et équi-
valente a U, Y (en ce sens gue pour tout x, on a ZD(x) =U, Y P.S.).
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Comie zD ne dépend (essentiellement) pas du choix de D, nous poserons
¥(x) = zD(x). Dés lors, & toute lipschitzierne Y, nous sommes en me-

sure d'associer des QAPS de la forme {x : Y(x) > al, et de mlme

des FAPS de la forme {x : T(x) = a}.

D'aprés un critére déja mentionné dans le chapitre 3, toute
lipschitzienne Y est différentiable m.q. puisqu'’a fortiori

"(Uifl) Y|l < b|x|. Voici une importante caractérisation des lip-~

schitziennes :

LE:HE ~ Pour toute VA Y, on a [(U,~I) Y | < b|x| p.s. pour tout

X si et seulement si U, Y est différentiable m.q. et [A Y| < b p.s.

Pour tout x # O dans [RY, posons r = |x|] et u = x/r. On a :
r
_ i
(b-1) ¥ = j u” (Up, Ay Y) at
0

pour toute VA Y différentiable m.q. Il s'agit ici d'une intégrale
m.q., donc limite (p.s. et dans L2) de combinaisons lindaires finies,
Par conséquent la relation |ul A Yil < b p.s. passe & la limite, et
entreine |[(U,~I) Y| s br p.s. |

Inversement, supposons I(UX—I) Y| < b|x| p.s. pour chague
X € RN . Cela entraine déja l'existence du gradient A Y € Hé' Choisis~-
sons alors une partie D dénombrable dense sur la sphéere unité, de
Yelle sorte que )
[AY] = sup u' 4 Y
: ueb

Par le procédé habituel de diagonalisation, on peut trouver
une suite tJ 0 telle que

Y
(Utnu - I)

i
-t u . Y p.So
tn Al .

pour tout u € D. Alors, on peut écrire (au sens p.s.) :
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. Up g — 1
IA Y | = Sup ut Ai Y = Sup Inf Sup '—ILWT_-—' Y <
uep ueb N n>N n
< Inf Sup Sup ——E—$———— < b p.s. B
N ngN ued n :

Dans ce qui suit, nous désignerons pér Ay l'espace des lip-
schitziennes de module b, i.e. telles que |A Y| <pp.s.

Notons que, pour chagye b > 0, l'espace Ay est convexe et réti-
culé,

En effet, la convexité se vérifie immédiatement, Si X et Y sont
dans Ab’ on a ¢ .

A(XvY)=1X2Y AX+ 1y y AXY

et par suite aussi |A(Xv ¥Y)| < [A X| v |A Y|. 1€me démonstration

pour X A Y. @ '

Gﬁiﬁﬂ@ 5=2 = Soit B8 €£D un espace de Dirichlet, et b > 0. Alors
N Ay, est faiblement et fortement fermé dans L1

gence faible au sens de L1 dans &N Ay entraine la convergence

forte dans L1. De plus, &N Ay est fortement séquentieliement,

,+ De wlne, A(Ab N &) = A A N ALK est faiblement

- et fortement fermé dans Hy. Enfin, & N4y est complétement ré-
ticulé.

, et la conver-—

compact dans L

En effet, soit Yh une suite dans Abfj &£ convergeant faiblement

1
traire une suite partielle Y  telle que |a Y | converge faiblement
k

dens L, vers une limite Y € L,. Comme oY | =b p.s., on peut ex-

dans HO vers une limite G, ilaig cela entraine G = A Y  pour un Y € L,

et aussi (lemme 4-5) la convergence forte Y - Y, dans L. D'ol en
k

particulier Y = Y. Cette limite étant unique, on en déduit que la

suite A Y elle-mfue converge faiblement vers A Y dans Hy, et que

par suite Yn —~ Y forteuent dahs L1



- 64 -

Il est facile de voir que la convergence faible A Y - A Y

entraine, pour chague x ¢ (R y la convergence faible (U -I) Yn ‘
(Ux -I) Y and L2. On en déduit que l1la relation |(Ux -1) Ynl <Db

P.S. passe a la limite, D'olu la premidre partie de 1'énoncé. Laa

compacité séquentielle forte de & N A, dans I.1 se démontre de 1la

méme maniére,

L'inclusion A(Ap N &) c A Ay N AL est immédiate, Inverse-
ment, si Y € £ vérifie A Y € A Ay » On g |A Y| < b p.s, et done
Y € Ay, . D'OU 1'égalité, On vérifie comme ci~dessus que A(Ab N &)
est faiblement et fortement ferumé dans Hc)‘

I1 reste a montrer que Ay N B est coupleétement réticulé. Nous
savons déja que & et A, sont réticulés, et on en déduit que X v Y,
-X A Y sont dans &£ N Ay dés que X et Y eg@nAb o Soit alors M une
partie de &N Ay» €% M' la famille filtrante constituée des Sup
des parties finies de If, avec par conséquent encore i CcENAL .
On voit sans peine qu'on peut se limiter au cas ol les éléments de

i (et de ') sont p.s. > 0. Posant alors

Yy=5up {EY, Ye '} = V(&) b <o

on peut trouver une suite Yn croissante dans. M' telle que E Yn 1‘ Y-
D'aprés ce qui précéde Y = lim } Y, €8NA, , et, comue EY =y ,
on vérifie E(Y v Y¥') = E Y = y pour tout Y' € M', soit Y' < Y p.s. @

Convenons de dire qu'un espace de Dirichlet ggo est régulier
s'il est engendré par les éléments lipschitziens qu'il contient,
Coume &(Y) = L (a Y) pour tout a > 0, tout Dirichlet régulier 8
est, en fait, engendré par &, N A1. llais, d'aprés le lemme 5-2 ,

&, N A1 contient un plus grand élément Y, . Par suite, en réalité -

B, = o‘g(Yo) est engendré par cet unique élément lipschitzien
Y, € 660 N A1.

On en déduit un premier résultat intéressant :
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—

THEQREIME 5-1 — Pour tout Dirichlet £eD, &N A1 admet un plus grand

élément Y , etcﬁé(Yo) est le plus grand Dirichlet régulier contenu
dans £ . .

L'existence de Yé résulte du lemme 5-2, Si é@o est un sous~-Di-

richlet régulier de & , donc engendré par les lipschitziens
Ye&ZNA, » ona Y] < Y pour chacun de ces Y, et donc gfo cé'C(Yo) B

Pour tout Y ¢ Ab y la PFA Ui Y étant p.s. uniformément continue

sur toute pertie dénombrable dense, on peut, comme on 1l'a vu, trouver
une FA Y(x) essentiellement unique, équivalente a Ux Y, qui soit p.s.

stationnaire et p.s, & trajectoires continues, Nous désignerons alors
par Yy 1'QAPS défini par @

vy = {x 3 ¥(x) > 0} (Y € Ay)
En sens inverse, soit y un QAPS, et posons :

dy(x) = Sup {d(x,y), ¥ £ v}

Cette fonction dY est (pour p.s. tout w) lipschitzienne, au sens ou

|dy(x)‘ - dY(y)l < |x-y|. Donc la Va dY = dy(o) est toujours dans Aye
Nous allons voir que cette VA posséde d'intéressantes propriétés de
maximalité, Posons d‘'abord un lemme :

LELME 5-3 ~ Soit S € @ telle que y(8) < o, et y le plus grand ouvert
séparable tel que {0 € y}] ¢ S p.s. Alors dY est le plus grand é1é-
ment de L&(3) N A,. |

En effet, comme |A dyl < 1 (lemce 5-1) et dY = 1g dY P.S., ON
a dY e &(s) N A,. Désignons alors par Y, le plus grand élément de
ZL(s) N A, (lemme 5-2), qui vérifie donc Y, 2 dY p.s. Il faut montrer

1'inégalité inverse, Soit Yo = Y 1'0APS associé a ce plus grand

Yo

é1ément Y, (voir ci-dessus). Coune Y, =2 dY P.S., On a y, D Y P.S.

Mais 1l'ensemble {0 € yo} € (1 est contenu dans 5, donc aussi dans
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{O € vy}, d'aprés la définition de y. ilais, y étant séparable, cela
entraine y, <« y P.s., et donc 1'égalité y = y  p.s

Or, en dehors d'un ensemble N négligeable dans Q, la pr0pr1été
suivante est réalisée pour tout w € Q :

Si 0 € v, il existe un Y € 0y frontieére de 1'0APS y tel que

dY d (o) ly|]. si ? (x) désigne la FA p.s. stationnaire et p.s,

a traaect01re contlnue équivalente a U Yo s 1l résulte de Y € A1

Y = Y, P.S. que 1'on a |Y| st.IYo(o) - Y. (] s ly| =d . Donc
Y, =-dY P.s. B
F—'

THEOREME 5-2 ~ Soit £ é%(Y ) un Dirichlet régulier, Y, le plus
grand élément de ;zz N Ai’ et Yo 1*OAPS associé a Yo . Alors :

Yo

Y =4d eSe
o Yop

En effet, désignant par Yo(x) la FA p.s, stationnaire et p.s. a
trajectoire continue équivalente a Uk Yo' posons pour € > 0 3

ve = ix t Y (x) > ¢}

Ces OAPS y, Vérifient évidemment y_ T ¥, P-s. pour € |, 0, et
~donc aussi dY Ta vy, p.s.
€

Posons alors S¢ = {YO >e} € O, et soit ¥ un élément positif

quelconque de<§3(se). n aYAesYAaY par construction, et donc
Y ¢ éf(Yo) = & . Par suite éf(Se) c éﬁ; . Hais dY € &E(Se) et

o
€
q'dy y ce qui (lemme 5-2) entraine aussi A dY - A d faible-
o £ o
ment au moins. Par suite d_ € lim T &8(S_) et donc 4. € &&.. Il
Yo € Yo o

suffit alors de reprendre le raisonnement déja utilisé dans la dé-
monstration du lemme 5-3 pour obtenir d =Y p.s., et donc
Yo 0
d =Y . @&
Yo 0
Au stade actuel, nous voyons qu'a tout Dirichlet régulier <§§o
(4 [] 3 . —
est associé un OAPS y, tel que l'on ait ;69 —-éf(dYo), et y, est
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d'ailleurs le p.s. plus grand O0APS (mais non le seul) possédant cette
propriété. Inversément, on peut, évidemment, associer a tout OAPS vy

le Dirichlet régulier S6(d_). Autrement dit : tout Dirichlet régulier
s'identifie 4 une classe d'gquivalance d 'OAPS.

Dans la suite, nous écrirons souvent &£ ou &4(y) au lieu de
éf(dy), et de méue y(y) ou X(dY) au lieu de X(éa(dY))° Notre objectif,
dans ce qui suit, va &tre de montrer que y(y), ainsi défini, est égal
a la perméabilité K(y) de 1'OAPS y, c'est-a-dire au Sup des X(Sa) ’
avec Sa : {0 € a} e A, ce Sup étant pris sur la classe des FAPS «
tels que o c Yy P.s. Avant de démontrer ce point cupital pour l'inter-

prétation physique, établissons gquelques propriétés intéressantes 3

THEOREME 5-% — (Continuité monotone séguentielle T). - Soit Y, une
suite croissante d'OAPS telle que y, T y p.s. et sup x(y,) < «.
alors & (yv,) T &(y) et x(y,) T x(v). '

| S

En effet, la suite y(y,) étant majorée, on a Z(y,) T'éﬁo €85,
Comme éf(Yn) c &(y), on a évidemment &  c $2(y). Mais, inverse-
uent, dY T'dY , Ccé qui entraine, comme on 1l'a vu plusieurs fois,

n

A dY - A dY faiblement, Donc dY € éi% , et par suite éﬁ; = &(y) =
n

—

THEOREME 5-4 — Soit y un OAPS tel que y(y) < o, et YY le potentiel

de B (y). Alors la FA U, Y est p.s. semi-continue inférieurement
(SCI) sur toute partie dénombrable dense D.

Pour tout e > 0, 1'érodé y © B, ok B_ est la boule fermée de
rayon g, est évidewwent un 0APS. Posons :

5g = {dY@BE >0} €

On a vu, a l'occasion de la démonstration du théoreme 5-7 ue
’ y Q

1'on a ‘$§(S€) c é@(dy). Coume 53(88) > éf(dYeBe) et .§?(dY©BE) T2(y)

(Th. 5-~3%), on a également éf(ss) T & (y), et de mBue, pour les po-
tentiels, Y. T Y. (p.s. et dans L ).
S€ Y 1
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ifaintenant, ég(S ) c é%(dy) entraine encore U, éE(Ss) =
S (U, 8.) é%(d ) pour |x| < e. Posons alors €, = 4-n » et conve-

nons d'ecrlre,Yn au lieu de Y (potentiel de <§’§(S€ ).
. € n
n

On a alors :

U Y < Uy Yn+1 < YY p.sf

pourvu que |x| < ¢ et |y| <€

n+1 n+2 *

Introduisons la fonction de ILaurent Schwartz ps(x) définie par

o si x| =2c¢
p(x) = ’
kexp | ——& % si |x] < €
2
e? - |x|

(la constante k étant choisie de manidére & ce que Jpe(x) dx = 1),
Cette fonction est indéfiniment dérivable et son support est contenu

dans la boule B « Pour tout Y ¢ 1,

59 nous poserons

Pe ¥ Y = Jpa(X) U, Y dx
de sorte que pe * Y G‘EDA » et de plus, si Y ¢ L, » Pe * Y est lip-
schitzienne,

Avec les notations précédentes, il vient

p *Y < p * Y <Y P.S.
€n+1 n €n+2 n+1 Y

A fortiori, si nous choisissons une suite a, T oo :

* (Y Aa) s * (Y <Y  p.s.
Pens, nh)=e (Yeq A agy) y P

Or ces éléments .sont lipschitziens. Comme ils convergent vers Y a
la fois dans L1 et pour la convergence monotone f} le théoreéme en

résulte, B
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Posant alors :

Y (x) = sSup Inf U, Y
~Y £>0 yeBe(X)OD Xy

nous obtenons alors, d'aprés le théoréme, une FA p.s. stationnaire,

p.s. a4 trajectoire sci équivalente a Ux YY. En particulier 1'ensen-
ble :

Y = {x 3 LY(X) > €} (e > 0)
est un 0APS. Alors :

COROLLAIRE - v Ty pes. et S(y.) 1 &(y) pour € | 0. En particu-

onavy=vy,= {x : Zy(x) > 0}.

En effet, d'aprés le lemme 5-4 ci-dessous, on a xT(x) > a2/2N
sur 1'érodé y © Ba’ On en déduit y © Ba c Y dés que £ < a2/2N .
Comme y © Ba‘T Y p.s. et B(y © Ba) T &(y), le corollaire en

résulte: W

N.B. Ie méme raisonnement montre gue (YY - e)+ est le potentiel

du Dirichlet régulier cig(dY ). Ainsi, en posant Se = {YY > e} € X,

€
on a en particulier éE(SE) = é?s(dY ) pour £ > O.
€

- Soit y un OAPS de m?, tel que x(y) < o, et Y_ le poten-
tiel de &(y). Alors Y, > «2/2N p.s. sur {0 € y © B} (a > 0).

En effet, quitte & enrichir l'espace @ (ce qui ne wodifie pas
YY’ cowmme nous le verrons bient8t) nous pouvons supposer gqu'il existe
sur Q autant de processus ponctuels périodiques, indépendants les uns

des autres et de y, que nous en aurons besoin,

Soit P un tel processus ponctuel de périodes > q. Soit Yp 1t CAPS
défini par
o
vp=(FN7Y) @B,

Il est p.s. constitué de boules ouvertes disjointes de rayon o.
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son potentiel est

v - (o®-1?)
Yp 2N

r désignant la distance a 0 du point le plus proche appartenant a

F(7y. Cela implique Y = («® - r2),/2N. Prenant ensuite une famille

infinie de tels OQOAPS Yp associés a des processus F, ind épendants ,
n :

nous trouvons alors- (p.s.) YY > Sup (a2 - r§)+/2N ='a?/2N. o

5.3 = YY ne dépend gue de 1'OAPS y.

I1 convient maintenant de vérifier que le potentiel Y

d'un QOAPS y n'est pas modifié lorsque l'on enrichit, comme nous 1l'a-
vons fait, l'espace Q initial,

Plus précisément, soit y un OAPS, c'est-a-dire une application
mesurable d'un espace (Q,CZ,P,TX) dans (g?,og) vérifiant les propri-
étés habituelles, et soit la sous~g-algébre de & engendrée par
Y. Nous nous proposons de montrer la proposition suivante : |

~ Ie potentiel YY est CZY-mesurable.

I1 en résultera bien que YY ne dépend que de y, ou, si 1l'on
préfere, ne dépend que de la probabilité PY induite par y sur (%?,cg).
En particulier, ce résultat nous garsntira que le potentiel YY d'un
OAPS y primitivement défini sur un espace Q n'est pas altéré si 1l'on

enrichit cet espace (comuwe nous l'avons fait dans la démonstration
du,lemue 5-4).

Examinons d'abord le cas d'un espace de Dirichlet & (¢), ol
C est une partie de CX telle que x(C) < oo,

'a/ - Désignons par B « CX la g-algtbre engendrée par les U 1,5 X

parcourént BN, et nmontrons que le potentiel Yc est (B -mesurable.

n effet, soit EdB 1'espérence conditionnelle associde a la
o-algetbre @3 . Du fait que B est invariante par le groupe U, » On
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i o oL . N, N . .
vérifie sans peine Uy Ldb _'}%B U, pour tout x € R, Alnsi, pour

tout Y ¢ L1 ﬂéDA, on a sussi Eg Y € L, m@A et

Eo Y=L
A A AY

a3
’ | ] « 3 — al —
D'autre part, par constructlén, EGS 1o = g s et donc ng 1o Y =
1c qu Y pour toute VA Y, Donc, si Y = 1c Y, on a aussi EGS Y = 1C Eas Y.

I1 résulte de ceci que Y ¢ &(c) entraine E o Y € & (c).

Or B Eg Y =EY, et By A Y% = 4 Y%, avec égalité si et
seulement si A Y est B -mesurable, D'aprés la propriété d'extrema-
lité du potentiel Y. il en résulte que A Y, est nécessaireuwent B ~
mesurable,

Mais alors Y, est lui-méme B -mesurable, De fait, parmi les

solutions de 1l'égquation A X = A Y, » une seule appartient a £(cC),

a savoir celle qui vérifie X = 1c X, Or, si X vérifie cette relation,
Ed& X la vérifie aussi, comme on 1'a vu, et A Eda X = Eda AX=A Yc
(puisque ce gradient est a3 —mesurable). Par suite cette solution,
étant unique, est bien 8 -mesurable,

b/ - Soit, maintenant, Y un QOAPS. Comme on i'a vu ci-dessus, le po-
tentiel YY est la lim T des potentiels Y

s oo 5. = {0 €y OB
Chacun de ces YS est mesurable pour la g-algebre CBe engendrée par
€
les U, 1g » Liais 035 est elle-mBue une sous-algeébre de 62Y (o-alge-
€

bre engendrée par (X ). Par suite YY est bien Czy-mesurable. .

Nous allons maintenant montrer que si un 0APS y et un FAPS «

vérifient ¢ ¢ y p.s., alors, en posant 5, = {0 e a} € &, On a
ég(Sa) c LB(y)
d'ou résultera, en pasrticulier, que y(y) est le sup des y(a) sur

l'ensemble des PAPS « ¢ Y P.S. Autrement dit, il en résultera,
d'aprés la définition (5-5) de la perwméabilité K(y), que l'on a bien
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K(y) = x(vy)

wals la démonstration de ce résultat va nécessiter un assez long
détour,

5.4 = OAPS périodigues, OAPS grillagés.

la démarche va consister & établir, en premier lieu, 1le
théoreme dans le cas d'un OAPS périodique grillagé. Dans un deuxidme
temps, nous enrichirons l'espace Q initial (sans que cela modifie
les potentiels, comme on vient de le voir) de manidre a ce qu'il
contienne autant d'OAPS périodigques que nous en aurons besoin, et
nous établirons le théorene sur l'espace Q ainsi enrichi,

a/ - Désignons par Qo le cercle unité ouvert centré au point 0, et
par Qx son translaté par x € mp, Prenant x aléatoire uniformément
distribué sur le cube fermé 60, nous désignerons par Q = Q, 1'ouvert
aléatoire déduit de Q, Par la translation aléatoire x . Eﬁfin, pre-
nant la réunion :
G= U , Q
h e 7~ X+h
ou h parcourt l'ensemble des vecteurs de coordonnées entieres, nous
obtenons un ouvert aléatoire G, stationnaire et périodique, que nous
appellerons grillage.

Soit, maintenant, (Q,CZ,P,rx) un espace suffisamwent riche pour
que le grillage G ci-dessus puisse &tre considéré comme défini sur Q,
et soient g et y un FAPS et un OAPS périodigues (de périodes unité)
et grillagés, c'est-a-dire p.s. contenus dans le grillage G ci-dessus.

Considérons l'événement
V=V(ay) = {a c v}

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que 1l'on a bien V ¢ €Z.
Cet évenement V est invariant par translation : V = T, V p.s. pour

chague x € . Son indicatrice 1y appartient donc toujours a éﬂ)A ,
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avec A 1., = 0, €t, pour tout Y € L, N &D,, 1, Y et 1 _ Y sont dans
Vv 1 ATV ve

Y=1,Y+1 ,Y 5 AYS= 1V AY +1 AX

Voo v

Ainsi, tout espace de Dirichlet Ze8&D est décomposable en

deux sous-espaces 1V£ et 1 o & orthogonaux dans £ . Ie poten-
\'
tiel de <& est alors lui-m8ue la somme des potentiels de 1y & et

1 o & (Théortume 4-5)., Autrement dit 1y Y, est le potentiel de

1y c

B, et 1 Y celui de 1 _ .
ve % v

Appliquons cette décomposition aux espaces £(Sa) et O‘G(SY)
avec § = {0 € o} et SY = {0 ¢ y} dans & . Coume, par définition,
« ¢ Y P.s. sur V, on trouve ainsi :

(5-6) 1y Y(Sa) < 1y Y(SY) p.S.

considérons maintenant le cas qui nous intéresse, a savoir
le cas ou l1l'on a 3

acy bP.s.

et soit Y, we suite croissante d'QAPS périodiques et grillagés
telle que y, Ty p.s. et o?f(SY ) T &(y) = Og(dY) (par exenple,
n

comme on l'a vu, on peut prendre pour vy, 1'érodé y © B1/n)‘

on a ici V(a,y) = @ p.s., et les V = V(a,y,) = {a c y,} véri-
fient v "V p.s. Bn effet, pour presque tout w € Q, il existe N(w)
tel que le compact o N ng soit contenu dans Y, bour n = N(w), donc
aussi o Y puisque le FAPS « est périodique et grillagé. Par suite,
on a bien V =}V, Dp.s. dans' Q.

D'aprés la relation (5-6), on @ pour chague n :
1, Y(5 ) <1, Y(s, ) <Y p.s.
Vn o Vo Yn Y

Passant a la limite n | o, on obtient donc :
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Y(Sa) < YY

c'est-a-dire fég(sa) c é%(dY). Ainsi se trouve démontré, dans le cas

d'enseubles grillagés périodiques, le résultat que nous avons en vue,

b/ -~ Cas d'un FAPS et d'un OAPS y grillagés, non périodiques., Nous
dirons que ¢, y, sans &€tre nécessairement périodiques, sont grilla--
gés s'ils sont p.s. contenus dans le grillage ouvert G.

Concernant, par exemple, un QOAPS grillagé y ¢ G, on peut lui
associer 1'0OAPS grillagé périodique y' obtenu en périodisant 1'in-
tersection de y avec la maille de grillage G, soit :

(v N Q)

In ce qui concerne les potentiels, je laisse a la sagacité du
lecteur le soin de montrer que l'on a alors :

y T Ty PeSe

(mais non, bien entendu, U, YY = U, YY' pour x # 0). La mBue reumarque
s'appliquant au FAPS grillagé (non périodique) o c Y» On voit que le
résultat précédent s'étend aux grillagés non périodiques : on a en-

core Y(Sa) S.YY et <§B(Sa) c c%(dY)-

¢/ - Pour établir le résultat dans le cas général, nous utiliserons
le leunme suivant :

- Soient Eia,,.. éfk » k espaces de Dirichlet dont les po-

tentiels Y vérifient Sup Y > a p.s8., pour un nombre a > 0.
é@i SGi

Alors, pour tout HLe & , on a ¢

B & = sup (B, NB)

Autrement dit : B est le plus petit Dirichlet contenant les
intersections &N S@i .
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De fait, il est clair que & o Sup (éfitw<§§), et il faut mon-
trer 1'inclusion inverse, Il suffit pour cela (paragraphe 4-1, in
fine), de vérifier Y,z A @ € Sup (séa N&). Or cela est évident,

du fait Que l'on a a < Sup Yaﬁ P.S., Ce qui entraine aussitdt
‘ i

Yo AB s Sup. (ﬁf&?i A Yofé)

‘Ccomme ce dernier élément est dans Sup (éé& N<ZL), les propriétés
habituelles de positivité permettent de conclure, R

Revenons a notre construction, Il résulte du lemme 5-4 que le
potentiel YG du grillage G est supérieur & une constante a > 0 en
presque tout w tel que 0 € G © B€ (0<€e < 1). De méne, sur le méme
ensemble, le potentiel Y

F
a une constante a' > 0, 2

[+] -
du fermé F =G © B€ , €st p.s, supérieur

D'autre part, le cube fermé 60 étant coupact, est couvert par

un nombre fini de translatés (Q0 © Be)h , 1 =1,2,...k, Par consé-

i .
quent, la réunion des trenslatés (G © Be)h. recouvre p.s. l'espace
® entier., Si nous posons éé} = &3(Gh ), on a donc, d'aprés le
lemme : ' +
(5-1) £ (y) = sup (86(y) N56;)

i

pour tout QAPS y. Or il est immédiat que

est le Dirichlet associé a 1'OAPS grillagé y N Gy - De la mérne fagon,

pour tout FAPS a, On trouve .

(5-8) o’é(sa) = Slilp (gg(sa) N £(th ))

i

et, de mfue, 1'intersection <§3(Sa) N &B(SF ) n'est autre que le
h.
. ' . 1,0 .
Dirichlet ¢2?(Sa ) avec o =anNk =an (¢ © Bs)h . Ory, si acy
i i =71
2
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P.S., on a évidemment aussi g N (G © %s)h C e YN Gh P.sS.
=i i

2 .
En appliquant & ces ensembles grillagés le résultat établi plus
haut, il vient donec

é@(sa) N o‘@(th.) c &(y) N,

1

Ies relations (5-7) et (5-8) permettent alors de conclure :
&(s) c &(v)
Nous avons donc établi le résultat que nous avions en vue, Enongons :

THEORELE 2=2 — Solent o un FAPS et y un OAPS tels que ¢ « y p.s.
Alors éf(sa) c éﬁ(dy) (avec 5, = {0 € a} € &X). kn particulter,
x(éﬁ}) est le Sup des x(gz;) pour l'ensemble des FAPS o c Y D.S.,

c'est-a-dire : \
K(y) = x(%Y)
[EBROLLAIRE -~ 51 une suite décroissante d'OAPS v, et un FAPS ¢ véri-

fient y | « p.s., on a Kyy) | k(o) et &Ly | Bla).
L

in effet, &L(y,) > &(a), d'apres le théoréme, Lais, en posant
S, = {0 € y,} € OL, on sait que 1'on a <§3(Sn) S é?(yn) et éf(sn) J
B(a). D'ou le corollaire., &

11 résulte, en particulier, de ce corollaire que le potentiel

'Ya de l'espace &?(Sa) = B(q) associé a un FAPS q vérifie 1a propri-~

été suilvante : la wp Ux Ya est p.s, scs sur toute partie dénombrable
dense, Ia démonstration est analogue a celle du théoréme 5-4.

Rib.ARQUE ¢ Si, au contraire, on a ay, ' v pour une suite croissante

de FAPS oy €t un OAPS y, on n'a pas nécessairement K(a) T K(y).
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6. LA PERIEABILITE DE DARCY.

Toute la théorie qui précéde ne concerne que les perméabilités de
filiére, et devrait &tre étendue au cas le plus général, celui des
perméabilités de Darcy. lialheureusement, cette généralisation ren-
contre des difficultés trés réelles. C'est pourquoi, dans ce gui suit,
je me contente de circonscrire le probléme & 1'existence et a l'uni-
cité de la solufion, et dans le cadre défini au paragraphe 3 ci-dessus,
c'est-a~dire en me limitant exclusivement au point de vue de la loi
spatiale (ou encore, si l'on préfére, les considérations qui suivent
concernent seulement la perwdabilité de Darcy des FAPS et des QAPS
séparables),

Ia premiére tfche consiste a transposer dans un cadre probabi-
liste le principe variationnel introduit dans le premier paragraphe-
Sur 1l'espace habituel (Q,,P) muni du groupe T 0 X ean, nous dé-
finissons notre ensemble aléatoire ("les pores") du point de vue
- de la loi spatiale, en nous donnant, comme au paragraphe 3, un en-
semble C € &Y.

considérons ensuite la classe des vecteurs -~ courant parmi les-—
quels nous devrons chercher notre extremum, Ce sont des vecteurs
Y = (Yi)’ i = 1,2...n dont les composantes Y, doivent vérifier les
conditions suivantes :
Yy eLND, 5 1Y =Y 5 A Y =0

Ces composantes doivent donc &tre dans &(cC), ou, si 1l'on pré-
fére, le vecteur Y doit appartenir a (éﬁc)n , et doit de plus 8tre

conservatif. (& strictement parler, les Yi n'appartiennent pas for-

cément au domaine =£DA-de 1'opérateur A de L,. ifals, comme nous

2
1'avons vu a plusieurs reprises, la condition : Yy appartient au
dowaine de 1l'opérateur A de J;,1 et A Y, € L2 entraine que la FAI-O

(UX—I) Yi est dans j[,2 et aduet A Yi coume gradient au sens de I?.

C'est ce que nous évoguons par la notation abusive Y, € Iq N éDA).

L'espace qui nous intéresse est donc en somme :

a(0) = (Z)™ N By
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(avec le méue abus de notation).

L'espace image A Q(C) est donc 1l'espace des tenseurs Ai YJ ’
Y € Q(C). Nous le munirons toujours de sa norme hilbertienne, que

l'on écrira selon 1l'une ou l'gutre des forues suivantes :

a2 =5 1aydn?= x5 pa v?
J 4 1,4

Nous désignons ensuite par Q(C,q) la variété linédaire contenue
dans Q(cC), définie par la condition supplémentaire E Y = q, vecteur
constant donné :

Q(C)Q) = {Y » Y € Q(C) 3 BY = Q}

Ie probleéme :consiste donec éztrouver 1'¢élément Y € Q(C,q) (s'il
existe) réalisant 1'inf de ||A Y||” dans cette classe Q(C,q). Nous
poserons

(6-1) wa) = Inf {JA Y2, ¥ € a(Cya)}
Quel rapport y a-t-il entre cette énergie de Darcy W(Q) et la

perméabilité de filiére y(C) du méme ensemble aldatoire ? Pour cha-
que indice i, nous avons pour Y € Q(C)

2 2
(6-2) (Y 1)° = x(e) fla yy)
d'ou 1l'on déduit évidemment :
. 2 2
(£ v;)° < x(c) Ayl
kn sommant sur i, nous trouvons pour tout Y ¢ Q(C,q)

|E q|2 < x(c) Y1a 10?2
et par suite
(6-3) w(c) W(q) » |E q|?

Cette inégalité exprime simplement que la perméabilité de Darcy
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est toujours plus faible que la perméabilité de filiére,

En particulier, si y(C) = 0, on a nécessairement W(q) =
(puisque q # 0) : autrement dit, la variété Q(C,q) est vide , et
il n'y a évideumment aucune solution, En termes physiques, le fluide
ne passe tout simplement pas dans la direction q, et la perméabilité
est nulle,

Dans tout ce gui suit, nous supposerons donc essentiellement

x(C) >0

Analysons les diverses éventualités possibles,

jer Gas - Q(C) =0 : Alors W(q) = w, & plus forte raison, la permé-
abilité est nulle, Ie fluide ne passe pas, et il n' y a pas de solu~-
tion,

2emé Cas - Q(C) # 0, mais ne contient pas d'éléments d'espérance non
nulle, putrement dit, Q(C,q) = @, et W(g) = w0, avec la méume conclu-
sion que ci-dessus. Contrairement au cas des filidéres, cette éventua-
lité est ici parfaitewent possible, du fait Que Y ¢ @(C) n'iumplique

~ pas que le vecteur des composantes IYiI est lui-mBume dans Q(C) : car
le vecteur IYiI n'a pas de raison de vérifier encore la condition

Ayl = o

A titre d'exemple, considérons dans m2

un PAPS p.s. constitué

de cercles fermés disjoints, et d'intérieur non vide. On a yx(C) > 0,
mais aucun écoulement macroscopique n'est poussible : Q(C,q) est vide
pour g # 0, et W(q) = oo, ilais Q(C) n'est pas nul : des tourbillons
peuvent s'établir dans les cercles disjoints, Iies vecteurs correspon-
dants ne sont pas différexntiables, .ials nous pouvons reuplacer nos
cercles par des cercles de rayons plus petits, définir un tourbillon
dans ces cercles amoindris, et régulariser : nous obtiendrons un

tourbillon différentiable, et Q(C) ne sera pas vide,

séme _Cas - Q(C,q) # 0, et donc W(qg) <« o, mais W(q) = 0. D'apreés
(6=3), cela entraine également y(C) = oo : lu perméabilité de filieére
étant infinie, celle de Darcy 1l'est également pour toutes les
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les dlrectlons q. Nous laisserons de cbté ce cas physlquement peu
intéressant (mais mathématiquement possible),

4eue Cas - 0 < W(q) < e, donc Q(C,q) # 0, mais x(C) = «, Ce cas,
qui peut se présenter, semble trés difficile a traiter. Du fait que
la perwéabilité de filidére est infinie, 1'inégalité (6~2) est ino-
pérante, et 1'application Y - A Y de Q(C) sur son image A Q n'est
pPlus nécessairement bijective. En particulier, la variété A Q(C,q)
n'est plus nécessairement fermée, et nous ne pouvons plus invoguer
le théoreme des projections pour établir l'existence et l'unicité
de 1la solution, '

Séme Cas - C'est le cas le plus favorable, celui ol l'on a & la fois
(6-4) 0 <cx(C)< o 5 0<Wg) <o

Dahs tout ce qui sult, nous supposerons toujours que les iné-—
galités (6-4) sont vérifides,

Sous les hypothéses (6-4), en effet, 1l'espuce A Q(C) et la va-
riété A Q(C,q) sont fermés dans 1l'espace de Hilbert HX® ,

Supposons, en effet, AV - AV avec V ¢ Q(c) ou a Q(C,q)
Pour chague i, A Vi - AV entralne v e éﬁc, k V —11m E V d'apres
les propriétés des espaces éf . De plus, comme V —~ V' au sens de
L, » et que 1l'opérateur A est ferme, on a encore V' ¢ gp N L, et,

1 1
en particulier, la relation Ay V = 0 passe a la limite, -

Dans ces conditions, le théoreme des_projections nous garantit
l'existence et 1'unicité de la solution, a savoir 1'éléuent de Q(C,q)

dont le gradient est la projection de 1'élément O sur la variété
fermée A Q(C,q). Enongons : ’

—

THEORELE 6-1 — Sous les hypoth&ses (6-4), l'espace A Q(C) et la va-

riété lindaire A Q(C,q) sont feruds, et il existe un et un seul

Lf}ément dans Q(C,q) réalisant le minimum W(q) de 1l'énergie.



6.1 — Caractérisation de la solution,

Toujours sous les hypotheses (6~4), comuent caractériser
1l'unique élément v = (V') € q(C,q) réalisant le minimum W(q) ? Nous
devons projeter Q0 sur la variété fermée :

Aalca) = [a BT NHEDINA (B" nH)

ou Hq représenté la variété des vecteurs Y admettant une espérance
égale a4 q. Autrement dit : V est l'unique élément de Q(C,q) ortho-
gonal a l'espace

(6-5) A Q(C,0) = A (B nHyY ) N A (B NH)
ou Ho est cette folis l'espace des vecteurs d'espérance nulle, Pour

caractériser 1l'orthogonal dans A 8" de cet espace A Q(C,0), nous
utiliserons le lemwme suivant :

p——

Lk.E 6=1 - Soient H et H1 deux sous-espaces fermés d'un m€me espace
de Hilbvert, Iy le projecteur de H et Hf :

1'orthogonal dans H de l1l'intersection H N H1 est l'adhérence de

1'orthogonal de H,. Alors,

L cr .
HH H1 s SO1it

HJ.

BN (HN H1)‘L = Iy Ay

Explicitement : un élément Y € H est orthogonal a H N H1 si et
L

seulement si 11 existe une suite Yn d ans H1

telle que :

Y = lim ny Y,

kn effet, les Y € (HN H1)l sont de lu forne

L

. N L
Y = lim (xn + xn) ; X, €H » Y, € H

I

5i, de plus, Y € H, on a Y = My Y = liw Ny Y (puisque Ny X, = 0

par hypothése).
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1
1
Z un élément de H N H1. Comme Z € Hy, on trouve d'abord <Y Z s =

L
et Y, € H1

Inversement, supposons Y = lim HH Yn avec Yn € H sy €t soit

lim <Y, 2>.:ials ¢Y , Z> =0, puisque 7 € H
Y est dans HN (H N 1&1)l

1 . Done

Pour caractériser 1l'orthogonal de A Q(C,0) dans A o"—Bn s compte
tenu de la relation (6~5), nous uzllons d'abord construire 1'ortho-

gonal de A (&" N Ha"‘) dans A &B ™. Notons que 1'on a
ABTNE) =AB nand

En effet, si 2 € A HOJ- » 1'équation A V = 2 détermine V a un
invariant prés, et toutes les solutions V sont dans HéL . Au con-
traire, 7z étant dans A égn, une et une seulement de ces solutions
est dans o . I1 y a donc un et un seul V € A (" ﬂv Ho-'- ) tel que
AV =2 pour un 2 € A ozgn N A HO‘L . D'our 1'égalité ci-~dessus,

En appliquant le leune 6-1 a A & n N A Hc)l y nous caracté-
risons l'orthogonal de cet espace duns A £ " de la maniére sulvante
un élément de A &£ n, c'est-a-dire un tenseur A" Yj ou Yy eg&n , est
orthogonal a A gén N A HéL si et seulement si :

.

AT Y. = lim 1 Xff(n)
J g™

avece

(6-6) <), a4 295 =0 (z € 1y)

Tout tenseur X(n) vérifiant cette relation (6-6) étant lui-
m&we limite de tenseurs différentiables, qui s'en déduisent par ré-
gularisation et vérifient la m@ue relation (1'espace HO‘L étant inva-
riant par Ux)’ on peut sans inconvénient supposer X(n) ¢ éDA et rem-

placer (6-6) par la relation, dans ce cas équivalente :

(6-7) y G = 6500 € iy
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Ia projection I, n x(n), de son cdté, est un tenseur de 1la
%

forme Ai Yn(n), pour un vecteur Y € ST tel que :
i J _ i J , n
»<Xj(n),AiZ > = <A Yj(n),AiZ> (2 e™)
Compte tenu de (6-7), ceci éjuivaut encore a :
< & Y, Ay 20 > = - E[6(n) 27) (z e

Autrement dit, les éléments de A 5@n orthogoraux a A é@n N A Ho'L
= A (gén N HSL) sont les éléments A Y, Y € gf,n tels quel'on ait :

(6~8) < A Y ‘Aj_ Z'J = - lim E [Gj(n) ZJ] (2 Eégn)
pour une suite de gradients G(n) € Hy.

Cherchons maintenant 1l'orthogonal dans A $n du second facteur
de (6-5), qui est A (&N Ho)‘ I1 n'est pas vrai, cette fois, que
l'on ait A (ggn N Ho) = A & n N A Ho’ et nous devons trouver une ca-
ractérisation directe, Soit X € éﬁn tel que A X soit orthogonal aux
AY, Ye ook y B Y = 0. Désignons par Y, le potentiel de l'espace
de Dirichlet & = éﬁc, caractérisé par

(6-9) <AY£,AZ>=EZ (2 exs)

. o .
51 le vecteur Y € & n'est pas dans Ho’ nous pouvons lui asso-
cier le vecteur Y' de cowmposantes

(on rappelle que y(C) = & Yo ), qui est évideumment d espérance nulle,
compte tenu de (6~9) nous concluons que A X, X eg@ , €st orthogonal

a A (&N HO) s'il vérifie :

. | B(x;) E(29)
(6-10) < &% %X, , A, 29 > = d (zeg™

J i x(¢)



- 84 -

Enfin, pour qu'un élément A Y, Y € 8" soit orthogonal a A Q(C,0)
ctest-a~dire a l1l'intersection des deux espaces A_ggn ryA.HéL et
A (&5n r]HO) dont nous avons caractérisé les orthogonaux, il faut et
il suffit qu'il soit limite d'une suite A (xm + Ym), ol les X, véri-
fient 1la condition (6~10) et les Y, la condition (6-11). Nous obtenons
ainsi la caractérisation cherchée :

IZ%MHE 6-2 - Soit Vv € &, Pour que A V soit orthogonal a la variété
A Q(c,0), il faut et il suffit que 1l'on puisse trouver une suite

@y de vecteurs constants et une suite Gn € HO de vecteurs gradients

tels que l'on ait pour tout vecteur 2 esg™
| _

(6=11) < At Vi A 29 > = - lin B [wi(n) + Gi(n))zi]

On en déduit aussitdt :

THEQREME 6-2 = Sous les hypothéses (6-4), l'unique élément V € Q(c,q)

réalisant le minimum de 1l'énergie est caractérisé par le critere
(6-11) du leume 6~2. ‘

On reconnait dans ce critére (6-11) une forue affaiblie de 1l'égqua-

tion de Navier (qui s'écrirait sous forme forte A Vj =y + Gi).

En ce qui concerne 1l'énergie, on a par définition
" - i j

Par suite, en prenant 2z = V dans le critere (6—11), et en tenant
compte de E [Gj(n) VJ] = 0, puisque V est conservatif, nous trouvons :

(6~12) | (q) = - lin (a;(n) q*)

Concernant la suite des vecteurs constants @, = mn(q), nous ne
savons pas, a priori, si elle est elle-méue convergente, D'apres
. . . i
(6~12), on peut seulement affirmer gque la suite scalaire q mi(n)

est convergente,
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Notons pourtant que la suite q'1 mi(n) est convergente pour tout
vecteur q' tel que Q(C,q') ne soit pas vide : en effet, si V' ¢ Q(¢C,q"')
on a kE (Gi(n) v = o, puisque V' est conservatif, et le critére (6~11)
appliqué avec Z = V', garantit la convergence de la suite q'l mi(n).

Donc, moyennant 1lthypothése supplémentaire :

(6-13) 0 <W(q) < o pour tout q # O

(hypothese qui nous garantit 1'existence d'une perméabilité K de type
positif strict), nous savons que Q(C,q) # @ quel que soit le vecteur
q, et par suite la suite ®, est convergente. Soit = sa limite (qui

est le gradient macroscopique de pression). Notre criteére (6-11) est

alors remplacé par le suivant :

Pour tout vecteur q # 0, 1l'élément unique V(q) réalisant le wini-
mum de l'énergie est caractérisé par

V(q) € Q(Cyq) , et, pour tout Z €é5]1 .
(6-14) o |
<AV, AZ>=-~- mi(q) E z5 - lin < Gi(n,q), 7t S

et l'énergie est alors donnée per

(6~15) | Wa) = - q° éi(q)

6.2 — Ie tenseur des perméabilités.

Il est clair que, sous les hypothéses (6-13), qui nous ga-
rantissent l'existence et l'unicité de la solution V(q) pour tout
écoulement macroscopique représenté par un vecteur constant g donné,
cette unicité de la solution et la lindarité du systeéme (6-14) en—~

trainent que w(q) est une fonction linéaire de g, donc de la forme :

(6-16) o3(a) = = ¥g; o’

siontrons, pour achever ce tour d'horizon, que cette matrice wij
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est symétrigque et strictement positive.

De fait, appligquons le critére (6-14) avec V = V(q) et Z = V(q"').

Comme V(q') est conservatif, les produits scalaires <G(n), V(q') >
sont nuls, et il vient, le premier membre étant symétrique en g et q°

: i i
<A Vq 9 A Vq, > = - q' wi(Q) = = q wi(q')

On a donc -

1y J 2 g3 3t
q wij qQY = gq Wij q'

pour q, q' quelcongues, & par suite

D'autre part, d'apreés l'hypotheése (6-13), w(q) est strictement
positif pour tout q # 0. Donc, d'aprés (6~15), nous trouvons aussi :

- . i3]
W(q) = wij a- qY >0

‘1z matrice W est donc réguliere, Hoit X son inverse, qui est la
matrice des perméabilités,.,: elle est symétrique et strictement posi-

tive, comume W, Ia relation (6-16), enfin, est alors équivalente a :

clest-a-dire a la loi de Darcy.

Derniére remarque : bien que le gradient macroscopique w(q)
existe pour chague écoulement macroscopique q, il ne lui correspond
pas nécessairement de gradient "microscopique" de la forme w + G
pour un G € H0 : 11 faudrait pour cela que lg suite des gradients
Gn du critére (6-14) soit convergente, au moins au sens faible,
dans L2. lais le critere nous garantit seulement la convergence de



< Gn’ Z > pour tous les vecteurs Z de <§fn, et nullement pour tous

les vecteurs de L2.

Physiquement, cette circonstance signifie qu'il n'est pas tou-

jours possible de représenter la pression par une FAI-O (munie de

la dérive w) définie dans l'espace tout entier rains compris.
1

I1 est facile de vérifier que les éléments Y € éﬁz F\I? sont

denses (pour la topologie de 12) dans le sous-espace de 12 défini
par 1l'équation z = 1, 2 (é1léments nuls hors de C). ILe critéere (6-14)
nous fait donc espérer (sans nous le garantir) que la suite 19 Gy
converge faibleuent vers un élément G = 1C G, nul en dehors des pores,
sals 1C G n'est pas un gradient, et rien ne nous garantit qu'il existe
un gradient G' € H, tel que G soit la restriction de G' a C, soit

G = 1C G'. MBme si G existe sur ¢, l'interpolation des isobares dans
les grains n'est pas nécessairement possible,







