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QUEIQUES EXEMPIES SIMPIES D'EMERGENCE
D'UN DEMI-GROUPE DE DISPERSION

0 - IE PROBIEME : un groupe de conyection pure peut-il émerger, au

niveau macroscopique, sous la forme d'un demi-groupe de dispersion ?

Dans ce qui suit, nous supposons qu'un milieu (par exemple un .
milieu poreux) supposé infini est le siége d'un écoulement perma~
nent, caractérisé par la donnée, en tout point x € mp, d'un vecteur
vitesse V(x) = (V1(x), V3(x),...¥*(x)). En 1l'absence de diffusion
moléculaire, la position X%(x) au temps t de la particule qui se

trouvait au voint x au temps t = 0 est déterminde par le systéme
‘d'équations différentielles :

(0-1) & 2 = vix ()

et les conditions initiales X (x) = x. I1 est bien connu que les
transformations x - Xt(x) associées aux différentes valeurs'(posi—
tives ou négatives) du temps t constituent un groupe, que nous ap-
pellerons groupe de convection pure 2 A

[, (0] = X0 (x) 5 X (X (0] =x

I1 s'agit done, & cette.échelle que nous appellerons, pour
simplifier, échelle microscopique, d'un phénoméne parfaitement

réversible., Pourtant si nous changeons 1l'échelle d'observation,
en nous plagant & un point de vue macroscopique, nous voyons appa—

raltre des phénomenes d'apparence irréversible qui évoquent ce
qu'il est convenu d'appeler une dispersion. De fait, deux parti-
cules placdes aux points voisins x et x' & 1'instant initial t = O
vont suivre des trajectoires qui se ressemblent, mais ne sont pas
identiques, et les parcourir avec des vitesses différentes : le
temps passant, 1l'écartement des deux trajectoires peutls'accentuer,
donnant naissance &4 une dispersion latérale, et le retard de 1l'une
des particules sur l'autre peut s'accumuler, donnant ainsi naissance
4 une dispersion longitudinale. '



X, ()

A dire vrai, puisque nous nous plagons du'point de vue macro-
scopique, nous devons considérer non pas deux particules, mais plu-
- t3t toute une population caractérisée par leur distribution initiale
dans l'espace, admettant une densité p(x). On peut imaginer que 1l'on
a injecté un colorant au temps t = 0, et p(x) représente 1'état ini-
tial de la tache colorée. Au cours du temps, cette densité va se
transformer, du fait du mouvement des particules colorées, et 1l'on
assistera en général & un entrainement de 1a tache, selon une vi- |

tesse moyenne V, ainsi qu'd son 4§largissement. C'est ce dernier phé-
noméne qui constitue la dispersion.

Ie milieu (et le champ de vitesses) étant supposés macroscopi-
quement homogénes, on admet généralement que 1l'état de la tache co-
lorée ~ tel que 1l'on peut l'observer au niveau macroscopigue au
temps t - est régi par 1'éguation d'évolution :

0Py 1 g | i
(0-2) ot =7 D050 =T 0 0y
caractérlsthue des phénoménes de diffusion en milieu homogene
(1a matrice de dispersion D 1J et 1le vecteur de convection V3 sont
constants) tels que le mouvement brownien ou la diffusion de la
chaleur. Cela revient a admettre que, pour t assez grand, les coor-
données X%(x) de la particule partie du point x peuvent &tre con-
sidérées comme des variables aléatoires gaussiennes, admettant
1'espérance E X% = x> + V"t et la matrice de covarisnce t DY
proportionnelle au temps. -




Naturellement, 1l'équation (0-2) ne peut avoir qu'une signifi-
cation macroscopique. De fait, les phénomines de diffusion sont
essentiellement irréversibles, alors que les égquations microscopi-
ques.(0-1) associées au groupe de convection sont parfaitement
reversibles. Si, & un instant t >'0, nous pouvions renverser le
sens de 1'écoulement, ¢lest-a-dire remplacer en chaque point x 1le
vecteur V(x) par son opposé -V(x), nous verrions la tache de couleur
repasser successivement par chacun de ses états précédents, clest-
a~dire rebrousser chemin en rétrécissant. Au contraire, si nous
remplagons V par -V dans 1l'équation de diffusion (0-2), nous obte-

nons encore une équation de diffusion : ce qui laisse prévoir cette
fois que la tache reviendra bien sur ses pas, mais en s'élargissant.

Ce paradoxe apparent est bien connu en mécanique statistique.
I1 signifie que, dans certains cas treés particuliers, la descrip-
tion purement macroscopique fournie au temps t par la densité Py
peut se révéler insuffisante pour prévoir 1'évolution ultérieure,
méme macroscopique, du phénoméne. Compte tenu du contraste des
échelles, un trés grand nombre de distributions microscopiques
possibles sont compatibles avec une méme densité macroscopique don-
née Py Pour la plupart d'entre elles, 1l'évolution ultérieure,
aprés renversement du sens de 1'écoulement, correspondrait blen,
au niveau macroscopique, &4 la diffusion

0p _ 1 ~ij i

c'est-a~dire & un élargissement de la tache. Mais, pour certaines
distributions microscopiques exceptionnelles correspondant a la
méme distribution macroscopique Py» On peut avoir une évolution
ultérieure trés différente. Il se trouve, dans le cas qui nous
occupe, que la distribution microscopique, réalisée par le jeu des
équations de convection (0-1) immédiatement avant le renversement
du sens de l'écoulement, appartient automatiquement a cette classe
exceptionnelle - et c'est pourquoi la tache rebrousse chemin en
rétrécissant,

Cette réserve faite, il n'en reste pas moins que 1l'équation
(0-2) fournit, dans bien des cas, une bonne description macrosco-
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pique de 1l'évolution de notre tache de colorant. Pour é4tudier
cette ¢gmergence d'un demi-groupe de dispersion & partir d‘'un
groupe de pure convection, il convient d'invoquer la théorie
ergodique et donc de recourir & un modéle probabiliste. Dans ce
modéle, le champ de vitesse V(g) est représenté par une fonction
aldatoire (vectorielle) stationnaire et ergodique, et le groupe
de transformation x — X%(x) devient ainsi lui-méme un groupe-
aléatoire. En fait, il est facile de voir que, pour chague t
fixé, la fonction aléatoire X, (x) - x est stationnaire en x. I1 -
suffira donc, dans ce qui suit, d'étudier en fonction du temps
la variable aléatoire |

Xy = Xy(o)

représentant la position au temps t de la particule placée ini-
tialement & l1l'origine des coordonndes.

Critdre d'émergence & 1'ordre 2. En dehors du cas de l'espace A
une seule dimension, il est trés difficile d'obtenir des résultats
généraux concernant l'émergence. Dans ce qui suit, je n'examinerai
que des cas treés particuliers, pour lesquels il est possible de
faire des calculs explicites. Mais ces exemples simples auront une
valeur heuristique et nous aideront & nous faire une idée de ce
qui peut se passer dans des cas plus généraux. De plus, je me con-
tenterai de travailler & 1l'ordre deux, ctest-ad-dire d'examiner si
les convergences

(0-3) limgEx =V ; 1mded - s vhd - ¢ vd) = ot

ont lieu. Enfin, pour une raison qui apparaitra vite, je me limi-
terai au cas des espaces & n = 1 ou 2 dimensions seulement.



1 - CAS DE L'ESPACE A UNE SEULE DIMENSION.

Considérons, dans R1 une fonction aléatoire stationnaire
(FAST) et ergodique Y(x) admettant 1'espérance m et la covariance
centrée C(h). L'intégrale :

x .
2(x) = j Y(£) az
(o]

est alors une fonction aldatoire intrihséque, admettant l1la den-
sité E[Z(x)] = mx et le variogramme :

h
3 EL(zm)-m)?] = [ (h-x) 0(x) ax

v(h)

Examinons, du point de vue des critéres d'émergence d'ordre 2,
le comportement asymptotique de 2Z(x) lorsque x tend vers 1l'infini.
A l'ordre 1, on a évidemment E Z(x) = mx, et méme, d'aprés le théo-
reme ergodique,

.1 _
lim = Z(x) =

(au sens m.q) pour x tendant vers 1'infini. A 1'ordre 2, nous trou-
vons

h
%'Var 72(h) = 2—%191 = % J (h-x) C(x) dx
' 0

S5i h tend vers 1l'infini, cette expression n'admet pas forcé-
ment de limite. Toutefois, la plupart des variogrammes usuels ont
une croissance au plus lindaire & 1'infini, et la plupart des cova-
riances usuelles C(h) ont une décroissance assez rapide pour que

1'intégrale lec(h)l dh soit finie. Sous cette hypothdse on
o] ' .
trouve (par une application immédiate du théoreéme de convergence
dominée)
' ()

(1-1) nm%'Ewuoﬁ@]=2J‘qh)ml

0



Ce résultat trés simple va nous servir de fil directeur.

Passons maintenant au probléme de 1'émergence dans mﬁ. Soit

 W(x) un champ de vitesses, c'est-a-dire, puisque n = 1, une PFAST
de mﬂ. Considérons la V.A. Xt définie par la condition initiale
X, =0ent =0et 1'équation différentielle :

o
(1-2) = W)

Si la vitesse s'annule en un point x, la particule s'immo-
bilisera en ce point. Il ne pourra donc y avoir émergence que si
W(x) est, par exemple, strictement positif en tout x (p.s), soit

P(v x, Wx)>0) =1

Dans ces conditions, X, est défini pér la relation intégrale :

xtdx —
(1-3) Wy ~ ¢
0

S'il y a émergence,,la variable X, sera (asymptotiquement)
équivalente & une VA de la forme t v + b’Dt Z, ol Z est une gaus-
sienne réduite. En particulier, elle sera (asymptotiquement) indé-
pendente de la FA W(x). Ceci suggére que l'on doit pouvoir calculer
l'espérance de 1'intégrale (1-3), en premidre approximation, comme
si X, et la FA W(x) étaient indépendantes. Ce calcul (injustifié)
conduit au résultat : ’

1y _
VtE(W)—t

Nous nous attendons donc & ce que la vitesse moyenne v de 1a
particule X% soit égale, non pas & la moyenne arithmétique, mais
& la moyenne harmonique '

N 1
(1-4) v = Wh = —

3]
~
=l
N’

de la vitesse de convection W(x). Nous verrons que ce résultat est
correct. On ne doit pas s'étonner de trouver v = W%_< EW:carv
représente une moyenne temporelle E(X%ft), tandis que E W a le sens
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d'une moyenné spatiale. Or, la particule séjournant par définition
moins longtemps dans les zones ol la vitesse est élevée, 1l est

- normal que la moyenne temporelle soit plus petite que la moyenne
spatiale.,

Examinons maintenant ce que donne, & l'ordre 2, notre raison-
nement approximatif. Désignons par Y(x) la FAI sans dérive définie
par |

D'apres (1-3), on a donc

Y(x,) = t - =%
et par suite

E[(X%—v t)2] = v2 E[Y(Xt)z]

Or, si nous remplagons Xt par la gaussierne t v + V Dt Z indé-
pendente de W(x) (et donc de Y(x)), il est facile de montrer que
1'on a

E[Y(t v + /D, 2)?]
E[Yz(t v)]

-+ 1

lorsque t = o (v étant strictement positif). Ce raisonmement rapide
suggeére donc que 1l'on doit avoir :

2
1 2 _2v
T E(Xt -v t)° = =5 YY(V_ t)
Compte tenu de (1-1), et en désignant par C1/W(h) la covariance

centrée de l'inverse de la vitesse, on trouve, asymptotiquement pour
h grand

o«

'YY(h) ~2h .[ C1/W(x) dx
(o]

Par conséquent, nous devons nous attendre i ce que le coeffi-
cient de dispersion D soit donné par : '



[+0]

D = lim -% E(X— v £)2 = 2 v3 I C, y(n) dn
(1-5) ©

(v =T = @1/m)""

Est-il possible de donner une justification plus sérieuse de
cette formule ? Il en est bien ainsi, nous allons le voir, au
moins dans le cas ou la FA W(x) est un processus markovien - ou,
plus'généralement, peut s'exprimer comme une fonection W(Y(x))
d'un processus markovien stationnaire Y(x). Comme la plupart des
FA stationnaires se laissent approcher par de telles représenta-
tions markoviemnes, nous pouvons conjecturer que la formule remar-
quable (1=-5) a sans doute une valeur trés générale.

2 - INVERSION D'UN PROCESSUS DE IMARKOV.

Nous allons établir les formules (1-5) , et méme un résultat
plus fort, dans le cas d'un processus de llarkov. Pour simplifier
l'exposé, je me limite au cas d'une chaine stationnaire finie
il s'agit donc d'un processus ne prenant qu'un nombre fini de va-
leurs ou d'états numérotés i = 1,2,...N. On suppose que ces états
sont tous récurrents, autrement dit, pour x - o, la probabilité de
transition Pij(x) tend vers une limite p. indépendante de 1'état
initial i, avec py > 0, Z)pj =1 et gfpi Pij(x) =Dy Si la pro-

babilité de 1'état initial en x = 0 est p = (pi, i=1,2,...N),
le processus est donc stationnaire. On sait que la matrice Px des
probabilités de transition Pij(x) est de la forme

P = eAx
X

ou la matrice A, ou générateur infinitésimal, est de la forme
A,. =~a. 6. + a. »

ij s R By i 71

(ai dx est la probabilité pour que le systéme, étant dans 1'état i
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au point x, change d'état entre x et x+dx, et 4 4 est la probabilité
pour que 1l'état succédant & i soit 1'état j).

A toute fonction f = (f1""fN) de 1'état du processus on as-
socie son espérance (Px f)i = fi(x) au point x prise conditionnel-
lement lorsque 1'état initial est i. Ie processus est alors entid-
rement caractérisé par 1l'équation d'évolution :

(-1) g% (P, £) = A(P_ £) = P_(Af)

A cette fonction f = (f1""fN) de 1'état du processus corres-
pond un nouveau processus que nous noterons Yf(x) ou simplement Y(x),
défini par Y(x) = f; si le processus est dans 1'état i au point x,
et la FAI qui s'en déduit par
' X
2(x) = | () a

o

Nous allons, comme dans le paragraphe précédent, évaluer l'es-
pérance et la variance de cette FAI, mais conditionnellement lors-
que 1'état initial est i. Pour cela, nous utiliserons 1'éguation
d'évolution (2-1). On sait qu'en général 1'équation Ag = f n'a pas
de solution, la matrice A étant toujours singuliére (cas At = 0),
sauf dans le cas ol f admet une espérance T = T p; £y nulle (pour
la probabilité stationnaire p), auquel cas la solution ¢ est unique
a4 une constante pres (que 1l'on peut déterminer par la condition sup-
plémentaire o = 0).

So0it done 9 la solution (unique) du systéme :

f -7
0

Ao

(2-2)
» P

It

Comme (Px f)i est 1l'espérance conditionnelle de Y(x) pour
1'état initial i, celle de Z(x), que nous noterons E; Z(x) est :

X X
E; Z(x) = J_ Pg f)i dx = T x + J (Pg(f-?))i dg
(o} o] ‘ ‘
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Dtapres (2-2) et (2-1) on a :

4

P-g(f-'f) = Py Alg-9) = aE P @

Par conséquent, il vient :
E; 2(x) =T x + (Px ¢l - P4

De plus, x tendant vers 1'infini, P, J(x) tend vers p. et done
(P ¢); tend vers g = Z}p ?; indépendamment de 1'état initial.
Par conséquent, le comportement asymptotique de notre FAI

b'e
2(x) =J Y.(g) ag
. o
est caractérisé par

(2-3) | Bj 2(x) ~T x~ (95 - 9)

Passons maintenant a 1a varlance, ou plutbt a4 l'espérance con-

ditionnelle de 1l'expression (2Z(x) - ) y soit explicitement =
X X :
- F 2 _ = T p F . -F ’
Ei(Z(x) fx)° =2 j""k ag J Pij‘g)‘fj T) ij(z; E_,)(:fk f) ar
y o o .

Mais, d'aprés (2=2) et (2-1) P ‘(f—f) = é%, Pg,_g Py c'ést-é—r

dire :

PRole-e) ) = & 2 2y le-g) g

11 vient ddnc

et par suite
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2 I |
E,[(2(x) - x0)°] = 2 %kJ; Pi‘j(g)(fj—f) ij(x-a) 9, QE
X : |
(J) P, (£)(2,-F) o, ag

De ces deux termes, il est facile de voir (en utilisant par
exemple une transformation de ILaplace) que le premier admet une
limite finie lorsque x tend vers 1'infini. I1 n'en est évidemment
pas de méme pour le second, mais le théoréme ergodique montre gqu'en
divisant par x on a ‘

lin l 25202 D) 9508 =2 py g (e, )

X ~ 00

Cette limite est l'espérance E(¢(f—f)), relative a la loi otatlon«
naire p, c'est~a-dire la covariance de f et g¢.

Ainsi, nous arrivons & la conclusion suiveante :

(2-8)  umiE [ j (1,()-) ag] = - 2 E[o(¢-F)]

cette limite ayant lieu lorsque x tend vers 1'infini, et cela guel

que soit 1'état initial i du processus en x = 0. Si 1*état initial
est aléatoire, avec une loi p' quelconque (non nécessairemwsnt égale
4 la probabilité stationnaire p) l'espérance correspondante E' vé-

rifie donc aussi cette mBme limite

X
2 . .
B[ J" (Y.(£)-T) ag] = - 2 E[p(£-F)]
o]

En particulier, avec p' = p, on voit, en comparant avec (1-1)
que la covariance centrée Cf(h) du processus stationnaire Yf(x)'
(obtenu en adoptant p comme probabilité initiale) et 1la solution ¢
du systéme (2-2) satisfont la relation :

[v0] .
(2-5) | j Cy(n) dn = - E{g(£-T)]
0
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Apres ces préliminaires, nous pouvons maintenant passer & la
démonstration des relations (1=5).

Démoristration des relations (1=5).

S oit W= (W1,...Wﬁ) une fonction de 1'état i de notre pro-
cessus, interprétée comme une vitesse. Désignons par W(x), plu-
t8t que Yy (x), le processus obtenu en posant W(x) = W, si le pro-
cessus markovien est dans 1'état i au point x. Nous supposons essen-
tiellement que les Wi sont tous strictement positifs. Alors la po-
sition au temps t d'une particule placée au point O & 1'instant
initial + = O et entrainée par ce champ de vitesse W(x) est définie
par la relation :

—_—
(2-6) | -
0

X% constitue un nouveau processus, lié au processus initigl.
Désignons par Wt la vitesse de la particule au temps t, évidemment
donnée par 3 '

(2-7) | %

= W(Xt)

et, plus généralement, par 1(%t) =‘i(Xt) 1'état du processus i(x)
au point aléatoire X;. La remarque essentielle & faire ici est que
Ce nouvegu processus 5(3) est lui-m8me un processus markovien carac-—

térisé par un générateur infinitésimal X défini par

(X £); = W, (ar),

pour toute fonction f. La probabilité stationnaire S du processus
T(t) existe (é cause de notre hypothése w,o> 0) et se déduit de la
probabilité stationnaire p de 1l'ancien processus i(x) selon la re-

lation
P..
T = —l
~ Py Wh W
~(2-8)
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Or, le processus W%( =W, si i(t) = i) représentant la vitesse
de la particule au temps t, on a évidemment ¢

% |
= I Wé dt

de sorte que nous pouvons évaluer espérance et variance de X, en
appliquant (2-3) et (2-5) & ce nouveau processus. La fonction f

est ici remplacée par la fonction W = (W1, Woypeoo N) de 1'état i
du nouveau processus. Son espérance pour la nouvelle loi statione

Y

- naire est égale &

(c'est-a-dire 4 la moyenne harmonigue de W relativement & 1'an~
cienne loi stationnaire p)e.

Désignons donc par ¢ la solution (unique & une constante prés)
du systeme

(2-9) Ag=W-~TW,

La relation (2-3) nous donne l'espérance conditionnelle de X% pour
1'état initial i (qui est le méme pour 1'ancien et le nouveau pro-
cessus) sous la forme asymptotique

(2-10) Ei KENWht-cPi""z Pk Px

et de méme (2-4) nous domre

(2-11) lim & B, (X, -t'?) == 2235, (W-T) ¢

Examinons d'abord l'espérance de X, la loi de probabilité

initiale de 1'état i étant p (et non ), nous n'avons pas 1'égalité
rigoureuse E X =t E&} mais la relation asymptotique

EXp~tW +2Z(p; ~py) 94

Evaluons le terme correctif :
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2 (ps=p;) 93 =W, T py P4 (g - =)
i W
Pour cela, réécrivons le systéme (2-9) & 1'aide de 1'ancien géné-
rateur A, c'est-a-dire, puisque 1= W A:

A la fonction £ = - Wh ( %.-;é') est associde la covariance

Wh

centrée C, = W C1/W (définie pour 1'ancien processus), et la
relation (2-5) nous donne 3

T 11
JCVW(X) dx =W, 2 p; 95 ( A
o _ h

c'est-a-dire justement notre terme correctif. D'ol la conclusion &

(2-12) . E Xt~tW +W I 1/w(x) dx

Ia vitesse moyenne, pour t grand, tend vers la moyenne harmo-
nigque Wh s inférieure & la moyenne arithmétique E W : comme on 1l'a
. remarqué, cela provient de ce que la particule séjourne moirs long-
temps dans les zones ou la vitesse est dlevde. liais, la loi de pro-
babilité de 1'état initial étant p; (et non 5 )y 1ltespérance de la
vitesse au temps t = 0 est E W’>'W Iorsque t augmente, elle tend
en décroissant vers la limite W : le deuxidme terme de la formule
(2-12), obligatoirement pos1t1f, rend bien compte de l'effet d'a-
vance du & cette survitesse initiale,

Examinons maintenant la formule (2-11). Cette limite, indépen—~
dante de 1'état initial, domne directement 1'expression asymptotigue
de la variance de X; indépendamment de la probabilité initiale (p
‘ou p). Calculons donc le terme ¢

DE (= W) g == Dpy (-1 o
T i

Wh
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Nous retrouvons, & un facteur prds, 1l'expression déja obtenue
pour l'intégrale de la covariance 01/w. Nous retrouvons done, sous

forme rigoureuse, les relations (1-5) que nous avions obtenues par
une voie.purement heuristique%

1 R
(2-13) lim ¢ (X, - t W) =2 W, j 01/W(x) dx
o

Généralisation. Ces formules (2-12) et (2-13) admettent ume géné-
ralisation, qui nous sera utile lorsque nous examinerons le cas de
" 1l'espace a4 deux dimensions. Supposons que, X, restant défini par la

t
relation (2-6), nous nous intéressions & 1'intégrale

-t
'Zt = J‘ Yf(’c) dv
(o]

ol le processus Y}(T) = Y.(X ) est égal & £, si le processus marko-
vien est dans 1'état i au point aldatoire X%. En reprenant point
par point les raisonnements précédents, nous trouverons cette fois
.1 Y £
11m$ E'Zt-Wha
(2-14) b | 5 * -
. 1 Al ¥ —_ ko ~
Lin g 35 | (Fp(0) -5 F(0)]) = 2% | ¢ p(x) ax
(o] o] 7,
ol figure cette fois 1'intégrale de la covariance (spatiale) du
processus stationnaire

Yf(x) - 'Wh E(£/W)
W(x)

(2-15) ' Y(x) =

53 —*COMPIEMENTS : IES PORTEES PARTIELIES.

v D’signant par Pij(X) la probabilité de transition du processus
du paragraphe précédent, nous poserons :

00

(3-1) | 'Bij = J (Pij(x) - pj] dx

(0]
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Comme, pour toute fonction f, le processus stationnaire Yf(x)
admet la covariance centrée

Ce(h) =7 pi(Pi. - pj) £, f

ij J J
on trouvé :
’ [oe]
(3-2) J Ce(x) dx = ¥ py Bij £ fj
0 1’3

de sorte que la connaissance des Bij’ gque nous appellerons portées
partielles, permet le calcul effectif des variances asymptotiques
de type (2-13) ou (2-14).

Dans le cas d'une chaline finie, le calcul des Bij est toujours
possible. En effet, soitr&.(x) la transformée de Laplace de la pro-
babilité de transition Pi. X) '

J
©0
_ -AX
nij(x) _I e Pij(x)dx._
o

On calcule les Hij(k) en résolvant le systéme linéaire suivant @

b a. -
- _ 1 1
(3-3) nij(x) = Er-:;x +

- 2 w,, M, .(\)

D'aprés (3-1), les portdes partielles Bij s'en déduisent par
les relations : '

.p.
= 3 — —41
Bij i.lili o (nij(x) Y )

Un calcul algébrique simple effectué sur le systéme (3=3)
montre alors que les Bij vérifient le systéme :

(3-4) a; Bij - ay iz @iy Bkj = éij - Py

Plus précisément, ce systeme ne déterminant Bij’ a j fixé,
qu'a une constante prés Cj’ les Bij constituent 1l'unique solution
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de (3-4) vérifiant la condition supplémentaire :

-(3‘5) _ 2P

iiB

ig = O

qui traduit la relation 2. Py Pij(x) = p.. Notons que 1lton a
i .

J
également :

(3-6) 2 B..=0

a4 cause de 2, P..(x) = 1.
A B
J
Dans ces conditions, on voit que, pour toute fonction f d'es-
pérance T = Z?pi f;, l'unique solution ¢ Qu systime '

est donnde par :

2 P

La matrice des Bij_constitue ainsi l'inverse (généralisé) de
1'opérateur infinitésimal A, vérifiant la condition supplémentaire
de laisser invariant 1l'espace des fonctions f d'espérance nulle.

~
Considérons maintenant le processus transformé i(t) associé au

rd

g
P

énérateur A = W A. Il lui correspond des probabilités de transition
ij(t) et des portées partielles :
ﬁ"*'J P..(%) - p.) at
ij (P; (%) - py)
)

Ces nouvelles portées partielles ﬁij sont liées aux anciennes

Bij par des relations simples. Soit, en effet, f une fonction et

p. £,
=w > 1
=Wy 20 =7

f=> 7. f.
i i i

11
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son espérance pour la nouvelle loi stationnaire. Comme le systéme

stécrit aussi bien

1'une de ses solutions est

9; = -? B, 5 _lW__J

2

H
!
H

Cette solution, toutefois, n'est pas la solution d'espérance
nulle pour la nouvelle loi p (on a.?‘p ¢, = 0, mais non 7‘p P4

Par conséquent, les nouvelles portées partlelles gij verlllent

23? Biglfy = %) = =95 + 20 2 9y

En procédant par identification, on en déduit :

P.
1 > e 1 5 1
L =B..m - P = B+ - CA_<x) FH
ij ij ﬂj h ¢ W, “¢§W h g s W Wj
(3-7) ) |

' — pe 1 D,

+W, (7 = B =) T

h ey W Ces W' W

Cette relation permet de retrouver les formules (2-13) et
(2-14) par voie purement algdbrique.

REMARQﬂE - Ies portées partielles B 13 sont en relation étroite

avec ce que l1l'on peut appeler les temps d'attente By (de 1'état j

= 0).

4 partir de 1'état i # j) terminologie 1mp11quant que la'varlable X

soit interprétée comme un temps.

De fait, pour i # j, désignons par Fij(dx) la loi de 1'abscisse
aléatoire de la premiére apparition de 1'état j lorsque 1'état ini-

tial est i. Il est clair que cette loi est lide aux probabilités

de transition par l'équation



X
. = o (x—- F. .
Pyy(n) = [ pyy0e) By Gae)
)
0o
‘Passant aux transformées de Laplace, et posant Mij = J X Fij(dx)
nous trouvons : - o
7 ;

Par suite

B, =B.. ~p. .. i £
ij = Byg = pypyy (B A)

Multiplions par p. et sommons en i # j. Compte tenu de (3-5)

i
il vient ‘
=P B.=(1-p.) B.. - p. % p. u..
Py Byy = (1-py) By; - py iis Pi Py
Done >
Bi. =p. % p. op..
337 %5 475 Pity
En résumé
B, =p, .
33 TP 153 Pi Py

et, en sens inverse :

B, =——p—
1j J

4 -~ CAS DE_I'ESPACE A n > 2 DIMENSIONS : POINT DE VUE HEURISTINUE.

Considérons maintenant dans l'espacean un champ de vecteurs
aléatoires stationnaires V(x), interprétés comme des vitesses, et
le systéme d'équations différentielles



| d
(4-1) —géi

= V(Xt)

Distinguons deux cas, selon que le champ de vitesse est, ou
non, conservatif.

4~1 - Cas d'un champ de vitesses conservatif.

Plagons-nous d'abord dans le cas ol le champ de vecteurs
V est conservatif, c'est-a-dire vérifie la relation

aiv V = 0 vi <o

en tout point x. On sait que, dans ce cas, la transformation x ~rxt(x)
conserve le volume. On congoit que cette conservation du volume en-—
traine celle de la probabilité. Plus précisément, nous montrerons

dans un paragraphe ultérieur la propriété suivante : '

Si Y(x) est une PAST définie sur le mfme espace de probabilité
que le champ V(x), la fonction aléatoire que 1l'on en déduit en sub-
stituant X% a x, soit '

Y% = Y(Xt)

est elle-m8me stationnaire en t. En particulier, pour un t donné,
la variable ?t a mdme loi de probabilité (indépendante de x) que
Y(X)o

En particulier, nous pouvons considérer le processus (vectoriel)
Y, = V(x)

représentant la vitesse de la particule au temps t. De ce qui pré-
cdde, résulte E V} = E(V(x)) =V, et, comme on a par construction

t
(4-2) Xy = J V. ax
O

on trouve :

<l

(4-3) EX =t




I1 s'agit bien, cette fois, de la moyenne agrithmétique, et
non plus, comme dans les exemples précédents, de la moyenne har-
monique. Cette circonstance est liée essentiellement au fait que
le champ de vitesse est conservatif (Dans un espace & une seule
dimension, les seuls champs conservatifs sont les champs Wx) =

CSte, pour lesquels (4-3) est trivialement vérifiéde, puisque
W, =EW. |

4-2 -~ Cas Général.

ILa relation (4-3) ne subsiste pas dans le cas général
d'un champ non conservatif. Supposons donc que div V # 0, mais que
nous connaissions une fonction aldatoire w(x) stationnaire, nmon
indépendante de V en général, telle que le vecteur q = w V soit
conservatif @ ‘

(4-4) divg=divw V=20

Pour abréger, nous appellerons porosité cette FAST w(x), qui .
constitue un invarisnt intégral pour le systeme (4-1) (i.e. ce
n'est plus le volume, meis 1l'intégrale de la forme différentielle
w(x) dx qui est conservée dans les transformations x - Xt(x)). |

Comme le champ n = w V est corservatif, le Processus Yy dé-
fini par le systéme différentiel

ayY
ds

8 = w(¥) v(Y)

vérifie la propriété (4-3), E Y, =s E(w V). Or, les trajectoires
de YS sont les mfmes que celles de X bien qutelles soient par-
courues a des vitesses différentes, la valeur s(t) du paramétre
s pour laguelle on a YS = X% étant donnée par 1l'équation différen—

tielle

ds 1

Comme on & Xy = Y (yy » et que 1/w joue ici le r8le qui était

\

dévolu & la vitesse W(x) du cas unidimensionnel, la premiére formule



(2-14) nous fait ainsi prévoir que 1l'on doit avoir cette fois

(4-4) lnd By =5

4-3 - Expression de Dpy lorsque n = 2 et div V = 0,

Cherchons maintenant ce qu'il est possible de prévoir!
dans le cas conservatif, au sujet de la matrice de dispersion DI
(si elle existe) définie par

pid = 14p 1 E(x% -t Vi)(xfg -t 79)

Nous nous limiterons essentiellement au cas de 1l'espace &
deux dimensionse Si n = 2, en effet, une rotation de 90° transfor-
me le champ conservatif V en un champ de gradients. Plus précisé-
ment, si nous désignons par x et z les coordonndes cartésiennes
danisz, et si nous posons : '

V (x,z) = u(x,2) 3 Vz(x,z) = v(x,2)
il existe une fonction zléatoire ®(x,z) telle gque 1'on ait :

(4-5) u=-% v=4%

Cette fonction aléatoire n'est évidemment pas stationnaire,
En particulier, son espérance est (& une constante prés) -

(4-6) E &(x,2) =V X =1z
mais nous savons, d'apres la théorie générale des FA, que & est

une fonction aléatoire intrinseéque, admettant d'ailleurs la dérive
(4~-6) Désignons par

Y(x,z) = (x,2) -V x + U 2
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la FAI sans dérive qui lui est associde, et par Yy son variogramme 't
(4-7) Y(€,m) = % B[(Y(x+E, z+n) - ¥(x,2))?]

D'aprés (4-5), le gradient de la FAI Y(x,z) admet les composantes
-~ (u-u) et (v=v). Il en résulte que les fonctions de covariance
Cu(h) et Cv(h) de u et de v, et la covariance mixte Cu,v(h) se
déduisent du variogramme (4-7) par les relations :

Cu(g’n) = um
) .
¢, (8,m) = _-Q—-Y—%ﬂl

2
cuv(g,n) = = 97 y(&,m)

0 0

qui impliquent, en particulier, A y = C, * Cv.

Or la fonction aléatoire intrinsdque & constitue une intégrale
premiére pour le systéme (4-1)

(4-9) (%, z,) = %

En effet, d'aprds (4-5), le vecteur grad & est orthogonal en
tout point au vecteur vitesse., La constante de 1la relation (4-9)
peut &tre prise égale a 0, puisque, @ n'étant défini qu'a une cons-
tante prés, nous pouvons choisir d'avoir ® = O en x = z = 0., Si
nous introduisons la FAI sans dérive Y(x,z), au lieu de ®, nous
trouvons pour tout t

,(4"10) VX - W oy o= (X, 2)
D'apres (4-3), l'espérance du premier membre est nulle, et

par suite E Y(Xt v Dy ) = 0. A 1'ordre 2, nous trouvons une rela-
tion beaucoup plus 1nteressante :

B[V X, - 0 2.)%] =% [¥(x; »2,)°]
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S'il y a émergence, c'est-a-dire si la matrice de dispersion
existe, le premier membre de cette relation est 1ié & la dispersion

transversale DT selon 1= formle :

lim & B[(F X, - T 2.)%] = D, (W + 72)

D'un autre cdté, s'il y a émergence (cette réserve est essen-
tielle), le fait que la transformation x — X,(x) laisse invariante
la probabilité nous fait prévoir que E[Y(X%, Zt)z] doit &tre, asymp-
totigquement, équivalent & E[Y(u t, v t)] = 2 y(u t, Vv t). Autrement
dit, nous prévoyons que dans ce cas la dispersion ttransversale DT
sera donnée par la formule :

It

(4-11) (u + v ) Dy 11m Yy (Wt, v t)

Compte tenu de (4-8), nous voyons gue Dy peut s'exprimer aussi
& 1l'aide des covariances de u et v. Pour plus de commodité, nous
pouvons choisir des axes de coordonnées (x,z) tels que Vv = 0, autre~
ment dit 1'axe des x est orientd dans la direction du mouvement |
moyen, Comme v est la vitesse transversale, désignons par C (g,n),

. au lieu de C la covariance centrée de cette composante. D'aprbs
(4-8), on a

et par suite :

Y%, 0) = [ @t - 8) cylz,0) ag
0

Lorsque t tend vers 1l'infini, nous trouvons ainsi s

lim 4 y(W t, 0) = U J ¢p(€,0) aE
0

et finalement, la dispersion transversale, si elle existe, doit

&tre donnée par la formle :

_2
(4-12) Dy = 2 j ca(E,0) ag

o)
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U est la vitesse longitudinale moyenne, CT la covariance de 1la
vitesse transversale v et doit &tre intégrée dans la direction
longitudinale, c'est-a~-dire la direction du mouvement moyen,
prise comme axe des E.,

Ce résultat, étonamment simple, est 1ié & 1'existence de
1*intégrale premidre & et n'est donc valable que dans le cas bi-
dimensionnel. En ce qui concerne la dispersion longitudinale D
nous verrons sur des cas particuliers qu'elle ne peut pas &tre

L ?

donnée par une formule aussi simple.

RESERVE ~ Ia formle (4-12) n'a de sens que s'il y a émergence,
c'est-a~-dire si Dy existe. Il pourrait trés bien arriver que 1l'in-
tégrale de la covariance CT existe et ait une valeur finie sans
qu'il y ait, pour autant, émergence, et dans ce cas évidemment DT
n'existerait pas. Sans hypotheése spéciale sur le champ de vecteurs
conservatifs V, en effet, on doit s'attendre & ce que, parmi les
trajectoires Xf(x), en fonction de la position initiale x, les
unes aillent & 1'infini, et les autres se referment sur elles-
mémes, piégeant ainsi la particule qui restera toujours a distance
finie, Ces trajectoires fermées existent certainement si la FAI
®(x,2) présente des maxima ou des minima locaux, puisque les tra=—
jectoires possibles correspondent gux lignes isopotentielles & =
CSte. I1 est clair qu'en pareil cas 11 ne peut ahsolument pas y
avoir émergence. L'absence de ces trajectoires fermées (et donec 1a
possibilité de 1'émergence) est assurée lorsque le groupe probabi-
liste associé a la transformation x - X, posséde la propriété er—
godique, Cette propriété ergodique ne sera pas vérifiéde, en géné-
ral, pour un champ conservatif quelconque, mais on peut s'attendre
a ce qu'elle le soit dans le cas d'un probléme physique bien posé.
Dans le cas d'un milieu poreux, par ekemple, en l'absence de sources
d'énergie d'origine interne, ces trajectoires fermées correspon-
draient 2 des dépenses locales d'énergie que ne viendrait compenser
aucun apport, et ne pourraient se maintenir. Mais le probleme de
la recherche des conditions que doit vérifier un champ conservatif
pour assurer cette propriété ergodique s'annonce comme singuliére—
ment ardu,
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4~-4 - Suggestion pour DT pour n = 2 dans le cas non conser-

vatif,

Supposons, comme en 4-2 , div V # 0, mais div (wV) = 0O
pour une FAST w(x) appelée porosité, et désignons encore par Y la
position de la particule au temps s lorsque le champ de vitesse est
qQ = w V. Comme on passe de Y & X, parAXt = Ys(t) avec ds/dt =
1/w(ys), on peut supposer que la seconde formule (2-14) doit pou~
voir s'appliquer : en désignant par 6T la covariance centrée, non

plus de la vitesse transversale v elle-méme, mais celle de la FA

= - ap = E g
v(x)=w(x) ngg ELJV’= TEw T

on devrait donc s'attendre a trouver

00

(+13)  mp=2Fu | G0 as=gh [ o (50 a
o (o]

5 = UN EXEWMPIE SIMPIE,

Faute de pouvoir démontrer en toute généralité la formule
(4-12), nous allons la vérifier dans le cas d'un exemple simple,
qui nous fournira également quelques indications sur la dispersion
longitudinale DL’

Cet exemple est le suivant : nous supposons que les deux com=
‘posantes de la vitesse sont de la forme

Cu(z) et v(x)

c'est-a~dire dépendent, la premiére de la seule coordonnde z, et
la seconde de la seule coordommée x., Un tel champ de vitesses est

obligatoirement conservatif. De plus, nous supposons que u(z) et
v(x) sont deux processus stationnaires (évidemment indépendants)
du type étudié am paragraphe 2.
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Autrement dit, nous avons u(z) = u; si la chaine de Markov en
z (définie par son générateur A et sa probabilité stationnaire p)
est dans 1'état i au point z ; de mBme, on a v(x) = v. si la seconde
chaine, celle qui se déroule sur l'axe des x, définie par son géné-
rateur A' et sa probabilité p', est dans 1'état j au point x.

De plus nous supposons essentiellement que les uy et les v.
sont strictement positifs., Cette condition exclut 1l'existence de
trajectoires fermées, et, comme on va le voir, garantit de bonnes
propriétés ergodiques. Et surtout, elle nous garantit que le pro-
cessus & deux indices 1i(t), 3(t) obtenu en posant T(t) = i(Xt) et
E(t) = j(Zt) est encore lui-m@me un processus markovien caractérisé

par son générateur infinitésimal A défini par :
E=v A+una

Sous forme explicite, Jx agit sur une fonction £ = f.. & deux

1]
indices, selon la relation :
. ~ [} .
(5-1) (4 f)ij = - (a; vy o+ ey u,) fij +ay v, iﬁ W fi'j +
' 1 Z‘ ]
+ aj uy 33 mjj' fij'

On déduit sans peine Ge (5-1) que la loi statiounaire p,. associée
4 ce processus est égale 4 la loi des deux variables i(zg j(x),
soit '

-7
]
e

comme on pouvait s'y attendre, puisqu'il s'agit d'un champ conser-

Soient alors ¢ = (¢p;) et ¢ = (¢j) les fonctions (& un seul
indice) qui constituent les solutions uniques du systime :

(A P =u-u AMp=v -V

¢ =0 $=0

et considérons la fonction (& deux indices) ¢ - ¢. Comme on a
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Cad
A=v A+ uA', on trouve

Krg-¢) = v(u=u) = u(v-¥) =u v -vu
On reconnait, a un facteur prés, au second membre de (5-2),

1l'expression de la vitesse transversale. On en déduit l'espérance
conditionnelle de : .

Fxt-ﬁzt=J (V'ET-.EvT) at

lorsque 1l'état initial est ij, soit :

: t
(5-2) By, (7% -T2y = | B (Nee)) ar
) |

et surtout, d'aprés (2-4), 1'expression asymptotique de la variance :

(5-3)  lim 3 B(F X, - T 2.)% = = 2 E[(¢-¢)(u ¥ = v )]

La limite qui figure au premier membre est (U°+ FQ)DT (ce qui
établit 1l'existence de la dispersion transversale DT)°

b second membrz, figure 1l'expyression

E[(9-¢)(u v = v )] =¥ E(g(u-u)) + u E($(v-¥))

Or, d'asprés (2-5), nous avons justement
HOO

“ Cu(z) az

o .

(2o

Cv(x) dx

- Elg(u-u)]

- E[¢(v-v)]

il

J

(o]

En reportant dans (5-3), nous obtenons l'expression explicite

‘de Dy ¢
— [29] (o]
2 v 2 u .
(5—4) D, = o S—1 ‘[ C (Z) dz + =5 J\ C (X) dx
T u2 + V2‘ > u u2 + V2 | .V
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dont il est facile de voir, aux notations preés, qu'elle coincide
avec la formule (4-~12) obtenue par voie purement heuristique :
cette formule est donc établie de maniére rigoureuse dans le cas
particulier qui nous occupe ici.

Essayons d'aller plus loin.

Calcul explicite de la matrice de dispersion.

Comme u ne dépend que de z et v que de x, 1l'intégrale premieére
d(x,2z) définie par les relations (4-5) est évidemment de la forme 3

X : 2
2(x,2) = [ v(®) ag - | u(m an

B ¢ o

Ainsi, les deux intégrales qui figurent am second membre res—
tent égales au cours du mouvement lorsque l'on substitue X, a x et

2y 4 z. Désignons par H, cette valeur commune 3

' % Ly,
(5-5) : H = J v(x) dx = J u(z) dz

0 0

En fonction du processus temporel (I(t), J(t)), on trouve évi~

dexment aussi
t

(5-6) H, = | 80 %(x) as
(o

Nous nous trouvons devant une situation analogue & celle gui nous
a permis d'établir les relations (2-13) ou (2-14).

De fait, introduisons un nouveau processus, que nous appelle-
rons processus en h pour le distinguer des deux processus précédents
(le processus spatial i(z), j(x), et le processus temporel i(t),

J(t)). En fonction de h, définissons les variables X, et 2, en

posant @
Z

| X n
(5-7) j v(x) dx = j w(z) dz = h

0 o

D'aprés (5-5), la trajectoire (xh, Zh) coincide avec la tra-
jectoire (Xt Zt) de la particule partant de 0 & 1l'instant initial,
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mais cette trajectoire est décrite, en fonction du pseudo-temps h,
avec une vitesse différente :

d Xh _ 1 . d Zh _ 1
an C V(L) - Tan T Wg)

Ie processus (I(h), J(h)) défini en posant I(h) = i, J(h) =
siu=u etvs= vy au point (aléatqire) de coordonnées (Xh,zh) est
évidemment encore un processus de Markov & deux indices. Mais, chose
plus remarquable, les deux processus en h, I(h) et J(h) sont indé-
pendants 1'un de l'autre et tous deux Markoviens. De fait, d'aprés
(5=7), X, ne dépend que du processus v(x), et de méme Z, ne dépend

que du processus u(z). De51gnons par Ah et A les génerateurs des

processus I(h) et J(h), & par Py et Py, leurs lois statlonnalres.
Ils se déduisent des générateurs A, A' et des lois p, p' des pro-
cessus spatiaux i(z) et j(x) par les relations :

=41 P B
A'h u A Ah v A
p=3.p p, =L p
h 3 h 3

La relation A = u A, (au lieu de X = W A) nous indique que la re-
lation entre le processus spatial i(z) et le processus (pseudo-
temporel) en h, I(h) est ici exactement 1l'inverse de celle qui,

au paragraphe 2, nous a conduit & la relation (2-13). Nous pouvons
donc appliquer cette relation, en remplagcant la limite qui figure
au premier membre par

z 5 00 |
1im % E[ J (u(n)= W) dn] = 2 J Cu(z) dz
0 _

(o)

C (z) désignant la covariance centrée du processus (spatial) u(z).
'ku second membre, Wh doit &tre rewmplacée par la moyenne harmonique
de u calculée avec la loi stationnaire p, = (u/u) p du processus

en h, c'est-a~dire par la moyenne arithmétigque u du processus Spa-

tial, puisque

Dppia = & Doy =l
h,1i ui 3 i 3
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Ce deuxiéme membre devient donc :

2% J T, (n) an
o u

u
processus en h, c'est-h-dire, en posant U(h) = u(Zh), la covariance

centrée de la FAST 1/u(h). (Cette référence i la stationnarité,
qui semble impliquer que le processus en h est muni de la loi ini-
tiale p, = (u/u )p, alors que la loi initiale réelle est p et non
Py ne constitue pas une limitation réelle, puisque, comme on 1l'a
vu au paragraphe 2, la limite (2-13) est en fait indépendante de
la loi initiale). o

51(h) désignant cette fois la covariance centrée de 1/u pour le

Au total, donc, en ce qui concerne les deux processus en h,
considérés séparément, nous gboutissons aux relations suivantes,
gui nous seront utiles dans un instant :

qoo _‘oo
_ =3 ~
‘ Cu(z.) dz = u U Cl(h) dh
0. (o] u
(5-8) o0 o0
¢, (x) ax = 7 ¥, (h) an

o 0 v

Considérons maintenant le processus & 2 indices, (I(h), J(h)),
produit des deux processus indépendents précédents. Son générateur
Kh infinitésimal est évidemment la somme des générateurs des deux
processus partiels, soit

Ah=Ah+'A};=&A+‘%A'

Or le processus temporel & deux indices 1i(t), F(t) admet, comme on
1'a vu, le générateur XA=v A+ uA', I1 vient done

K=uv7(h

La relation entre le processus temporel et le processus en h
est donc identique & celle que nous avons observée au paragraphe 2
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entre le processus temporel et le processus spatial (X=w A), 2
ceci pres que la fonction W doit &tre remplacée par la fonction
u ve

S1 done f = £,. est une fonction quelconque & deux indices,
et si 1l'on désigne par Y (t) le processus qui vaut f,. si I(t) =
et 3(t) = j, nous sommes en droit d'utiliser 1la relatlon (2-14)

pour évaluer 1a variance de 1tintégrale

J ¥ (v) ar

"Ie terme Wh du second membre de (2-4) doit évidemment &tre remplacé
par la moyenne harmonique de u v prise sur le processus en h, c'est-
a-dire par le produit U Vv des moyennes arithmétiques (temporelles,
ou, aussi bien, spatiales, puisque ce sont les mfmes). De méme, T,
moyenne de f pour le processus temporel, coincide avec la moyenne

T du processus spatial. Au total, donc, la formule (2—14)_nous

donne :

ot o
2 o
(5-9) 1lim -% E[ J (To(x) -2 ¥) dar] =21U¥ J C;_z(h) dn
O

o uv

Appliguons cette relation (5-9) & une fonction f de la forme
T=Au+pv
On a, dans ce cas, ?f(t) = A u(t) + n v(t), et donc :

t .
J Yf(r) dv = A X, + p 2y
0

La limite qui figure au premier membre de (5-9) est donc

A2D. +2xuD, + D

12 22

Au second membre, figure la covariance centrée (pour le pro-
cessus en h) de la fonction ' '

£-f _ AMu-u) | plv=v) _ + AU+ uv
uv uwv u v

<[>
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Pour le processus en h, les fonction 1/v, 1/u admettant les
moyennes 1/u, 1/V, nous dcrirons plutdt :

t=F Y 1_1 Tl = o=y oAy 11
== = pm(g-z)+r=(g-=2)~-Ou+wi(g-22(z-2)
uv u V¥ v .4 q va v 5

Sous cette forme, on voit, compte tenu de 1l'indépendance de
u et v pour le processus en h, que la covariance centrée corres-

pondante est ¢

=\ 2 - 2
_ 2 y_ 2 B ~ — —\2 ~
ﬁf__-f- =p (E) '51 + A (i'r') Gy + (Au + pv) C1 C1

u , : u

Ie deuxidme membre de la relation (5-9) est done :

-3 00 —3 00 - .
2f§’J"61 an + 2 A% 2 j'c”:1 dh + 2TV (AT + p?r‘)zj'é'1 ¢, an
U5 ¥ V o u o u v i
En identifiant au premier membre (A2 D, + 2 A p D, + p° D,y)

nous trouvons les expressions suivantes pour les différents termes
de la matrice de dispersion :

F“ _3 00 00
_ v ~ —3-— ~
D11 =2 = J 01 dh + 2 uw' v J C1 C1 dh
vV o U o u v
o0 (s o]
;3‘0\) _._.3‘~~
D =2-—-j0dh+2uv ¢ T. an
22 I 1 11
o Vv (o] u v
00 o
TN 3
D,, = 20 V) Jﬁl C_l dah
(o] u v

D'aprés les relations (5-8), les intégrales J 81 et j 61 s'ex—

u v
priment de menitre simple & 1'aide des covariances C, et C_ des

processus spatiaux (et sont donc facilement accessibles en pratique).
Par contre, le terme I 51 51 nécessite le calcul explicite des

: u v ‘ -
covariances du processus en h. Notons toutefois que, du fait de
1'indépendance des deux processus I(h) et J(h), les deux covariances
51 et E1 peuvent &tre calculédes séparément, ce qui nécessite seulement
u v
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- la résolution effective de deux processus & un seul indice. la

méthode directe, qui aurait consisté & travailler directement sur
1ltexpression (5-1) du générateur infinitésimal du processus tempo-
rel & deux indices, n'aurait pas bénéficié de cette séparation des

by

variables, et aurait donc conduit & des calculs plus compliqués.

Compte tenu de (5-8), les expressions que nous avons obtenues
pour les termes de la matrice de dispersion se mettent sous la

forme :
~OO
v D11 - u D12 = 2 . Cu(z) dz
.
(5-10) UD,, =V D, = 2~ C, (x) dax
D12=2u J l(h) C(h) dh
0 u V

Ies deux premidres relations (5-10), ol ne figurent que les
covariances spatiales C et C v? permettent de retrouver immédiate-
ment l'expression (5~ 4) de la dispersion transversale DT' Par con-~

tre, le calcul de la dispersion longltudlnale

v2) 2 72 i

Dy, WD, +VED .. +20D

(@ + 7 11 22

12

fait obligatoirement intervenir le terme J C1 C1 ou figurent les

u v
covariances du processus en h. (Notons d'ailleurs qu'il n'y a au-

cune raison, en général, pour gque la direction "longitudinale"
c'est-a-dire celle de la vitesse moyenne (u,v), constitue une Qi
rection principale pour la matrice de dispersion. Il est facile
de donner des contre-exemples. le seul cas ol 1'on soit slr, pour
des raisons de symétrie, que la direction longitudinale esv bien
une direction principaie, est celui ou les deux processus u(z) et
v(x) sont Squivalents, c'est-a-dire ont le m8me générateur infi-—
nitésimal).
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Un cas particulier simple.

Pour comparer les valeurs de DT et DL y nous allons examiner

un cas particulier simple, ol le calcul du terme D12 peut é&tre ef-

fectué & l'aide des seules covariances spatiales. Ce cas particu-

lier est celui ol les fonctions % - é et % - é sont des fonc~

u . v N °
tions propres pour les générateurs infinitésimaux Ay et A des

deux processus en h, soit :

<tl—=-

u=-elg-g) 5 my=-6(5-

ell—

ou, ce qui revient au méme :

A (u-1u) 3 A %

=

1 =%(v-?)

cli

(par exemple : si u et v sont des processus de Markov & 2 états
seulement, ces relations sont automatiquement réalisdes. En effet,
l'espace des fonctions d'espérance nulle est de dimension { pour
un prooessué 4 2 états, de sorte que toute fonction d'espérance
nulle est une fonction propre du générateur. Mais on peut donner
beaucoup d'autres exemples).

Dans ce cas, en effet, les covariances des processus en h
sont :. ' ' '

-e .

§1(h) = 5? ‘e—ah : @1(h)'= gf. e~Bh
u u v :

<l

v

La notation g?/u désigne évidemment la variance de 1/u pour la
loi stationnaire du processus en h. Explicitement, on trouve :

RN SR

th,i —5 = = XU 3T = ==
u. u 1 u u

i h

(en désignant par ﬁh la moyenne harmonigue de u pour le processus
spatial), et donc '

e =4 1.1y 5 58 -1l
T u uhu v »V VhV
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Pour interpréter les valewrs propres a et B, utilisons les
relations (5-8). En ce qui concerne u, par exemple, on trouve :

* -3 _ -
J Cu(z) dz = = gi m ( = 1)
0 u h

Dans ce qui suit, il sera commode d'introduire'des'1onguéurs
Lu et Lv, appelées portées intégrales de u et de v, et définies
par les relations :

~°°
2 [
L, = 7| c,(z) daz
u o
.‘DO
e :
L, = . Cv(x) dx
v o
(cﬁ’et c& représentent, évidemment, les variances relatives aux

processus spatiaux). Avec ces notations, nous trouvons :

]

a = %;B (= - 1)-J§
Yn %4

g =2Y (XL _q) L
= 2

L 5, o2

Calculons maintenant 1'intégrale du produit '61 '61 . 11 vient :

u v
. s;5f (I-1Hci-1H
o o = = U, u v, Vv
[ g B man=2Fx - b b
o ¥ - uv (a+ 8)
et done, d'aprds (5-10)
Yy Yh
2
sl O.
D, =2 D, +-—=
nT7 Pt
—_ 2
v (o]
D == D + v
22=g P2ty W
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- . Pour dégager des ordres de grandeurs, plagons-nous dans Je .
cas ou les deux processus u et v sont égquivalents, soit

2 2

-1-1-=V, —h, I‘h::I«f ,a=ﬁ ,Uu=cvetc.-o

bFI

En désignant par L= L = IV la portée commune de u et de v, on
trouve : ‘ _

>
c — .
=L u,cu
D=5 ¢ (= - 1)
4,
2
_ _L w1
Dy =Dy, =% 7 (= + 1)

On en déduit les expressions suivantes, trés parlantes, pour

la dispersion longitudinale DL = D11 + D12 et la dispersion trans-—

versale DT = D11 - D12 y & savoir :
L 62
D, = —=
L m '
o ‘ h
(5’11) _ 0’2
D. = L u
T —
u

En particulier, on a toujours DI;> DT . Dans ce cas particu-
lier treés simple, 1a dispersion longitudinale DL et la dispersion
transversale D sont dans le méme rapport que la moyenne arithmé-
tique U et la moyerme harmonigque ﬁ£~ bigis il n'y a évidemment au~
cune chance pour que cette circonstance subsiste dans des cas plus
généraux.

Un cas de décomposition ergodique.

La technique que nous venons d'exposer (passage par les pro-
cessus en h) n'est utilisable que si les uy et les v. sont stric-
tement positifs, puisque l'on passe par 1l'intermédiaire des



- 38 -

covariances C1/u et 01/v du

processus en h. Plagons-nous
maintenant dans le cas ou

chacun des deux processus u

L 11
N
11

! et v comporte un état zéro
) pour lequel on a

- -l
d

i {l’T | lr | u0‘=fro'=0.

Concrétement, on peut se représenter le milieu physique cor-

respondant comme une matrice solide (dans laguelle le fluide ne
ecircule pas) munie de deux réseaux orthogonaux de canalicules ou
se localise la circulation du fluide. Dans une portion de canal
horizontal, par exemple, on a v = O (état zéro du processus en v)
mais u = u; > 0 (état i du processus u), 1l'épaisseur du canal cor-
respondant étant alors une variable zaléatoire exponentielle d'es-—
pérance 1/ai- Dans une zone d'intersection, on au=wu; >0, v =
vy > O et le fluide circule obliguement.

IL'existence de ces états O n'emplche pas le second membre de
la formule (5-4) de rester fini. Nous verrons que l'expression cor-
respondante présente toujours un sens physique, mais n'est plus
égale a la vrale dispersion transversale DT qu'a un facteur simple
vres, Par contre, les expressions chtenues pour DL conduisent a
des valeurs infinies, comme cela apparait clairement sur les for-
mules trés simples (5-11) : de fait, 1la moyenne Vh est nulle, et
cette formule conduirait & une dispersion longitudinale infinie.

Cette situation provient du fait que le processus temporel

i(t), J(t) n'est plus ergodigue (mfme si les deux processus spa-

tiaux le sont). Il y a, en effet, une probabilité non nulle pour
que la particule se trouve, & 1l'instant initial, en un point ol
1'on a A la fois u = u, = 0et Vv =v_ = 0. Dans ce cas, elle reste
indéfiniment imwobile. Au contraire, si la particule part d'un
point ol 1'on au> O ou v > 0 (1'un des deux pouvant &tre nul)
c'egt-a-dire d'un point appartenant au réseau de canalicules, la
particule circulera et ne s'immobilisera jamais. Il n'y a donc

pas ergodicité du processus temporel, tel que nous l'avons défini,
mais ce processus se laisse décomposer en deux processus ergodiques
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que l'on peut disjoindre : le premier, sans intér&t physique, est
le processus nul (u =v = 0 indéfiniment) ; le second, auguel nous
allons restreindre notre attention, correspohd au cas ou la parti-
cule circule indéfiniment dans le réseau de canalicules,'é partir
d'une situation initiale ol 1'on avait soit u soit v, soit les
deux, différent de O.

Convenons de réserver les notations i, j aux indices diffé~
‘rents de O, et désignons par e(t) le processus temporel (ergodique)
obtenu sous l'hypothése que 1'état initial n'est pas (0,0), i.e.
que la particule part d'un point des canalicules. Au temps t, 106~
tat e(t) du processus pourra 8tre (i,o0), (o0,j) ou (i,j), mais ja-
rais (o,0). De méme, une fonction f(e) prend les valeurs s S foj
ou fij’ meis jimais foo’ Sur ce nouvel espace d'états, l'expression
du générateur L reste dcrnée par (5-1), & condition de faire u_ =

O

v, = 0 et d'exclure 1'état (o0,0). Par exemple, 1l'équation A ¢ = £
s'écrit explicitement '

(X w)ij = - (ai vyt a; ui) fij + ai'vj z& IR fi'j
' . 1
taguy ?l @55 fij?
~ t L} t '
(5-12) | (A g); == 2, v f3,+ay Wy §z D050 T1j0
fo Q)oj == 2, vy L, +a, vy iz ®oit Tiry

A partir de ces expressions, le calcul des Dij est parfaite-
ment possible, et ne présente que des difficultés algébriques. Nous
‘le ferons dans un instant dans un cas particulier simple. Avant de
particulariser, montrons que la relation (5-4) reste valable moyen-—
nant une correction simple. ' '

Pour clarifier les notations, posons

(probabilités respectives de u =u = Oet v=v,= 0 pour les lois
stationnaires des processus spatiaux u et v). Ainsi qq' est la
probabilité pour qu'un point donné, par exemple .1'origine O,
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tombe dans la matrice imperméable, et 1 - qq' est la proba-
bilité pour que O tcombe dans le réseszu de canalicules. On

peut, en terme physique, considérer {° -~ qq' comme une porosité.

Ie processus e(t) auquel nous nous intéressons est conditionnel
4 1l'hypothése que le point O est dans les canalicules. La loi
‘stationnaire correspondante n'est dont plus la loi'produit pp’,
mais, sous forme explicite

, _
g :piq H 'f; =——llqp. S 5..:-——-——1pip.
i0 © 4-qq' ' 0§ " =qq' ’ "1J  1-qq’

Ies lois marginales (de i seul et de j seul) deviennent s

~ ;5 ’ ot P.

Py T g Py = T=qq°

5 g(1=-g') - k 5; - g’(1-g2

Y 1-qq' 1-qq’

de sorte que la vitesse moyenne (U,v) du processus temporel (ou
vitesse effective) ne coincide plus avec la vitesse moyenne (u V)

du processus spatial. Elle est plus rapide. On trouve, en effet :

'.\;
1=-qq'

-
1=-qq'

v =

Land
u =

-e

I1 est facile de prévoir que la méme correction doit &tre
appliquée & la formule (5-4), ce qui revient & remplacer au dé-
nominateur U et Vv par les vitesses moyennes effectives u et V,

soit : »
. 00 N o0
_ 2 2u
(5-13) DT =5 =7 J Cu(z) dz + 5 —D J‘ CV(X) dx
. u + v 0 u + v 0

De fait, la composante transversale (v Xt -1 Zt)/ »’ﬁ2+72
aysnt une espérance nulle, la variance fournie par la forwule
(5-4), relative au processus non ergodigue, est la moyenne pondérée
aq' X variance de la particule pidgée + (1-qq') X variance de la
particule circulante. la premiére variance conditionnelle &tant
nulle, on doit s'attendre a ce que la formule (5-4) fournisse non
pas Dp mais (1-qq')Dp ~ d'ol la relation (5-13).
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"~ Ce raisonnement peut 8tre repris, sous forme plus rigoureuse,
de la maniére suivantee Soient ¢ et ¢ les solutions (définies 2
une constante prés) des équations

Agp=u-1u s A g =v -V

Appliquons & la fonction (& 2 indices) ¢ - ¢ 1l'opérateur )
du processus e(t), tel qu'il est défini en (5-12). On trouve :

vj(ui-u) - ui(vj-v) =u, vV-v.u

(K(cp-tb))ij 5 3

(Klgm9))yy =y 7

I
!
<

(K(g=4)) 5 =

1a relation :

K(¢—¢)'= uv -vu

reste donc valable dans tous les cas. Nous pouvons donc appiiquer
la relation (2-4) avec la fonction £ (& deux indices) définie par

dont 1l'espérance est nulle (pour le proceséus temporel e(t) aussi
bien que pour le processus spatial). Au premier membre, nous obte-
nons (32 + VZ)DT. Mais, au second membre, doit figurer 1l'espérance
B[ (¢-¢)(£-T)] calculée avec la loi Sij stationnaire pour le proces-
sus temporel, soit :

B0 T - v D] = qmir [ 7wy atleymbg) w7 -
i _ _

' - . ! — —

Comme ¢ et ¢ sont définies & une constante pres (qui s'élimine

de l'expression ci-dessus), on peut prendre ¢, = by = 0, et il

vient :
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_ o : : _ oy ‘
El(o-0)(u ¥ = v W)] = 50 [a'F z P; 93 ¥y tau 2; Pj 575

— — ' ) —— ' —_
- ! . . - J . ‘o , - ’ . . -
+-V(1q)Ziplq)iul+u(1q)?;;‘pacl»:,vJ uvZ;de»J ‘uvi P;9;]

=.1_q\q [v)“p q)l(u —u)+u§¢(v - V)]

T PP @ - v D]
Tout se passe donc bien comme si le deuxieme membre de (5-4)
était 31mplement divisé par (1-qq').

EXEMPIE.

Pour calculer, au moins dans un cas particulier, la valeur de
la dispersion longitudinale DL et la comparer & celle de la dis-
- persion transversale Dy que fournit (5-13), plagons-nous dans le
cas simple suivant @

~ les processus spatiaux u(z) et v(x) sont équivalents (A = A’
et u; = vi)

La premiére hypothése est une condition de symétrie ; la troi-
sidme signifie que dans le processus spatial & un seul indice (i
ou j), un état i # 0 est toujours suivi d'un état 0, tandis qu'un
état 0 est suivi d'un état i tiré au sort selon une loi w;  ce
schéma correspond bien au cas d'une matrice solide divisée par
deux réseaux orthogonaix de canalicules. La seconde hypothése est
plus particulidre, et a surtout pour but de nous permettre d'effec-
tuer les calculs jusqu'au bout. Elle exprime que 1l'épaisseur moyen—
ne d'un canalicule ou la vitesse es%t ui'est 1/aui, clest-a-dire

inversement proportionnelle a la vitesse U, e

Apres des calculs 1ntermed1a1res, que je ne reproduls pas,
en désignant par : )
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~ q la probabilité de i = O pour le processus spatial (1 - q2

represente donc la porosité, et on a q/(1-q2) = a E/ao)

‘~ W la moyerme harmonique de u pour le processus spatial con-
ditionnellement si i # Q, soit 1/W = (1-q) 2 (pi/ui)

~u = (Z?pi ui)/(1—q2) la vitesge effective,

~ a, 1'inverse de la longueur moyenne des états 0, on obtient :

g

2 2
Dy = aouq'[Z q(1+q) % - a(1+q) - (1=-9)(1-2 gq-9°) % + (1=q) f%? -
- a(1-a%)]

~

Dy = aouq (q_z + (=) (B - 1ﬂ
L | |

En particulier, pour q = 1, c'est-i-dire dans le cas d'une po-
rosité 1—q2 infiniment petite (canalicules infiniment minces sépa—
rant des massifs rectangulaires imperméables dont le c¢bté a pour
longueur moyenne 1/ao), il reste

[ ~ ~
- o M L.
Dp = 23 (25 - 1)
o)
Dny -
J... ao
|

Comme 2 u représente l'espérance de u pour le processus spa=
tial conditionnelle en i # O , on a toujours 2 W/W = 1. Mais 1'é-
galité 2 U = W peut 8tre réalisée (s'il y a un seul état i # 0,
la vitesse longitudinale est constante, et DL = 0). Par suite, on-
n'a plus nécéssairement DI,Z DT'



