Fontainebleau/CGN N-559

10DELES ISOFACTORIELS
POUR L'EFFET ZERO

JATHERON Juin 1980




AN U s~ WD

MODEIES ISOFACTORIELS POUR L'EFFET ZERO

Par

G. MATHERON

- TABIE DES MATIERES -

INTROTUCTION

IES FACTEURS BINOMIAUX

I0IS DISSYMETRIQUES

UN MODEIE POUR L'EFFET ZERO -
MODEIES BINOMIAUX PLUS GENERAUX
MODEIES POISSONIENS

YODEIES A I0T BINOMIATE NEGATIVE

11
15
17
20

.26



NODEIES ISOFACTORIELS POUR L'EFFET ZERO

Par

G. MATHERON

0 - INTRODUCTION

Deux sortes de raisons quggerent qu'il pourrait y avoir intéret
a remplacer nos modeles gaussiens isofactoriels par des modeles
binomiaux possédant des propriétés équivalentes, ce qui conduirait

a

en particulier & substituer & la loi de Gauss continue une loi’

binomiale (N,p), avec N de 1l'ordre de 10 ou 20.

En premier lieu, on 4viterait ainsi certaines erreurs numé-
riques désagréables. Dans le cas continu, par exemple, pour éva-
luer une intégrale [f(x) g(x) dx on utilise des expressions appro-
chées du type Z)ai g(xi) f(xi). Cette cause d'erreur disparait
dans le cas d'un modé&le discret, puisque l'expressionZ)wi fi est
alors l'expression exacte de l'espérance de la fonction f. A dire
vral, les erreurs numériques de ce type sont en général assez
faibles. ilais 11 y a une cause d'erreurs plus graves lides au
fait que 1l'on ne retient gqu'un nombre fini (N = 10 ou 15 par
exemple) de facteurs hermitiens. Sur le Tableau I on peut voir
les valeurs des réserves récupérables pour une variable lognor-
male eX (X gaussienne normée centree) coupée & x = O ,conditionnée
par une gaussienne Y (avec p = 0.8 ou 0.5). A c6té des valeurs
exactes figurent les valeurs calculédes en utilisant les 20 pre-
miers polynomes d'Hermite (n = O & 19) : en ce qui concerne le
minerai, l'accord est parfait pour p = 0.5, et trds bon encore
pour p = 0.8. Pour le métal, par contre, l'accord est médiocre,
wéme pour une corrélation relativement faible comme p = 0.5
(pour y = ~2, par exemple, valeur conditiomnante non exception—
nelle, on trouve 0.30 au lieu de 0.21). Dans le cas‘de lois
binomiales, il n'y aura qu'un nombre fini assez petit (N = 10
ou 20 par exemple) de facteurs que 1l'on retiendra tous, et cette
cause d'erreurs disparattra.



Ie deuxiéme avantage du modele binomial concerne ce que
1'on peut appeler 1l'effet Zero. Iorsqu'il y a un pourcentage
non négligeable de teneurs nulles, l'anamorphose inverse n'est

pas possible dans le cas gaussien, puisque l'on ne peut pas
reconstituer les gaussiennes associées aux valeurs nulles.
Cette circonstance est particuliérement g&nante pour la pra-
tigue des simulations conditionnelles. Or cet inconvénient
disparalt dans le cas binomial : si @ est le % de teneurs
nulles, on choisit les parametres p, q = 1-p et N de la loi
binomiale de telle fagon que lton ait w, = qN, et toutes les
teneurs gero sont assocides & la mme valeur i = o de la varia-
ble binomiale. D'une maniére générale, toutes les difficultés
liées a 1'interpolation et & l'extrapolation de la fonction
d'anamorphose ¢ disparaissent automatiquement dans le cas bino-
mial ¢ les Za expérimentaux sont groupéds en classes Ci de fré-
quence aussi proche que possible de la valeur théorique

C% pl qN—l
et la valeur 954 de la fonction d'anamorphose en i est prise
égale a la moyenne des Za dans C;.
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I - T&ES FACTEURS BINOITAUX.

Pour introduire commodément les facteurs de la loi binomiale
a 2 variables, partons du cas le plus simple : celui de deux
variables X et Y ne prenant que les deux valeurs O et 1 et ad-
mettant une loi symétrique., Cette loi est obligatoirement de
la forme ¢

alq + pp) qp(1-p)

apr(1-p) p{p + paq)

Elle ne dépend que de 2 paramdtres : p (0O < p < 1, q est
égal & 1 - p) et p compris entre -1 et +1 (c'est le coefficient
de corrélation des deux binomiales). Ia fonction génératrice
correspondante est :

E[SX t7] = (q + ps)(q + pt) + ppa(1-s)(1-1t)

Supposons maintenant que nous prenions la somme de N couples
(Xi Y.) indépendants admettant la mbme moi que ci-dessus. Nous
abtenons un couple (X,Y) dont les lois marginales sont binomiales
(M,p) :

W, =P(X=1) = P(Y = i) = C p~ qN'1
i N
ILa loi & 2 variables (X,Y) admet la fonction géndratrice

X .Y N
(1-1) G(s,t) =E[s™ t7] = [(q + ps)(q + pt) + ppq(1~s)(1=t)]

Ioi de X & Y fixé., Ordomnons G(s,t) en t :

G(s,t) = [a(g*+ ps) + ppq(1-s) + pt{q + ps - pq(1=-8)]

.
N-i N1

-xocd b ot et ( " )
=L 01 q a - pq + s(p+tpg)) (g + pp + sp(1-p))
1

Ainsi, a Y = i fixé, la fonction génératrice de X est :

X i N-i
E(s®|Y = 1) = (q(1-p) + s(p+pq)) (q + pp + sp(i-p))

Conditionnée par Y = i, X apparalt comme la somme de deux



binomiales indépendantes, l'une (i, p+ pq), 1l'autre (N-i, p(1-p)).

Ce résultat est d'ailleurs facile 2 interpréter : sachant que
X = Z)thet Y = Z)Yn.sont sormme de V.A. en tout ou rien identique-
ment distribuées, on a Y = i si i (quelcongues) parmi les Y » par
exeumple Y1,Y2,...Yi prennent la valeur 1, et les autres, Yi+1"'YN
la valeur 0 : alors X1,..,Xi , d'aprds le tableau de départ, va-
lent {1 avec la probabilité p + pq, tandis quenpour X 1...XN
cette probabilité est p(1-p).

Identification des facteurs. Développons la fonction génératrice

(1-1)

N
(1-2)  6(s,t) = T OF g% g o™ (1-8)" (g + p)"" (1-)" (qrpt)" "

Ce développement met en évidence la décomposition factorielle
de la loi. Pour le voir, définissons des quantités H (i) en po-
sant @

— N .
(1-3) T W (1) st = (1-8)" (¢ + pe)" "
1=0

i N-i n.n.n n
Q).

(avec, évidemment, Wi = X Multiplions par CN ANTrpoa

N P
et sommons en n. Cela donne :

; N
E C;; }\n pn qn ]i I{n(i) Sl = [q + ps + qu(“—S)]
i,n
N
= [q(1+rp) + ps(1-rq)]

i i N-1
=2 W, sT(1-Aq) (1+Ap)
1

En identifiant les coefficients des termes en sl, nous obte-
nons donc identiquement en A :

N : N-i

(1-4) T cppt ot AT H(3) = (1-aa)T (142p)

n=o0

Des relations (1-2) et (1-3), nous allons déduire 1l'orthogo-
nalité des Hn :

LY



<H, H >= %) Hh(i) Hm(i) W, =0 pour n # m

De fait, adjoignons & (1-4) l'expression analogue :

N-i

1-" Z}c ( 1- i1
(1-4") z Np g™ " H (1) = (1-pq)™ (1+pp)

Multiplions membre & membre (1~-4) et (1-4'), puis sommons en
i apreés multiplication par Wi. I1 vient ainsi :

LIPS ¢ R 4 n
Z W Cy Cy (pa

i,n,m

N
[p(1-Aq) (1-pq) + q(1+Arp) (1+pp)]

TR (1) H (1) A"

= [1 + pg A p]

[

k k kX .k Xk
=25 Cr P o A

. o n m N
Identifiant les termes en A" p , nous trouvons ainsi :

?wi H (1) H (1) =0 (n # m)
(1-5) 5 1
Zzwi(Hn(i)) =Tnnon
i CN Pq
Ies Hh(i) sont donc bien orthogonaux. Ils ne sont pas normés
2 1'unité : les expressions normées correspondantes sont ¢

(1-6) x (1) =@ o @ (1)

Pour les calculs pratiques, les Hn(i) sont d'emploi plus léger
que les expressions normalisées (1-6). Notez qur Hn(i) et xn(i)
sont des polynomes de degré n en i, comme on peut le voir facile-

ment & partir de (1-4).

HMontrons maintenant que les x, sont les facteurs de notre loi
binomiale & 2 variables : de fait, d'aprés (1-2) et (1-3), on
voit immédiatement que la probabilité Pij d'tavoir X =1 et Y = J
vérifie :

(1=7) Pyy =Wy WD cy p" Pt o H (1) H(3)



ou encore, en utilisant les polynomes normalisés (1-6) :

(1-7) P; 5

W n . .
Wy W E P x, (1) x,(3)

Ainsi, les Xn sont les facteurs de la loi, et les valeurs
propres correspondantes sont les pn :

(1-8) E[H(X) | ¥ =3J] = ¢" B (7)

Développements orthogonaux. Toute fonction (ou vecteur) f =(fi)
admet le développement '

£, =0 ¢f x, > xn(i)
n
que nous utiliserons plutot sous la forme :

N
£, = IEO C, Hn(:.)
(1-9) .
_anp n n .

C,=CyP q igo L/ Hn(l)

Par exemple, d'aprés (1-3), la fonction £, = sT admet les

coefficients :

N—-n
c, = Cﬁ e qn (1-s)™ (g+ps)
et on a donec
i N n
—s n_n n/f i-s_ .
(1-10) (q+pS)N - IE-‘;O CN pq (q +PS) Hn(l)

Permanence de la loi logbinomiale. Une variable logbinomiale est
une V.A. de la forme a si ou i est binomiale., Comme E(sl) =

= (q+ps)N , on voit que toute logbinomiale Z de moyenne m peut
s'scrire, d'aprés (1-10) sous la forme :

N n
_ n.n n 1=~s R
Z2=m ;E; Cy P a (q +ps> H (3)



Prenons l'espérance de 2 &4 Y = J fixé : comme les H, sont
des facteurs, il vient d'aprés (1-8) :

N n
_ - n n 1-8 :
E(z | Y=J)=m nE)O cy P q (p T 05 +ps) H (3)

Or ceci peut stécrire :

‘ 1-s '\ .
Bz |Y=9)=u 2 cy o qn\(q+ 2.) H,(3)
il

(q+ps')ii

A M=

avec
_ a(1-p) + s(p+pa)
q + pp + sp(1-p)

Ainsi, la2 lol logbinomiale va bénéficier dans ce modeéle des
mémes propriétés de permanence que la loi lognormale dans le
modéle gaussien.

Pormules de récurrence. Pour les calculs pratiques, nous disposons

de formules de récurrence trés commodes :

Récurrence en i (& n fixé) :

(1-11)  (¥=1) p H_(i+1) - [¥p - i(p-q) - n] H (1) + iq H(i-1) =0

Récurrence enn (& i fixé) :

(1-12) (¥-n) pg H , + [1 - Np + n(p=q) ], +n H,_, =0

A cBté des Hn’ il est commode, dans les calculs pratiques,
d'introduire les quantités duales :

(1-13) (i) = oy p" o Wy H (i)

de sorte que les formules (1-9) s'écrivent :
£, = % ¢, H (i)

¢, = ? £, W (1)



Pour ces quantités'Wh(i), la formule de récurrence en n est :
(1-14)  (ne)W , + Ii - Np + n(p=q) W, + [N-n + 1] pq LS

Notons que la formule (1-11) est déja vraie pour i = 0, et
de m8me la formule (1-12) pour n = 0. Il en est d'ailleurs de

m&me pour (1-14), & condition de prendre W_1 = 0,

Pour amorcer ces récurrences, noter gque l'on a :
— __1__ . ] — A 2 _ — i i N’-i

H (o) = i H(1) =1 , W(i) =W, =Cyp q

Ia démonstration de ces formules se fait sans difficulté a
partir des relations (1-3) et (1-4). Notons aussi, en passant,
que la relation de récurrence (1-3) fait apparaitre 1l'expression
du générateur infinitésimal de la chafne de lLlarkov que 1l'on peut
associer a cette loi (X serait X, Y serait X(%), et p = p(t) =
exp (-at)).

Etablissons seulement, & titre d'exemple, la relation (1-12).
Pour cela, dérivons (1-4) en A et multiplions par

(1-Aq)(1#AD) = 1 + A(p-a) - A2 Pq

Il vient ainsi :
Zn g q® A" (1 + Alp=q) = A% pq) H (1) =
n
)N'—l

[p(N-1)(1-Aq) = q 1(1+Ap)](1=Ag)> (1+Ap

_ n n.n i .
—%C{}p Q" A" (p N-i-A p o N) H (1)

I1 suffit ensuite dt'identifier les coefficients des termes
en A" de ces deux développements pour obtenir (1-12).

Remarques -~ On est frappé de l'analogie des relations de récur-
rence en i, (1-11) et en n (1-12). De fait, si nous considérons

[y



~-10—-

les quantités

on voit sens peine qd'elles vérifient une relation de récurrence
identique & (1-11), & un échange pros des variables n et i.

On en déduit une trés curieuse relation de symétrie entre
les indices h et i, & savoir :

: n AR
(1-15) a H (i) =q Hi(n)J
Mutrement dit : les quantités H (i) = q" H (1) dépendent
symétriquement des deux indices n et i,
De la mBme manieére, changeons i en N-i, en posant
T (i) = Hn(N-i)

En substituant dans (1-11), on constate que ces quentités
Tn(i) obdissent & la méme relation (1-11), & un échange prés de
p et de g. On a donc une relation de la forme

H (N-1i,p) = A H (i,q)
Pour identifier A , remarquons qu'en i = 0 on trouve a

gauche Hn(N) =n(~1)n/pn et & droite A Hn(o,q) = An/pn . On a
donc A = (-1)" , et par suite :

(-1)" " (i,q)

(1-16) H (N-i,p)

il

En particulier, pour p = q = 1/2, il vient H (N-i) = (-1)" H,(1)

ces polynomes sont symétriques ou antisymétriques autour de N/2
selon la parité de n.
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II = I0IS DISSYLMETRIQUES.

Ies lois ci-dessus sont symétriques en X et Y. Elles convien-
dront, dans les applications, pour décrire par esemple des teneurs
ponctuelles en deux points différents. En l'absence d'effet O,
elles peuvent aussi convenir pour des variables de supports dif-
férents. Mais, si 1l'effet O est notable, il n'est pas possible
d'attribuer la m@me probabilité qN 3 la teneur O pour des supports
différents, et q (ou N) doit pouvoir varier.

Pour construire des lois dissymétriques, considérons la for-
me générale de la loi de deux variables X et Y ne prenant que
les valeurs 0 et 1. Elle se met sous la forme :

qq' + pax ap' - pa

Pa' - pa pp' + pa

p et g = 1-p définissent la loi marginale de X, p' et q' =
1-p' celle de Y, On a posé :

= Vpp' qq"

Enfin, p est le coefficient de corrélation (il y a donc 3
paramétres). Noter gue p est soumis & des limitations plus séveres
que dans le cas d'une loi symétrique :

o ] ' 1

Ies cas limites ol 1l'une de ces indgalitds devient une éga-
1lité se révéleront pleins d'intér8t. En supposant, par exemple,
P' = p 1l'égalité

1]
p = V%ﬁ- y soit pa = gp'

correspond a une loi de la forme



-1
On a ¥ < X p.s. : le seconde variable est dominée par la
premiére. De m8me, 1'égalité
p == bp y sSoit pa = - pp!
correspond & une loi de la forme :
(1-p-p' p'
(. )

Ies deux variables sont incompatibles (XY = 0 p.s.).

Revenons au cas général. Ia fonction génératrice est :

?
E(s® s"Y) =(q + ps)(q' + p's’) + pal1-s)(1-s')
Si maintenant nous additiomnons, comme dans le cas symétrique,

N couples (Xh Yn) indépendants admettant cette mBmelloi, nous ob-
tenons la fonction génératrice

N
(2-1) G(sys') = [(q+ps)(q'+p's') + p a(1-s)(1=s%)]

les lois conditionnelles s'en déduisent sans difficulté,
avec la meme interprétation que dans le cas symétrique. On trouve :

- N-i
Bla/Y =1] = [0 - B + s(p + 201" [a + 2% + a(p - £9))

(2-2) 2 3

E[s'Y/X = J]

. N-
[q" - &% + s'(p' + QE)]J[qv+ L% 45(pr- £%)]

P p q q
Regardons nos deux cas limites :

51 Y est dominé par X, soit pa = gp', il reste :

N-i!

E[s¥/x = i1]

il

Si"[%t + s(1 - %c)]
(2-3)
| Bls* /x = 7]

il

|} |
[1-3+s2]



43

I'interprétation de ces relations (2-3) est assez claire :
lorsque la variasble dominde Y est égale & 1', X est la somme de
i' et d'une binomiale (N-it'), 1 - ¢/q°'.

Au contraire, si la variable dominante X est égale a j, Y
est une binomiale j, p'/p.

Tout ceci se congoit trds bien, si l'on remarque que l'on
peut présenter ces variables sous la forme

X=21

Y=21 1
A An Bn
avec des évinements A et B indépendants, P(A)) = p, B(B)) = g'.

Ces lois (2~3) seront trés commodes pour représenter un
effet zéro.

Identification des facteurs. Procédons, comme dans le cas symé-

trique, en développant G(s,s'), soit :

N
(2-31) G(s,s") = T @ " o (1-5)"(1-5")M(q+ps) (g r4prs )"
=0

Utilisons (1-3), en distinguant évidemment les polynomes
» T - ' 3 -
Hn(l) = dn(l,p) et Hn(l) = Hn(l,p')

qui dépendent explicitement de p(p'). Il vient :
=W, . %g B o o™ H (i) H ())
(2-4) Py. =W, ﬂj y P o H (1) B3

1d n=0

Comme o = \/pg p'q', si 1l'on introduit les polynomes normali-
t
sés Xn et Xy ceci s'écrit encore

' = V"N 1 i (i
(2-41) Pyg =Wy Wy ;20 P x, (1) x,(3)

] -
Ainsi, les Xn et les Xn sont encore les facteurs, et la
n .
valeur propre correspondante est encore p'. On a donc bien :

Ay
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il
]

E[x,(X)/Y = §]

i]

]
o X (3)

It
H

B[, (Y)/X P x, (1)

t
Mais, si 1l'on utilise les polynomes non normalisés H et Hh s
on prendra bien garde que la formule ci-dessus soit &tre remplacéde
par :

st/ = 31 = 2R
‘ P aq

E[H_(Y)/X = i] pnl/'—%fl—g-;l- B, (1)
p' q'

. ]
Cas ou Y est dominé par X ¢ p'< p et pa = gp', soit p = ab_

(2-5)

i
I

Ies formules (2-5) s'écrivent alors

| B, 001 = 3] = @D H,(9)

(2-6)

; ( E[H (Y)/X = i] = (-g.)n H, (i)

Ceci nous conduit 4 des forrules de transformation (de p en

P' < p) assez remarquables.

On a vu plus haut (relation 2-3') qu'a X = i fixé Y est une
binomiale (i, p'/p). On a donc

N . . -
J ' t 5 ]
E = 3 = CJ 27y -2 1=J s
[H, (Y)/X = i] j‘z__?o i (370 =370 B 3)
En comparant & la seconde relation (2-6), il vient donc la
formule de passage de p' en p > p' :

i
- ; - (a'yn
(e-7) H(i,p) = (q ) JE;

J (R'yJ(q - R"yi-9 -
Ci (P )2 (1 D ) Hn(Jsp )

Cette formule, constituant une identité en p et p', reste
numériquenent valable pour p' > p, bien qu'elle n'admette plus
alors d'interprétation probabiliste évidente. On peut d'ailleurs

[y
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la démontrer par voie purement algébrigque, en utilisant le
développement (1-4).

De la mme maniére, 4 Y = j fixé, on a vu que X est égale
a4 la somme de J et d'une binomiale (N-j), 1 - %.). Par suite
E[H (X)/Y = j] = Nz-;j ¢t . (1-2 )i(a yN=1-] (3+i)
n izo N-] qa'’ ‘q' K,
En identifiant & la premiére relation (2-6), nous obtenons
la seconde formule de transformation :

N~j . . A
(2—8) Hn(jyp') = (Bu)n _ZJ clj\]:-j (1 - %o)l(%|)N-l-3 Hh(i"'jyp)

P 1=0

IITI - UN MODEIF POUR L'EFFET O.

Plagons-nous dans le cas ou les données expérimentales
(support ponctuel ou quasi-ponctuel) Za compo;tent un pourcentage
mé important de valeurs nulles, par exemple mé = 30%. Nous choi-
sissons un modéle binomial (Np) avec, par exemple N =9 (i.e. 10
classes). La classe des teneurs nulles devant s'identifier & 1la
classe i = 0, il faut donc prendre p' tel que
N

=(1-p") =

?
a o

Sur notre exemple numérique, ceci domne q' = 0.8748,"
0.1252.

1l

p'

Nous choisissons 1'anamorphose Pi0 i=20, 1,...q avec
Py = 0, de fagon a ajuster au mieux l'histogramme expérimental,
et nous formons son développement factoriel :

c, = }13 N Wn(i,p')
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Si X = X, est la binomigle essociée & un bloc v, 1l'ana-
morphose Py associée au support v est définié par :

9,(X) = E[9(¥)/X]

soit n ﬁ"'-
o, (X) = %} c, ol I/ Pp'n, 9._'_n H (X, p)

q

On choisit p de maniére & retrouver la variance Sg des
blocs : ce qui donne ici
: 2 2n
Ch P
2 _ n
(3-1) 5, =

nso C{\Tl p'n q_'n

(noter que figurent au dénominateur les termes p' et q' et non
P et q_)o

Comme Y, & X = i fixé, est binomiale (i,p'/p), on a aussi :

l'expression suivante pour 1l'anamorphose des blocs :
o (1) = Bl @)1 - BN o)
v j=0 i °p P 9

Bn particulier, pour i = O on trouvera g (o) = (o) = 0.

Comme p' est comnu, la relation (3-1) détermine p. Dans
ce modéle, on a la relation

= }f9r.
p pq'

qui détermine 4 sontctour le dernier parametre, soit p :

p = p' - pzq'
y . 2y T YT T
P+ p a P+ p q

(Dans notre exemple numérique : avec p = 0.5, ceci domne p =
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Dés lors, le pourcentage des bloes de teneur nulle se trouve

fixé :

> , I

(-2 o = o ()
p' + p” q'

(dans notre exemple = w = 0.0170, soit moins de 2% au niveaun

des blocs, contre w! = 30% au niveau ponctuel).

t

o
C'est donc une caractéristique assez particuliere de ce

modéle que d‘'imposer la loi d'évolution des teneurs O en fonction

de la taille du support.

Ie choix de N ne doit pas exercer une grande influence sur
cette loi. De fait, g' est voisin de 1 et p' trés petit, On a
donc sensiblement ¢

. '
? - N = 24
(o] 2 q

p' +p

Comme, de la m&me maniére, on trouve au niveau ponctuel

-N p'/q"

ilvvient donc simplement

1
2
®o = (mé)p

(en fait, dans notre exemple, N = 9 est relativement petit, et
on trouve (0,3)4 = 0,008 au lieu de 0,017).

IV —- MCDELES BINOMNTIAUX PIUS GENERAUX.

A cdté des modéles ou p # p', on peut également s'intéresser
au cas N # N'. Plus généralement, en écrivant

X, (1) = x, (1,0,0) , xp(d) = x (4,p',0")

cherchons un modéle de loi de la forme :

[§
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—w oW B (1) x.(
Pig =W Wy AEL Tn Xn(1) x,(9)

La sommation est étendue jusqu'a un entier R, obligatoire-
- mznt inférieur ou égal au plus petit des deux entiers N et N'.
Ies coefficients Tn doivent &tre choisis (si cela est possible)
de maniére & ce que les Pij soient > 0.

Passons & la fonction génératrice

/ | G(S,S') = E Pi. s:.L s'{J
i,g 9

Compte tenu de (1-3), nous trouvons

G(s,s') = Z T \/C{I‘ <HE A s a " (1-8)(1-5 ") q+ps) V(g r4pre )N '
n=o0

Posons, comme ci-~dessus, q = ' '. L'expression ci~dessus s'éerit :
) ’ 1Y aq ]

R

Y- —

6(s,s") = (q+ps)" R(qr+p's) ¥R 5 cg o TI; (1-8)"(1-s )T %
n=¢

(q+ps) P (qreprsn) & ™

n I
avec T' ~ Tn CN CN'
n o
R
En comparant avec (2-3'), il apparalt qu'en prenant T pn,

on retombe sur un moddle probabiliste : (X,Y) est la somme de
deux couples, l'un (X',Y') obéissant & une loi de type (2-3') ,
1'autre (X",Y") formé de deux binomiales indépendantes et indé-—
pendantes de (X,Y). On aurait alors

G(s‘,S') = (q+ps)N"R(q'+p'S')N'“R[(q+p8)(q+p's') + pa(1—s)(1—s')]N"

]
n .
Prenons done T, =p" soit
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. . ]
Ies facteurs de cette loi sont donc encore les X, €t les Xy

mais seulement pour n < R < Inf (N,N'), et les valeurs propres
associées sont les Tn.

Ie cas p = 1 n'est possible que si p = p'. Supposons p = p'
et p = 1. La formule (4-1) se réduit ici a :

N'-R [

G = (q+pS)N_R (g+ps) q + pss']R

| 11 lui<correspond‘un*mpdéle du type X = X'+ 2, Y =Y' + Z
ol X', Y' et Z sont trois binomiales .indépendantes.

Particuiarisant,plus,éncore, prenons N' = R < N. Alors
(4-1) 6(s,8") = (¢ + p3)"F (q + pss)®

Ie modeéle est du type X =Y + 2, oW Y et 2 sont deux binomiales
indépendantes. Ies valeurs propres sont ici :

0
n n
N

Cette loi (4~1) posséde des propridtds intéressantes :

AY =1 fixé, X est égal & i plus une binomiale (N-R,p). Au
contraire, a X = j fixé, on trouve

c§ cR-i o d-1

P(Y’-"i/X‘—'J) = ‘R“ =J — R JN—R
Cn

I1 va en résulter des formules dé transformation de N en N?

. analogues aux formules de passage de p en p' établies plus haut. -
Ici encore, on a, en effet '

i\

E(x,(X)/¥) = T E(x ()

E(x,, (Y)/X)

il

T, E(x, (X))

soit, avec les fonctions Hn :



c
B(H (X)/Y = 2 5 (¥)
Cx
E(H (Y)/X) H, (%)

Compte tenu de la loi conditionnelle de Y a X = j fixé, nous
trouvons donc, d'apres la seconde des relations ci-dessus :
i dJ=1
°k Cn-r
e

- ',N =
(4-2) 1M =2

H_(1,R)

N

(sommation sur 1l'ensemble des i compris entre R-N+J et J).

De la mBme fagon, puisque & ¥ = i fixé, X est i + une bino-

Co :
. _ _N J J _N-R-J .
( 4—3) Hn(ly R) - C'n' Z) CN_R P q Hn(1+J,N)
R
Telles sont les formules d'échange de N en N' = R.

V - MODEIES POISSONIENS.

Les modéles poissoniens se pr&tent particuliérement bien 2
la représentation de 1lteffet 0. Ils correspondent au cas ou N
tend vers 1'infini, Np restant constant et égal & 6. On note que
ces modeéles réintroduisent le risque d'erreur numérique, puisqu’
il y a 4 nouveau une infinité de facteurs, comme dans le cas
gaussien, mais ce risque n'est peut-&tre pas tres grave en pra-
tique.

Pour introduire commodément ces modéles, définissons les
Hn(i), par analogie avec (1-3), en posant :

(5‘1) > Wi Hn(i) s:L = (1_S)n 8‘9(1-3)
i

T -0 n .n

7 € . Multiplions par A 67/n! et

D

avec, évidemment, Wi =

b
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sommons en n, 11 vient

= ¢~8(1=A) (1-s)

n,i

Z W, H (1) st
| _ 5 8-0tst e (1-a)
A

D'ol, par identification

n n .
(5-17) > AR w (1) = (-0t B
2

L'orthogonalité de ces polynomes Hn(i) se démontre de 1la
méme fagon que dans le cas binomial. On trouve :

= n!
(5-2) <H), Hy > = 6n,m ol

les polynomes orthonormés seront donc :

eIl
(5-3) %, (1) =V& 1 (1)

Mais, dans les applications, les Hh seront plus comuiodes
d'emploi que les Xn* Introduisant les quantités Wh, duales des
H , définies par

en

(5-4) W (i) = o5 Wy H (1)

les développements orthogonaux sont donnds par les formules :

f. =2 C_ H (i)
(5-5) a7
C, =§i3 £; Wn(i)

En particulier, dans le cas de la fonction puissance, on
retrouve la formle (5-1'), avec A = 1-s :

(5-6) st o001-8) L 82(1=e)" y (3
n
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Ies relations de récurrence. On peut les obtenir par calcul
direct, comme dans le cas binomial. On peut 4galement passer a
la limite N -+ o, Np = 0, q - 1 dans les formules (1-11) et
suivantes. En ce qui concerne la récurrence en i, on trouve :

(5-7) 8 Hh(1+1) - (6+i-n) Hn(l) + i dn(1-1) =0
expression lide étroitement au générateur infinitésimal de la
chaine de lMarkov que 1l'on peut associer & la loi de Poisson.

La récurrence en n, de son cdté, donne :

(5-8) ® Hyy-(@+mni)H +nH . =0

et, pour les poids Wn(i) introduits en (5-4) :

(5-9) (n+1)W . = (0 + n-i) Ww,+ew ,=0

Ces récurrences sont amorcées par les valeurs initiales :

H (i) .= 1 H (o) = 1 W (i) = W. = ot e~0
o ‘ ’ n ’ o i~ 1T

Ia formule (1-15) se transpose sans difficulté : du fait
que q a disparu, les relations de récurrence (5-8) et (5-9),
ainsi que les conditions initiales ci-dessus, montrent que les

indices n et i jouent des r8les parfaitement symétriques. On
a donc @

(5=10) H (1) = B (n)

(cette symétrie est d'ailleurs apparente sur les relations
(5-1) et (5-1')).

Passons aux lois & deux variables , en traitant directenent
le cas dissymétrique. Posons

] l' n 3 ! 1
By =W T el () xn(3)
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la notation W& ' X; etc... désignant les quantités relatives &

la loi de Poisson de moyenne 6' au lieu de 6. Compte tenu de
(5-3), ceci s'écrit & 1'aide des H  sous la forme

-
.

- ' o n n . L
(5-11) Py o= Wy wJ%l) %T Ve g¢ H (1) H (j)
Formons l1l'expression

A J
Gi(s') = W; %) Pij s!

Utilisant la définition (5-1), il vient d'abord

G;(s') =3 il ni’n o H (1) (1-s")" e~8'(1=s")

puis, d'aprés (5-1') avec A = p V%% (1-s"')

(5-12) G (s*) = [1 - p\/......._,_ s' p 9']1 -(6'-p V.e—e—')“_sv)

On voit qu'il s'agit effectivement d'une loi (les P 1j sont

= 0) pourvu seulement que p (qui est alors le coefficient de cor-
rélation des deux variables) vérifie les indgalités

-
-

p=20 , p svf—‘ y P s\/r—

AX=1 fixé, X' apparalt comme la somme de deux V.A. indé-
pendantes : l'une, binomiale (i, V-%T), 1'autre poissonienne
(' - pVosr).

La fonction génératrice & 2 variables :

6(s,s') = L 7y, st s'd =pw, st g (sn)
- 1

se déduit sans difficulté de (5-12). Il vient :

(5-13)  G(s,s') = e~0(1-8)-8'(1=s") + p @5Y1-S)(1_s')
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Notons qu'en posant

6, =0-pVyee'; e,=0'-pVee'; 6,=pVoe

i = ' =
i.e. 6 61 + 63 y O 92 + 93 y on trouve

G’(S,S') = 9_91(1—5)-92( 1-s ')-63(1-58')

ce qui prouve que le modéle est de la forme :

X=X, + X

1 B,X'=X + X

2 3
ol X1, X2 et X3 sont trois poissoniennes indépendantes, admettant

respectivement les espérances 61, 6, et 63.

2

Cas ol l'une des variables est dominde par l'autre.

Supposons, par exemple, 6' < 6, et plagons-nous dans le cas
extréme ou 1l'on a

p = V%' » et done 6, = 0' - p VBO' =0

Dans ce cas, X, = O p.s., et le modele est de la forme

X=X'"+ X3

En particulier, X' < X p.s. D'aprés (5-12), on voit qu'a
X =1 fixéd X' est binomiale (i, 6'/8). Au contraire, a4 X' = J
fixé, X est égale & J plus une poissonienne d'espérance (8-01').

Ce modéle domne une loi simple pour l'effet O : la proba-
bilité de X' = O est ici

¢ -f) !
mc') = e ©
Pour w_ = e—e, compte tenu de 6 = e'/pz, on trouvera donc
2
1/p
(5-14) o = (')
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Cette relation, qui n'était qu'tapprochée dans le modéele
binomial, est ici valable en toute rigueur (ce qui ne veut é&vi~
denment pas dire qu'elle sera vérifide dans la réalité physique :
on a le sentiment qu'il manque un paramétre pour représenter
1'effet 0, et c'est pourquoi, dans le prochain paragraphe, j'in-
troduirai les modéles & loi binomiale négative, qui comportent
effectivement ce paramdtre supplémentaire).

D'aprés 1l'expression (5-4) de la loi & 2 variables, les Xn
et les X constituent les facteurs attachds & la valeur pr0pre
pn. On a donc

i
il

E[x, (X)/X = J]

o xh(3)

i]

1l
i

E[xf(X*)/x P Xp(1)

Mais on prendra bien garde qu'avec les polynomes non norma-
lisés ces relations doivent s'écrire

T % RO
E[H (X')/X = i] = pnl/-;-?; H (1)

v
Dans le cas ol X' est dominée par X, soit p =V%—- sy Ces
relations prennent la forme

i (1)

o1y

2 w9

$ B[H,(X")/X = 1]

( E[H, (X)/x* = J]

il
i

Compte tenu des lois tres simples trouvées ci-dessus pour X'
conditionnée par X et inversement, on obtient les formules sui-
vantes pour le changement de 6 en 8' :

W - 2 G ) (-8 g
() =(2.) z Hn<i+j)ﬁ’;%'>—i e~(6-0")

(5-16)
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Notons enfin, pour terminer ce tour d'horizon consacré & lag
loi de Poisson, que la log—-légalité est vérifide dans ce modeéle,
tout comme dans le modéle binomial. Cela résulte immédiatement

du développement (5-6) de la fonction puissance, ou, plus sim—
plement encore, de l'expression (5-12) de la fonction généra-
trice conditiommelle de X' & X = 1 fixé : en changeant les
notations, cela donne :

E[a'/x] vX
B(eX)  E(pX)

avec b = 1 - (1-a) pV%'.

VI - MODEIES A TIOI BINOMIATIE NEGATIVE,

ILa loi binomiale négative & une varisble est une loi concen-
trée sur les entiers > 0 avec

i . , _
(6-1) W. = qV I%%%%l ET = qY (v+i=1)(v+i=2) .. (v+1)v o

i i il

et admet la fonction génératrice

. v
(6=11) S oW st = (3.
iso *t (1—ps

Elle dépend de deux paramétres : p(compris entre O et 1, on
a posé comme d'habitude q = 1-p) et v qui est un réel > 0 quel-
congue. Le cas v=1 correspond & la loi géométrique W, =q pl, ou
loi de Pascal, qui est la version discrétisée de la loi exponen-
tielle. D'une maniere générale, la loi binomiale négative se
présente comme une version discrétisde de la loi gamma de para=
metre ¢ = v. On sait qu'on peut 1l'obtenir & partir d'une loi de
Poisson d'espérance 6, en remplagant 6 par une variable de loi
gauma (avec « = v et un paramtre d'échelle b défini par p =
1/(1+b)). Si v tend vers 1'infini avec p v = 8, on retrouve la
loi de Poisson.
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I1 existe plusieurs meniéres dfintroduire la loi binomiale
négative a deux variables et les facteurs que nous avons en vue.
Pour aller droit au but, nous poserons par définition, par ana~
logie avec (1-3) et (6-1) :

i qY (1-8)®
(6-2) ?wi Hn(l) st = E(l;;-)%)m

les W; étant évidemment définis par les relations (6-1). En uti-
lisant la m@me routine de calcul que dans les cas précédents,
nous trouvons :

n ) ‘ v
T(v+n n . . 1 _ q
? Tv) P nuT ? vy %(1) s = (1 - AP - ps(1—ﬂ)

- (__g_)v » r(v+i) pi st _Lj—x)i
1-Ap i

i T 3t oap?
D'ol, par identification
r(v+n) p= AD . 1=\ 1
(6-2") P2 H (1) = :
n ) n! n (1=rp) VL

11 est facile de voir que les H, sont des polynomes (en i)
orthogonaux. Des calculs tres analogues & ceux qui ont été dé-

t2illés dans les cas binomiaux et poissoniens dorment ici :

— T'(v n!
(6-3) < Hy Hy > = T(v+n) ﬁn Spm

Ies polynomes normalisés seront donc 1les

n
(63" o VIR & %,

Ici encore, on introduira les quantités W (1), duales des

H.» définies par

(6-4) w (i) = Pl(,n:" g; LA Hn(i)

de sorte que les développements orthogonaux seront domnés par les

LY



formules habituelles :

¢, H (1)

=2
n
=3 f 5 W (1)
i n

. i . .
Dans le cas de la fonction 8™, on trouve en particulier :

(-5 ()t z I & () n

formule qui n'est d'ailleurs qu'une variante de (6-2').

Venons~en maintenant aux relations de récurrence, Ies rela-

tions en i, liées & l'expression du générateur infinitésimal,
s'écrivent

(6=6) (v+i)p Hn(i+1) - [vp + i(1+p) - nq] Hn(i) + 1 Hn(i—1) =

Ies relations en n se révelent identiques aux précédentes,
sous réserve d'échanger i et n. On trouve, en effet :

(6-7)  (ven)p Hy y = [vp + n(1+p) = iq] Hy +n H _, =0
Pour les Wn, enfin, il vient :

(6-8) . (nt1)Wy,, = (vp + n(1+p) -~ dq) Wy + (v +n=-1p W _, =0

Ies valeurs initiales & utiliser pour amorcer ces relations

sont @
Hy(3) = Hy(0) = 1 5 W (i) =W,

I1 en résulte la relgtion de symétrie en n et i :

(6-9) H (1) = H;(n)

d'ailleurs ¢évidente par simple inspection des deux rélations
(6-2) et (6-2").



Examinons maintenant les lois & deux variables. Nous sou=-
haitons gque les waleurs propres soient pn. Si nous prenons
comme lois marginales pour X et X' deux binomiales négatives
quelconques, (v,p) et (v',p') respectivement, nous trouvons
une expression de la forme

! n . LI
Big =V Wy Z e Xn(1) x,(3)

ce qui donnera, en fonction des polynomes non normalisés :

_ ' 0 /T(ven) T(v'+n') p
P W WJ§ o2

oo . -
i T4 nT TV TOvT) Hy(1) B, ()

C'est seulement dans le cas v = v' que l'on parvient & des
expressions traitables. Limitons-nous donc au cas .:

v = v' mais p # p' en général.
Il vient alors :

t n Qn L4
(6-10) - Py =Wy Wy X o %—?’&‘)’l —MB;;.-P—— H, (1) H (J)

n
Formons alors l'expression :

. ij

G.(s') = ¢~ ¥ P, s'
J. 1i 3

En utilisant la relation de définition (6~2), il vient ¢

G.(s') =3 pn I‘Ln+v) VLn p:n q,\l (1-S'ln
1

" r(v) nt (1-p's )2V

H, (1)
Appliquant ensuite la relation duale (6-2'), avec
‘/ "‘S'
p _,,p s'

on trouve

q' >v<1-p'8' - p\/%—'ﬁ-s') )i

(6~11) (G;(s') =
1 i\s ( 1_pm| - s'(p'- o VI—);') 1-p's!' - pVEI?U-S')
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Ie premier facteur du second membre est facile & interpréter :
pourvu que p (supposé > 0) soit inférieur & g', il représente
une loi binomiale négative. I1 est moins facile de voir que 1le
second facteur est lui aussi une fonction génératrice. On le voit
pourtant en écrivant :

]
1-p's' - p @(1-8') _1-p Vg' paa' V2 s

= +
1-p's' - pVop'(1-s')  1-p Vop'  (1-p Vpp")[1-p VED'-8'(2"-p V7D") ]

Cette expreésion est bien une fonction génératrice, et le reste
lorsqu'on 1'éléve & la puissance i. Au total, donc, sous les condi-

tions :
| ]
p20 , px V& y P S‘Agr

P

(6-10) est effectivement une loi de probabilité.

Ie cas limite p = \[gT (avec p' < p) se révdle plein d'intér8t :
ici encore, il correspond au cas ol l'une des variables est dominde
par l'autre, soit X' < X p.s. De fait, la composante hypergdométrigue
disparatt dans (6-11), et il reste :

i
Gi(s') :(—-E;;L'+B.'-g.s')
a'e pq’

Ainsi, dans le cas ol X' < X p.S., &4 X =i fixé, X' est
binomiale (i, E%Q). Toujours dans le cas p = %', cherchons, in-
versement, la loi de X a X' = j fixé. Il suffit d'échanger les
r8les de p et p' dans (6-2) avant de faire p = g' pour obtenir
la fonction génsdratrice conditionnelle de X & X' = J fixé. On

t .
rouve v

65(s) = ( 1_:{%)) T3

Ainsi, dans le cas dominé, X a4 X' = J fixé est égale & j plus

-y !
une binomiale négative (v + j, EEE_ ).
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Conséquence pour 1l'effet Zéro. Dans le cas dominé (X' < X p.s.),
les probabilités_d'avoir X' = 0 ou X =0 sont respectivement :

v, Y

Par ailleurs, on a p==V@?, donc q = 1 - B o« Ainsi, 1la
]

2
relation entre w_ et w_ est : ‘ P
(o] 0 !/V
(1 - 1)
B = |1 - —
(o} 2
' p

' _ 2
Iorsque v est grand, on retrouve évidemment la loi ©, = m61/p .
Mais, si v est relativement petit, cette loi prend un aspect assez
différent. Par exemple, pour v = 1 (cas de la loi géométrigque, ou
loi de Pascal), on trouve
_ m(') - (1"‘92)
p

s s .- 2 . .
ce qui impose la condition p” > 1 - wé . D'une maniére générale, on
trouve, pour v quelcongue :

025 1 - m61/V

C'est donc seulement dans le cas v = o, i,e, dans le cas pois-
sonien, que toutes les valeurs de p > O sont autorisées. En pra-
tigue, cela entraine d'assez sérieuses limitations dans la mise en
oeuvre de ce modele.

Revenons maintenant au cas général. A partir de (6-11), on
forme sans difficulté l'expression de la fonction génératrice
des deux variables X et X' :

G(s,s') =2 P st s1d = Z)Wi Gi(s') gt

id

et i1 vient :

t
G(s,s') = 249

(1-ps)(1-p's") = p {pp' (1-s)(1-s")

’
les facteurs normalisés Xn et Xn vérifient ici encore les relations :

A
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E(x,(0)/X' = J) = p" x;l(J)

i)

I

E(x,(X1)/% SRRCY

§
Avec les polynomes non normalisés Hn’ Hn y ces relations
doivent 8tre remplacées par :

J] = anE,-'l2 H_(J)

E[H (X)/x' =
(6-12) p
et . n/o? .
BIH (X')/Xx = 1] = p Viﬁ;- H, (i)
En particulier, dans le cas ou X' est dominde par'X, soit
p = %L sy Ces relations deviennent :

n
71 = 2= ()
b

H_(1)

E[H (/X

Il

E[H (X')/X = i]

S5i, maintenant, nous tenons compte de la forme trouvée pour
la loi de X & X' fixé, et inversement, nous obtenons les formules
de transformation de p en p' et réciproquement (v reste fixe)

i i VS T s .
Hh(i) = jzg Cg (553) (1 - ?59) Hh(J)
50 -5 - M (22 4w

Derniére remarque : D'aprds l'expression (6-11) de la fonction

génératrice conditiomnelle, on voit que le modéle & loi binomiale
négative, tout comme les deux précédents, garantit la permanence

de la log-1légalité, Outre les trois moddles précédents, & lois

discrétes (binomiale, Poisson et binomiale négative), nous con-
naissons deux modéles & lois continues (loi de Gauss et loi gamma)
qui possedent cette propriédté. Ia question reste ouverte de savoir
s'il en existe d'autres.



=33~

Conclusion provisoire. De ces différents modeéles, les plus immé-

diatement utilisables sont les moddles binomiaux. Pour p = 1/2

et N = 20, ils ne doivent guére différer des modéles hermitiens,
tout en éliminant certaines causes d'erreurs numériques. Pour p
tres petit (Np de l'ordre de quelques unités au plus), ils doi-
vent &tre sensiblement équivalents au modéle poissonien, et donc
permettre le traitement de 1l'effet 0, tout en conservant l'avan=
tage numérique rappelé & 1l'instant. Des essais préliminaires
tendent d'ailleurs & montrer que, sauf pour @ petit devant 1l'unité,
les développements en polynomes poissoniens ne convergent pas .
trés vite, de sorte que cet avantage numérique serait assez déci-
sif. Il resterait & investiguer les possibilités du modele bi-
nomial négatif auquel aucun analogue ne correspond dans notre
pratique actuelle,



