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SPIINES ET KRIGEAGE : LEUR EQUIVALENCE FORMELILE

Ce qui suit constitue la démonstration de 1'éguivalence for-
melle des deux méthodes d'interpolation par splines et par krigeage :
tout ajustement de fonections splines s'identifie & un krigeage con-
sidéré comme interpolateur, et réciproguement. Cependant le premier
probléme (trouver le krigeage équivalent lorsque l'on connait 1ltopé~
rateur définissant les splines) est relativement facile & résoudre,
tandis que le second souldve de plus grosses difficultés. Pour
faciliter la compréhension,'j'expose d'abord la question avec les
les notations indicielles explicites traditionnelles dans les
problémes de krigeage, et je recommence ensuite le meme exposé dems
le langage algébrigque plus abstrait utilisé en théorie des splines.

1 - DEFINITION DU PROBLEME DES SPIINES.

On se donme deux espaces de Hilbert

A <§f> % et 3' (en pratique : ce sont des
<:> —~ espaces de fonctions) et une epplica-
tion linéaire A continue et surjective
de ¥ sur 3'.

On se domne également une application

lindaire continue I de F dans [Rp : en
pratique L est une famille de K formes
linéaires continues sur ¥, soit (Ih)’
&= 1,25ec09De

Ie probldme classique d'ajustement de fonctions plines est
alors le suivant :

~ trouver une fonction f € F minimisant "Afnz sous la condition
Lb(f) = £ donnés -

Si N est le noyau de A et NL celui de L, et si l'on suppose :

(1=1) NANp =0



on sait que ce probléme admet une solution unique. Je me propose
de montrer que cette solution est identique & 1l'interpolateur
.associé & un krigeage convenablement choisi.

Pour faciliter l'exposé, je vais d'abord munir F d'une nouvelle
norme équivalente & la norme initiale. Si Nt est 1'orthogonal dans
3 du noyau N de A, la restriction de A & N1 est une application
bijective et continue de N+ sur %'. D'aprés la théorie générale
des espaces de Hilbert, l'application inverse (de F' sur N1) est
également continue, de sorte qu'il s'agit d'un homéomorphisme.

Par conséquent, si nous minissons F de la norme || ”1 définie
en posant pour tout £ € ¥ :

1212 = my £12 + |1 . £)|2

, L
(my et 1 désignant les projecteurs de N et N dans F pour la
N NJ.

norme initiale), nous ne changeons pas la topologie de %, et, en
particulier, les applications A et L restent continues, les sous-
espaces N et NJ‘ ne sont pas modifiés, ni leurs projecteurs).

Avec cette nouvelle métrique, ' s'identifie & N©-

rateur A avec le projecteur de NJ'.

, et 1'opé-

Qubliant la métrique initiale, nous n'utiliseromns plus que
la métrique Hf”1 » que nous désignerons simplement par ||f]] (en
n'éerivant pas l'indice 1).

De leur cdté, les formes lindaires continues Ih s'identifient
& des fonctions de F que nous désignerons encore par Ih , selon la
relation

(1-2) L(f) = <L ,f> vfes

Dans ce qui suit, S désignera le sous-espace de F de dimension
P < » engendré par les L, . ‘

Plus généralement, & tout x appartenant & un espace E nous
associerons une forme linéaire continue, c'est-a-dire un élément
Ik € ¥ , et nous supposerons que les Ik forment une partie totale



dans 3 : en pratique, F sera un espace de fonctions sur E, et les
Ik y X € E seront définies par :

(1-3) . £(x) = <L, , £> (f € 3)

Ies La sont dans ce cas les formes Ik associées aux "points
a

expérimentaux" x _ . (Noter que la métrique sur g doit &ire assez
forte pour que la convergence fn -~ f dans F entraine lg convergence
ponctuelle fn(x) - f£(x) pour tout x € E, plus forte donc que celle
d'un espace 1?2 sur E).

Avec ces réarrangements, le probléme initial prend maintenant
la forme suivante :

~ Trouver £ ¢ § winimisantin J_fusous la condition g f = fg
dormé (ou, ce qui revient am memel <L f£>=1f dormés) .

2 — EQUATIONS DU PROBLEME DES SPLINES,

Ie noyau Ny de 1l'application L = (Ih) n'est sutre que l'ortho-
gonal st dans % de l'éspace S engendré par les Ih € ¥. La condition
YN NL = 0 s'éerit donec ieci ¢

(2-1) ¥xnst =0

Ainsi, pour tout £ € N, la relaxion.ns f = 0 entraine £ = 0. Autre-
ment dit, la restriction de g & N est une injection de N dans S.
Comme S est de dimension finie, il en est donc de méme du noyau N,
et de plus :

Dim N < Dim S

Soit donc (ft) une base du noyau N ( € = 1,2,...,k < Dim §),
et Ih la base donnde de S. Pour tout x on a

£é(x) = <I, £



et, en particulier

4

4 - e
faaf(xa)-— <I'czf >

Analytiquement, la condition (2-1) s'éerit :
(2-1') Ce fe=0 (a=1,2,...,k)=c =O

a e

(en effet, N N SL est constitué des fonctions de la forme Ce fe

vérifiant cette condition). On reconnait la condition habituelle
en théorie du krigeage (indépendance lindaire des fonctions de
base sur l'ensemble des points expérimentaux).

Cherchons maintenant la solution du probléme posé (minimiser
”HNL f] sous <L £ >=f domnés). On doit écrire que m_, f est

orthogonal a tout g € 5 tel que < g Lh > = 0., Désignons par BB
la matrice inverse de <'La IB >. Pour tout g € 3, 1l'élément

g-<gIB>B°‘BLa

est orthogonal & S. En écrivant que T ; £ est orthogonal & cet
N
élement, on trouve
= p%B
<nN_Lf, g>=23 <IIN_Lf, L, > <8 LB>-
pour tout g € ¥ , et par suite :
«p
I £ =3B <l f, L >
N.L N.L o Lﬁ
Ainsi, 1 _, £ doit &tre de la forme b® L, » avec des coefficients b*
N
vérifiant

(2-2) % < L, €y =0

(puisque 11 4 £ est orthogonal a N). La fonction f elle-m8me, somme .
N

deqg , f et d'un élément de N sera de la forme :
N
_na o8
£=" Ih + C&’f



Outre la condition (2-2), les coefficients bd* et Cp, devront
vérifier la condition

<:, Ila>'-—-:f‘x

D'ou le systime suivant (ol on a posé fﬁ = <L, £€s)

N ¢ (2
£f=5 La+Cef
a o€ _

(2-3) % £ =0
<f, L, >=1%f,

La valeur en x € E de la fonction f est f(x) = < f I > .0n
a donc ’

£(x) = b* < L, I, >+ C&fe(x)
(2-4) 1% 22 =0
| f(xa) = a

On reconnait la les relations qui caractérisent le krigeage
coms iddré comme un interpolateur. De fait, posons

o(x,y) = <L L, > (x,5) € E

o(x,y) est une covariance, et il existe une FA Z(x) sur 1l'espace
E vérifiant

<3z, Zy > = o(x%,y)

Désignons par Z*(x) le krigesge (universel) de Z(x) & partir
des Z = Z(x ) en présence d'une dérive m(x) = apf (x). Considéré
en tant qu 1nterpolateur, c'est-a~-dire comme une fonction z*(x)
(lorsque Za = Zcx.) le krigeage est caractérisé par les conditions :

; z%(x) = b% o, * Ce fe(x)
(2-4") IR
’z*(xa) = %q



Donc, pour z, = f_, ce systéme est identique & (2-4). Coumme
(2-4') suffit pour déterminer z*, de méme (2-4) caractérise f, et
on a

z* = f

On a ainsi montré que tout probléme de spline se raméne & un
krigeage. '

3 = RECIPROQUE.

Soit maintenant une FA ZX, X € E engendrant un espace H, et

olx,y) = < Zos Zy > . Posons-nous le probléme duekrigeage de 2_ &
partir des 2 = x_ en présence de dérives a, f (x).

Pour ramener ce probleme & un probléme de spline, il faut
trouver des Yee H tels que '

(3-1) f"(x) = <Yezx> (x € E)

On rencontre ici une légere difficulté, car ces éléments ¥d3
peuvent ne pas exister dans notre espace H initial (par exemple i
si 2(x) est statiomnaire, les fonctions de la forme x - < Y zx S
sont bornées, puisque |<Y Z_>| < 1T x ||1Z.) = c3te).

Etant donnée une fonction £, la condition nécessaire et

suffisante pour qu'il existe un Yf € H tel que pour tout x ¢ E
on ait
£f(x) = <Y, 2(x) >

est que l'on puisse. trouver B < o tel gue

(3-2) (Zr 2(x)%<B = 2 A

. o(x, x.)
i,] J i ]

pour toute combinaison linéaire finie.

Nous allons donc modifier notre FA Zx*de départ, et donc
1l'espace H qu'elle engendre, de maniére &4 ce que cette condition



soit effectivement remplie. On sait qu'on ne modifie pas un probleéme
de krigeage (c'est-a~-dire les poids A% que le krigeage attribue aux
Za) en remplagant Z(x) par Z(x) = Z(x) + By T (x) ol les B, sont
des VA quelcongues. Prenons, par exeumple, des By linéairement in-
dépendantes et orthogonales & Z(x). Alors, la covariance de la
nouvelle FA Z(x) est :

o(x,y) = olx,y) + Ko fﬁ f;

ou Koo = < By ’Bs > est une matrice définie positive strictement.
Comme on a :

8 X. X

(2 2t 2lx )% <z @Al Bx)2 = 5 At ad gy 2l £
i s 1 . i, 1 J

1 i.] ' s
= Z AT A Ke f ‘ f
a i,a 8 Xi xj

(ou a est la plus petite valeur propre de Kes) la condition (3-2)
est a fartiori remplie pour o(x,y).

Dans ce qui suit, donc, nous supposerons (3-2) vérifiée, et
nous écrirons z(x), o(x,y) au liea de Z(x) et o(x,¥).

Soit donc Y& € H les éléments vérifiant (3-1). Nous allons
maintenant construire un espace de Hilbert  de fonctions, iso-
morphe & H et contenant les fonctions fe .

Pour celda, & tout Y € H associons la fonction fy définie par
fY(x) =<Y, 2. >
et posons par définition

(3-3) Nl = 1))

I1 est clair que l'espace ¥ ainsi construit répond & la question.

I1 suffit alors d'appliquer & cet espace 3 les résultats antérieurs
pour constater que le probléme des splines dans 7 s'identifie &

celui du krigeage dans H : les Ih € 5 sont les fonctions définies par



La(x) = <za ’ZX>=6aX
et, plus généralement
L(y) = <2, 12y > = Oy

Remargue — Si N = 0 (c'est-a-dire si 1l%application A : 3 - 7'

du schéma initial est bijective et continue, donc bicontinue),
on retombe évidemment sur le probleme du krigeage simple., Ainsi :
1'é1lément £ minimisant Hfﬂ2 sous < %, Ih s = fa est évidemment
1'élément de S vérifiant cette condition, c'est-a-dire

= g8
f =23 £, IB

En particulier, pour tout x ¢ E :

£(x) = B%P £, <Tg L >

On recomnait immédiatement l'expression du krigeage simple con-
sidéré comme interpolateur. '

4 — POINT DE VUE AIGEBRIQUE,

Ies espaces H et 3 étant isomorphes, il est indifférent de
travailler sur les fonctions f ou sur les VA de H. L'isomorphisme

® :t H-»3x

est défini comme ci-desseus:

&y (x)

eyl

Travaillons, par exemple, dans H ¢ N est l'espace engendré

<Y, z2, > (Y eH, x € E)
(4-1)

e

par 1es'Ye sy S l'espace engendré par les Za . Nous poserons

i = L
VO =3NN

(4~-2)

N*

L e



Vo est 1! espace des combinsisons lindaires A% Z autorisées,
i.e, vérifiant A" fe ; N*, projection dans S de l'espace N
engendré par les Yz y €st 1'espace engendré par les estimateurs
optimaux Ae de la dérive., Ia décomposition de S en somme di-

recte

(4-3) . S=V, & N*

exprime simplement que tout A% Za € S est somme de deux termes
orthogonaux : une dérive A% Ae ff s qui est dans N¥, et un résidu
A% A (2, - AL ), qui est dans V.

A c8té de S, introduisons également l'espace S' défini comme
la somme directe des deux sous-espaces orthogonaux N et Vo H

(4-3") ' =V, eN

Comme nous le verrons, la dualité entre krigeage et splines
se manifeste simplement par 1'échenge de N et N*, ainsi gque de
S et S', V restant invariante.

Ies Opdérateurs A et A*,

Désignons par R la restriction & S' = VO ® N du projecteur
Ng de l'espace S, considéré comme application de S' dans S. Son
adjoint R* est évidemment la restriction & § = V, ® N* du pro-
jecteur Og, de S'. Montrons que ces opérateurs sdmettent des
inverses, en raisonnant par exemple dans le cas de R. Tout Y dans S'
est somme d'un élément de V et d'un élément de N 3

Y = nvo Y + Iy Y
R laisse invariant le premier de ces éléments (R nvo Y= Ig non =
= nVOY , puisque cet élément est déja dans S). En ce qui concerne
le second :
Rmy Y =ngny¥

il est dans g N = N* , donc est orthogonel au premier., Ainsi
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RY = 0 entraine ny Y=0 et g My Y =0. Ia premiere relation
(nv Y = 0) 81gnifie Y € N (puisque Y est dans S' = vV, ® N), et

la seconde s'écrlt alors g Y = 0. Mais (sous notre hypotheése
habituelle N N S =0) YeNet g Y = 0 entrainent Y = 0 ¢ R est
donc injectif. De plus, comme on l'a vu, l'espace image est

somme directe @ '

= 't =V =
R S' = g S!' = V0 ® Ig N = Vo @ N*
Donc R S' =S ¢ R est surjectif.

Ainsi R est bijectif. S01t done A son inverse ¢ par dualité,
R* est bijectif et admet un inverse, dual de A y que nous note-
rons Ao .

Nous allons voir que A est 1l'opérateur associé au krigeage,
et A 1'opérateur agssocié a l'1nterpolat10n.

Caractérisation de A et A*,

Ag applique S8' sur S, et pour tout 2Z' ¢ 3°', A, 2' = 2 est
l'unique élément Z € S admettant Z' comme projection sur S'.
De mere, A: Z pour Z € S est l'unique Z' ¢ S' tel que Ig z' = 2,

Nous prolongerons AO et A: sur H entier en posant

»*
A= Ao g A% = Ao Ig
Ainsi
Pour tout Z € Hy A Z est l'unique 41lément de S admettant mme
projection que Z sur 3'.

De meme A* Z est l'unique élémemt de S' admettant m&me projec-
tion que 2 sur S,

(Noter que A = Ng A, Mg, & pour adjoint mg, A Ig = A g » c'est-
d-dire justement l'operateur que nous avons noté A*).

Dans ces conditions, pour tout Z € H, A 2 est le krigeage
de 2 (par les Z,» en présence d'une dérive appartenant a &(N),
ou @ est l'isomorphisme H - %).




-1]=

En effet, soit Z* le krigesge de Z, c'est-a-dire 1l'élément
unique dens S minimisant ||Z-2*|l sous les contraintes :

2% ¢ S

<Z=-2Z* , ¥ 5 =0 vyYeN

Cet élément 2* est caractérisé par la condition supplémen-
taire ¢ 2 - Z% doit appartenir & 1l'orthogonal de S r“\l\T'L = V6-Gbmpte
tenu de 1a condition <2 - 2*, Y 5> = 0 pour Y ¢ N, on voit que
Z* est caractérisé par les deux conditions

gz* € S
< 2-Z*%, ¥ 5> =0 vyiIeNoV, = S
Or A 2 vérifie ces conditions. Tout d'abord, en effet, on a
A Z € S par construction. Si maintenant Y ¢ S', on trouve
<ns,(z-Az),Ys=<z-Ag,Y>

Mais, d'aprés la définition de A, Igy A 2 = Iy, Z. On a
donc bien
<Z2=-4A2,Y>=0

Passons au probléme dual, et montrons que A* est l'opérateur

associé & l'interpolation. Pour rester dans H, nous utilisons

l'isomorphisme 5 — H, et le probléme des splines est le suivant ¢

~ Trouver ¥ € H minimisant |In , Y|| sous les conditions :

<Y Za > = fa

Désignons par Y, un élément quelconque vérifiant cette con-
dition : par exemple 1l'élément de norme minimale

= p%B
Yf = B fa Za

(Bms est la matrice inverse de UaB)‘

Notre élément Y inconnu. doit avoir m@me projection sur S que
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Yoy et 1 , ¥ doit 8tre orthogonal a SJ‘, donc appartenir a

SANY =V, Mnsi Y ¢ V, @ N = S'. C'est donc l'unique élement
- de S' admettant sur S la mBme projection que Yf, ctest-a-dire A* Yf.

En termes fonctiomnels : la fonction £* ¢ 3 interpolant les

fa = <:Yf Za > et de norme minimale est donc l'image de cet &lé-~

ment par l'isomorphisme &, soit

£* = o(A* Yf)

La valeur en x de f* est £*(x) = < f* ¢(Zx) >, donec, compte
tenu de notre isomorphisme

(4-4) f2(x) = <A* T, .2, >

Mais A* est le dual de A ¢ on a donc aussi bien :

(4-4") *(x) = < Yoo A2 >

Noter que A Z_ est un élément de S, de la forme A%(x) 2.
On a donc bien £*(x) = A%(x) < ¥, 2, > = A%(x) £_.

5 — ESTIMATION DE LA DERIVE.

Pour tout Z ¢ H, Ty Z représente la dérive de cet élément,
et A My 2 1'estimateur optimal de cette dérive. Posons donc

(5-1) D* = &My

D'aprés la caractérisation de l'opérateur de krigeage A,
D* Z ¢ N* est l'unique élément de S admettant méme projection
sur S' que 1'élément @y Z. Comme @y 2 est déja dans N < 8' =
=Ne@ V° y On voit ainsi que :

D*Z est 1l'unique élément de N* dont la projection sur N
soit égale a Oy Z.
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Quels sont les rapports entre les opérateurs A et D* ?
Notons d'abord les deux relations suivantes

(5-2) Moo= Amy = (1-D*) Ig
o

Vo

La premiére relation exprime que Vo est invariant par A.
Plus précisément, on peut écrire :

A=Ang, = A0y +myg) =ny + ADy
0 o
puisque S' est somme directe vV, e N. Par suite, d'apreés (5-1)
(5-3) A=qy + D*

D'autre part.sur S, l'opérateur D* coincide avec My« (en
effet, si 2 ¢ S, Iy 2 est égal a la projection sur N de 1l'élément
Ty« Z, d'ou résulte D*2 = My Z d'apres le critére ci-dessus).

On a donc

(I-D*)HS = (I - HN*)HS = nvo

d

c'est-a~dire la seconde relation (5-2). En portent cette expres-
sion de @y dans (5=-3), il vient :
0

(5-4) A = (I-D*) mg + D*

relation ol lton recommait le classique théoréme d'additiviité.
Que représente l'adjoint de D*, c'est-a~dire l'opérateur

(5-11) D = my A*

On voit sans peine, par dualité, que D Z est l'unique élément
de N dont la projection sur N¥* soit My Z,

Il suffit de reprendre la démonstration précédente (en échan-
~geant N et N*, ainsi que S et S') pour obtenir :

(5=4") A* = nvo +D = (I-D) mg, +D
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Dans l'expression A* Yf = Yf* de l'interpolateur, apparais-
sent donc deux termes : D Y, et nvo Y, = (1I-D) Mgy Ype Ie premier

est la composante de Y., deans N (i.e. le terme C, £¢ de 1a rormule
(2-2)), et le second la composante de Y,y dans V_ (i.e. le terme
b L, de la méme formule, avec % fg = 0).

6 — REMARQUES TERMINAIES

Du point de vue formel, nous avons ainsi montré l'équivalence
des problemes de spline et de krigeage. En pratique, cependant, une
digsymétrie profonde va se manifester. D'un cdté, en effet, l'espace
H associé & un espace g domné muni de sa métrique est toujours un
egspace de VA engendré par une FA Zx muni d'une covarisnce o(x,y) =
= <:L:x FY > possédant des propriétés raisomnables. En sens inverse,
l'espace fonctionnel 7 associé & une FA ZX donnée egt en général,
mni d'une métrique peu commode et peu naturelle. Une chose est
slire, en tous cas ¢ si 1l'on se limite aux fonctions splines asso-
ciées & des métriques définies par des opérateurs différentiels,

il ne leur correspond qu'une classe treés restreinte de fonctions
aléatoires. Il sera exceptionnel que la métrique sur F associée

a4 une FA donnéde puisse 8tre définie & partir d'un opérateur diffé-
rentiel. En pratique, done, le krigeage fournit une méthode d'inter-
polation plus générale et plus puissante, dont toutes les splines
usuelles ne constituent que des cas particuliers isolés.

A titre d'exemple, considérons un espace x de fonctions sur{Rn,
dans lequel agit un opérateur différentiel A possédant de bonnes
propriétés de positivité., Je me limite ici au cas ol A est le
Laplacien itéré p fois :

Af=AP ¥t

L'espace m ne peut pas &tre l'espace LZ (car A ne serait pas
continu) , ni un sous-espace de celui-ci muni d'une norme plus
forte du type

nen? + a £)12
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Dens ce dernier cas, l'application de g dans IF ne sergit
pas surjective,

La technique ici consiste & partir du domaine gDA_de 1l'opé-~
rateur A considéré coumme opérateur sur I? (A est fermé, mais

non continu). On remarque gque le noyau de A dans I? est nul

(1'équation A’ £ = 0 n'a pas de solution dans.I?, on le voit
immédiatement par transformation de Fourier), de sorte que

A £ est une norme sur.éDA ¢ on prendra pour ¥ la complétion
hilbertienne de.ﬁDA’pour cette norme ||A ffl, ce qui rend ¥ iso-

morphe & 1l'adhérence de A éDA dans L2,

On peut alors identifier les éléments f ¢ ¥ & des (classes
d'équivalence de) fonctions, qui ne sont pas, en général, dans
LZ ¢t si A= A, on prendra les fonctions f dont les accroissements
d'ordre 2 sont dans I?, et pour lesquelles A f existe au sens de
1° (A f appareit comme la limite dans I? de suites t,=f %,

ou les hn sont des mesures filtrant les polynomes de degré =< 1).

Pour A = AP, 5 sera constitué de fonctions f telles que £ * A ¢ L

pour tout A € A, _, (filtrent les polynomes de degré < 2p-1) et
telles que AP f existe au sens de limite dans I? de suites £ * A,

)\.ﬂ € Azp_1 )

Pour la norme ||A f||, ces (classes d'équivalence de) fonctions
constituent un espace F isomorphe.& L°., Comme la donnée de A f =
= AP ¢ permet de reconstituer £ ¥ A pour tout A ¢ A2 -1 ,‘lat
fonction £ se trouve en fait définie & un polynome prés Cp f (x)
de degré s 2p-1. Tout comme en théorie des FAI-k, cette indéter-

mination n'aura pas grande importance, pourvu geulement que nous

remplacions les fonctiommelles Ik par des combinaisons 2 Ai =

= I, avec A€ A2p-1 (ctest-a~-dire IX(P) = 0 pour tout polynome
p de degré < 2p~1). On peut alors vérifier (par transformation
de Pourier) la continuité de ces fonctionnelles, et leur asso-
cier des éléments Ik € ¥ bien définis. La suite se déroule comme
ci-dessus : onzchoisira des ka € A2p-1 y €t 1'é1lément £ € F mi-
nimisant ||A £||® sous les conditions f(xa) = £ domné pourra
aussi bien &tre trouvé par krigeage dans l'espace isomorphe en-
gendré par une FAI—(2p;-1) 2 AZP"" - H telle que

121 = AT (A€ A, ,)

2p-1

2
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Par définition, 1l'élément IX € ¥ doit vérifier
'<AI.)\,Af>=-[>\(dx)f(x) f ez

La transformée de Fourier ‘fo'de AIX se déduit donc de celle
de A (notée %) par :

i, = (-n? —
. (4 2 [a D)
(elle existe, au sens de LZ, & cause de la condition A € A2p-1)‘
La covariance généraliséde K(h) de la FAI-(2p-1) Z(x) vérifie, de
son cdté, pour tout A ¢ A2p-1

[Mam) mG=y) Aey) = [(a 102 ax

2p
En utilisant la mesure spectrale y(du)/(4 n2 |u|2) asso-

cide & K, ceci s'écrit encore (toujours avec A € A2ﬁ-1) :
) )
op x(du) = op Gu
(4 n° |u|?) (4 o2 |u|®)*P

La mesure y étant sans atome en O, on doit donc avoir y(du) = du,
c'est-a-dire
2p -
ASF X(h) = 8
Pour n = 2k+1 (espaces de dimension impaire) K(h) est donc (& 1
facteur pres) |n|4P7R

Pour n = 2k, on voit apparaitre les termes logarithmiques en
0|7 1og |n|.

Par exemple, pour p = 1 (donc : norme JlA f |2 dx) on trouve

K(h) ~. |n|> dans R’
~ |n|2 10g |n| dans R?
~ |h| dans B

Ces résultats peuvent d'ailleurs asussi se déduire directement

des travaux de Duchon : le criteére qu'il donne, dans le cas des

splines minimisent JIA f|2 dx dans R' ou 82 s'identifie sans peine
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avec la caractérisation d'un krigeage intrinseéque effectué avec

K(h) = |n|° ou ]2 1og |h| respectivement.

7 - COKRIGEAGE ET SPILINES D'AJUSTEMENT.

Nous venons de voir que le calcul des splines d'interpola-
tion équivaut & un krigeage. De la me&me fagon, nous allons main-
tenant montrer que le probléme des splines d'ajustement est égqui-
valent & un cokrigeage .d'un type tres particulier (filtrage d'une
erreur). Ia réci?:Oque, cette fois, ne sera plus vraie, car en

général, un cokrigeage ne se laisse pas ramener & une spline
d'ajustement.

Ie probléme des splines d'ajustement est le suivant : avec
les notations précédentes, on se domme un opératew auto-adjoint
T strictement positif sur S (c'est-a-dire : pour tout f ¢ H, la
relation < f, T Ig f > =0 entreine g f = 0). Connaissant ng £,
c'est-a—-dire les fa = «<f Ih > , on cherche la fonction f* ¢ ¥
réalisant le minimm de :

(7-1) nnN_,_ )12+ <fx - £, Toglex - £) >

Cet élément £% doit ddne vérifier la relation

(7-2) nNJ_f*+Tnsf*=TnS:f

Mais (7-2) implique  j f* € S, donc Il J;f* €S r]NJ‘= Vo
- N N
Par suite f* ¢ V, & N = S', Pour £f* ¢ S', on a d'ailleurs

Iy £* =1y f* =11 4 0g f* , Nos relations (7-2) sont donc
N 0 _
équivalentes & :

N

f* ¢ S
(7-3)

(nvo+m) ng t* = Tng f

La seconde relation détermine univoquement ns £* (puisque T,
et & plus forte raison @y + T est strictement positif sur S)e.
o
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D'autre part, tout £* dans S' est univoquement déterminé si
l'on connait sa projection Mg f* dans S : on a, en effet, ‘
f* = A* Ig £*. Donc, les relations (7-3) ou, aussi bien, (7-2)
ont une solution unique lorsque g £ est domné.

Pour montrer que le systéme (7-3) équivaut & un cokrigeage,
le plus simple est encore d'utiliser les notations indicielles.

Si £ est un élément de %, T f sera de la forme :

T q f=T°‘5<fLa>L

S B

avec une matrice paB définie positive strictement. Analytiquement,
le systéme (7-3) se transcrira comme suit

La premiere condition : £* ¢ S!' = Vo ® N équivaut a :
Lt =b* L+ 0, £f
' a 12
bafe=o
o

Comme HNL est identique a nvo sur S', on aura HNl_f* = p% La
(du fait de la condition b% fg), et la seconde relation (7-3)

s'éerit :

bBIb+LﬁTaﬁ<La,bYL,Y+C&fe>

= ap
= IB ™ < Ih f>
Autrement dit, on doit avoir

B Y mof af € _ nof
b + b' T < La IW >+ C, T fa = 7 fa

&

Posons cay = ‘:Ib > , et désignons par Sa la matrice inverse

B

de T : la condition ci-dessus équivaut & :

+ oaB) + Cp fe = f

bB (Sa a a

B

Au total, donc, la fonction f* est déterminée par le sys—
téme :
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f*x =" L +C, f

a .8 _
(7-4) bT £ =0

P (Syq + o4g) + C o

2

Or, ce systéme caractérise un certain cokrigeage,'considéré

comme interpolateur.

En effet, soit Y(x) une FA et o
sons que l'on ait

Xy

Za = Ya + ea

les "erreurs" €q étant orthogonales & la FA Y(x), et vérifiant

Ee =0 , < €_¢

Construisons le cokrigeage Y*(x) = A\%(x) z, de Y(x) a
partir. des Za : les poids sont solution du systéme

A% (x) (Saﬁ + caB) = ch.+ éﬂ(x) £

(7-6)
x o0 _ o
A fa = fx

On peut, en résolvent explicitement ce systéme et en com-
parant & (7-4), wmontrer que l'on nécessairement Y*(x) = £*(x)
(& condition de remplacer Z, par fa). I1 est plus simple de
= 0 pour x # X, » €t de remarquer que - pour x dif-
Térent des points expérimentsux x - Y*(x), cokrigeage de Y(x),
est identique & 2Z*(x), krigeage de Z(x) & partir des Z, « En
utilisent la caractérisation de Z*(x) en tant qu'interpolateur,

ose
poser e

on trouve done le systéme

ve(x) = v% o + ¢, 2°(x)
(7=7) D ff: 0
B e _
b (SaB + GGB) + qefa =z

I1 est clair qu'avec Z,

sa covariance. Suppo-

= £, , la solution f* de (7-4) vérifie
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R L

£4(x) = < £% L_> = y*(x) '.

ce qui établit l'identité du cokrigeage et de la spline
d'ajustement.

On notera, & l'avantage du cokrigeage, que la matrice
Sa repfésente la matrice des covariances des erreurs, et
n'est nullement arbitraire. Au contraire, dans la formulation
en splines d'ajustement, l'arbitraire le plus complet entache
le choix de TaB. Ie plus souvent, on prend T“B diagonale, et
on cherche le minimum de

la 2+ 2w (£ - £)?

On soupgonne gue les W& doivent &tre pris inversement
proportiommels aux variances des erreurs :

W = C
T ey | :

Mais C reste irréductiblement arbitraire. En cokrigeage, au
contraire, la domnée de la matrice des covariances est uni-
voque : dans le cas iu les €4 sont orthogonales, elle est @

S = Negl® 84

et tout arbitraire disparait.
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IES FAT A COVARIANCE EN r- log r

L'intérét des FAI-~1 & covariance généralisée en f'log T
est 1lié aux fonctions splines de Duchon dans l'espace & 2 dimen~
sions : considéré comme un interpolateur z*(x), le krigeage
ponctuel effectué dans le cadre de ce modele en r2 log r se
révele, en effet, identigque & la solution du probléme des
splines correspondant., Dens ce gqui suit, je me propose de
trouver, dans m1, mz et 83, les expressions explicites des

covariances localement stationnaires de ce modéle de FAI~1%.

Covariances localement stationnaires.

Je traiterai ci-dessous le cas plus général des FAI-1 &
covarisnce généralisée en r**2 (-1 < a < 1). le cas en r°
s'en déduira en faisant tendre o vers O.

log r

Comme point de départ, j'utiliserai les formules éuivantes,
qul proviemment de la théorie classique du potentiel (on peut
les trouver dans Landkoff).

Soit, sur l'intervalle (-R,R) de la droite réelle lg densité
de probabilité :

(1-1) NS GEl N
- X) = — et
@ \/'1’:1*(-1'7“) (B%- x®) 72

(I1 s'agit de la loi Beta symétrique (1%2 ’ 1%9) sur l'intervalle
-R, +R). Elle admet la variance

R 2

2 _ R

(1~2) J x° £ (x) dx = 5=
-R

La formule de Landkoff que nous allons utiliser est 1la

suivante :
R a+1 a
r(Z=) r(1 - 3)
(1-3) J |x-y | * fa(x) dx = 2. o
‘R V=

pour tout y € (-R,R) : autrement dit, la mesure de densité fa
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réalise le potentiel d'équilibre sur (~R,R) pour le noyau P
(= variogramme) |x—y|a. Noter que, pour a‘¢ 1, la probabilité
de densité fa se concentre aux deux extrémités de l'intervalle,
De fait, pour a = 1, la mesure (& + 6_R)/2 réalise bien le
potentiel d'équilibre.

A cette formule, s'en adjoignent deux autres de meme ori-
gine. Posant, pour abréger

r(&l) r(1 - &
(1-31) A = —2 2

* Vr

ces formules s'édcrivent (toujours pour |y| < R) :

R
[ = | xf(x) |xy|%x =-ay
A R% a
(1-4) | @ ‘g
1 X2 £ (x) Ix-yladx = .'H'T(I R2 _& 12-(1 y2
A Ra \_R 04
a -

Premiére conséguence : Si Y(x) est une FAI-O admettant le vario-
gramme |h|%® (0 <« < 1), la représentation :

R
() = Y - [ £, Y ay
-R :

est localement stationnaire sur (-R,+R). D'apreés (1-3), en effet,
pour x, y € (-R,R), la covariance de Y . est Ca(x—y) avec

(1-5) ¢ (n) = & RY - |n|® (|n] < 2R)

A, est la constante (1=3'), avec O < a =< 1.

En intégrant deux fois en h la covariance (1-5), nous
obtenons un variogramme (localement stationnaire), soit (& un
facteur preés)

(1-6)

(n) = (a+1%(a+2) A R n2 - |h|a+2

Ya+2 a

Ce variogramme est celui d'une représentation loceslement



intrinséque d'ordre O de la FAT-1 admettant la covariance géné-
ralisée |h|a+2.

A partir de ce variogramme, nous allons former l'expression
de la covariance Ca+2(h) d'une représentation localement station-
negire. Cela va 8tre possible du falt que la mesure fa(x) qui réalisait
le potentiel d'équilibre de |h|* réalise également celui du Yoip G€
lg formule (1-6) t cette circonstence ingttendue va résulter des
deux sutres formules de Landkoff rappelées ci-dessus en (1-4).

Il faut montrer que l'on a 3
R ,
J Vo (X=¥) 2, (x) dx = C
-R

ste

et calculer cette constante, le reste suivant aussitdt : (on aura
h) = C =

£

Pour cela, mettons ¥

sous orme sui te
a+2 la for “van

'ya+2(x—y) = (x-y)°2 [(a+1)2(a+2) A, R* - Ix—yla]

Dtapres (1-2) et la symétrie de la loi £ , on trouve d'abord

R .
2

(1=7) J (x2 - 2Xy + y2) fa(x) dx = y2 + %:E

=R
Utilisant ensuite les formules (1-4), nous trouvons

R

(1-8) ——1—3 J (2% - 2xy + y2) |x-y|® £,(x) dx =

Aa R -R

-

_ 1;a R2 +_La+1%(a+2) y2

En reportant ces deux résultats (1-7) et (1-8) dens l'expression
de 1l'intégrale que nous cherchons & calculer, nous constatons que
le terme en y2 s'élimine, et il reste la relation remarquable 3
R
- - = zlatt) 2
(1-9) J Vgep(X-y) £,(x) ax = 22+ A R
-R
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Il en résulte, en particulier, l'expression suivante péur
la covariance localement stationnaire équivalente & la CG |h|a+2
sur (-R,R) @

(1-10) Cypph) = & aéfz12 R2+® _ Lg+1%(a+2) A B h2 + |pn|%+2

Cas de r2 log r.

Pour « = 0, d'aprés (1-3'), on a A, = 1 et 1l'expression (1-10)
est identiquement nulle. Pour obtenir l'expression de la covariance
localement stationnaire, il faut calculer la limite

(h)

C
C(h) = Jim —Eig___
o0 @

De fait, cette limite sera encore une covariance (en tant que

limite de covariance) et un simple examen de son expression mon-

2

trera qu'elle est bien équivalente & la CG r“ log r.

Cette limite est :

, 2 L
C¢(h) = § + n? log%—hz(%+Ao)
1
et tout revient & calculer la valeur Ao en a = 0 de lag dérivde g; Aa‘

D'apres (1-3'), on trouve :

A
] (P 3 _ r'(1)>
r¢g) 11

Or, d'apres des résultats connus :

I‘I: } = - C=- 0’577216000
(1=11)
re(3)
= = - - 2 log 2
F(E)

On constate d'ailleurs que la constante d'Euler C s'élimine,

et il reste
?

AO = - log 2



(logarithme népérien évidemment). D'ol, finalement, l'expression
cherchée :

2
(1-12) o(n) =% - (3 - log 2) u2 + n? 10g &

Passagge a Rz et & E;.

La covariance (1-12) résout le probléme dens rl. Ie passage
a R® et G; se fait selon la méthode habituelle des bandes tournantes.
Si 01(h) est une covariance dans 81, on lui fait correspondre les
covariances isotropes 02 et C3 définies respectivement dans RZ et

2

R3 par les relations

/2
. Cz(r) = % J C1(r cos a) da
°
03(r) = j C1(rx) dx
0

Ainsi, un terme en |h|% devient :

a+ 1
1"(2 m ra dans R
(1-13) Vn (1 + 5)

2

1 o 3
oy T dans R

On en déduit sens peine les expressions assocides dans m? et m?

& la covariance Cpep e la formle (1-10). I1 n'est pas utile de
les écrire explicitement ici,

2 log r,

En ce qui concerne le passage dans G? et 93 du terme r
le plus simple, pour obtenir l1l'expression correspondante, est de
dériver en a = 2 les expressions (1-13). On trouve ainsi da'ns(R3 :

2 2
T T
3 log r g
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et dans R® l'expression légérement plus compliquée
1.2 1 ({r'(3/2) _r'(e ) 2
2 T loe T+ 7 \ T3 r(z‘%’ T

Compte tenu de (1-11) et de la relation classique

'(1+x) _ E'Ex; + 1
TPl1+x T'ix X
on trouve donc dans m2 :

% r? log r + % (1 - 2 log 2) r2

En récapitulant ces résultats, on obtient donc dans R
Rz et m3 respectivement, et toujours pour :

(r < 2 R)
2
-R L 2. 2, .2 r
C1(r) =3 (2 log 2) r€ + r° log B

= n2 _ .2 2 T
Cz(r) =R r® +r° log ¢

CB(r) = % R - (% + % - log 2) r? + rz.log %




