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DEUX AUTRES FAMILLES,
NON MOINS DISCRETES, MATS PLUS NOMBREUSES

INTRODUCTION.

Ie présent,travaii constitue la suite d'une étude antérieure,
intitulée " Quatre familles discretes" (en abrégé dans ce qui suit
4-F). Or cette dtude 4-F laisse un sentiment d'insatisfaction : la
comparaison avec une population expérimentale pariticulieérement
nombreuse (12.000 4chantillons !) montre, en éffet, que le modéle
utilisé (la loi de Schiel & 3 péramétres)'est trés proche de la
réalité, meis, néanmoins, le test x2 classique conduit am rejet : -
on peut certes épiloguer sur la validité de ce test, car les échan-_'
tillons, comme nous le verrons, ne peuvent en aucune manidre &tre
considérés comme indépendants, mais on serait quand méme plus sa-
tisfait si le test classique était positif.

Un autre motif d'insatisfaction, non moins sérieux, provient
. de ce que la loi de Schiel ne contient la loi classique de Sichel
ni comme cas particulier ni comne cas limite., Ia technigue de re—
cherche utilisée dans 4~F, en effet, qui consistait a faire 1'in-
ventaire des lois indéfiniment divisibles admettant une hypergéo-
métrique comme fonction génératrice, nous a conduit & quatre fa-
milles disconnectées, Ces quatre familles dépendent chacune de
trois paramétres, et deux seulewment correspondent a4 des mélanges
poissoniens, 3 savoir la loi de Sichel généralisée et la loi de
Schiel & 3 parameétres., Cett: propriété de mélange poissonien me
semble trés. intéressante, du fait qu'elle permet d'introduire
aussi des lois continues possédant de bonnes propriétés, et dans
la présente étude je m'intéresserai unigquement aux mélanges pois-—
soniens. | '
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Dans un premier temps, nous allons donc chercher une
famille de lois discreétes un peu plus générale que les lois
de Schiel et de Sichel & trois paramdtres, mais contenant ces
dernidres comme cas particuliers, et rétablissant donc entre
celles-ci la connexion que 4~F avait brisée. Cette recherche
nous conduira a une famille de lois discrétes dépendant de 4
parambtres (au lieu de trois) que nous appellérons lois de
Schiel & 4 parametres, ou simplement loi de Schiel s 11 n'y a
pas 4! amblgulté

Avec cette 101 a 4 paramétreo, les 12 000 données de 4-F
nous donneront un X satlsfalsant. Mais d'autres difficultés se
présenteront. En premier lieu, avec la loi:de Schiel, le probléue
du changement de'supporf ne se prééenté pas'de maniére tres simple.
Ce ne serait pas réellement une objection sufflsante.-ﬁbis les don-
nées experlmentales relatives au changement de support montreront
que l'ajustement & la loi de Schiel, satisfaisant pour les petits
supports, se détériore prOgressivement’au'fur et & mesure que 1'on
augmente la taille des échantlllons, et devient franchement détes—
table pour les plus grands supports.

I1 nous faudra donc prendre un nouveau départ. Aprés avoir
essayé diverses possibilifés (et il en reste d'autres encore que
je n'ai pas testdes), j'ai finalement trouvé un moddle & 4 para-

‘métres auguel je propose de donner le nom de loi de SICHEI~PASCAL
(ou, si 1l'on est pressé, SIPA). Cette fois, les résultats sont
satisfaisants pour toutes les tailles de support étudiees, et, de
plus, on peut envisager des moddles (relativement!) simples de
changement de support, ainsi que des lois miltivariables. Ce nou-
veau modeéle contient comme cas particulier la loi de SICHEL & 3
parametres, mais non la loi de SCHIEL : il n'est toutefois pas trés
éloigné de cette dernidre. En fait, il apparait que toute variable
obéissant & la loi de Schiel & 4 paramétres est la somme d'une va-
riable de SICHEI~PASCAL et d'une binomiale négative. Il est remar—
quable qu'une différence aussi modeste soit responsable du succeés
ou de 1l'échec expérimental.
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Notons qu'il serait possible encore d'introduire une fa-
mille & 5 parametres, dorit SCHIEL et SICHEI~PASCAL seraient des
cas particuliers, et‘dui ne serait pas beaucoup plus difficile |
& traiter en pratique : je ne 1l'ai pas fait, puisque SICHEL~
PASCAL m'a donné satisfaction, mais c'est une possibilité qu'il
est bon de tenir en réserve, | | .

Mettons-nous mainfenant au travail et, comme nous le -

verrons, méme en se limitant & ces deux familles & 4 parametres,
il y a pas mal & faire. |
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T — RECHERCHE D'UNE IOT DE SCHIEL A 4 PARAMETRES.

Interpoles de Schiel & Sichel.

Pour commencer, rappelons l'expression des fonctions géné—
ratrices des lois de Schiel et de Sichel & 3 paramétres :

Loi de Schiel :
. v

2 2
(1 ols) =f 1o+ V(1-a)® - 8
(1-1) (=) 1- as +-VQ1—as)2 —«32

Ioi de Sichel :
' 2v

Gw)z(aif%§§:>'

(1-2)

Entre ces deux expressions, comment interpoler ? Vendons
tout de suite la mdche : dans l'éxpressibn (I-2) de 1a loi de
Sichel, c'est & dessein que j'ai mis en exposant 2v au lieu de v
comme dans 4-F, De fait, considérons 1'identité 4lémentaire :

. _ L .
( V1+8 - as + Vﬁ—s - as) =2 [1 - as +-VQ1—as)2~ 52]

qui nous permet de mettre la loi de 3chiel sous la forme :
2v.

(1-17) G(s) = ( Vi+8 ~a + V1-g ~a )
. VItg —as + V1-B —as L

Il est clair de&s lors que (I-1) et (I-2) sont deux cas particuliers
de la formule générale suivante :

ﬁs)=(aVbﬁ'-+VF9 )
aVi1-6's + V1-6s

2v
(1-3)

Nous ‘allons montrer que {(I-3) est effectivement la fonction
génératrice d'une loi que nous appellerons loi de SCHIEL (& guatre

paramdtres),
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‘Cela n'est d'ailleurs pas trés difficile & voir. De fait,
(I-3) se met sous la forme :

= /=6
. 1) (2* Vg
G(s) =5 : _
A\ 1-8's . _
) o +y/iz8s
: 1-8's

Nous supposons 8' < 6 (ce qui n'est pas une limitation : si 6' = o,

i1l suffit de changer a eﬁ;ﬂ/gﬂet d'échanger 6 et 8' pour se ramener
au cas précédent), et nous poserons pour plus de clarté :

'=p  1-8'=q

avec ¢€videmment les conditions :
O<p<6 =<1
Pogant :

= = 8=p -
O=p+taqr * T= fEB

nous voyons que la fonction G(s) s'écrit encore :

_ o 2v
v Vi
(1-3) = 6(s) = (-1-353) e tlor
a+V1-1 T%%E.

Ie premier facteur est la fonction génératrice d'une loi

binomiale négative. Ie second s'obtient'en'remplaqant 8 par
qs/(1-ps) dans la fonction :

| 2y
v(s) =(__%_t__1_::f.)

a + Vi=-18

Or, yv(s) est une fonction géndratrice (celle d'une loi de SICHEL)
pourvu que o '

a + T—T >0 3 0<stTt=<1 3 v>0

et qs/(1-ps) est également une fonction géndratrice (celle d'une
loi de PASCAL). Ie second facteur de la formle (I-3) est done
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encore, sous les mlmes conditions, lui-mBme une fonction généra— _
trice - & savoir celle de la loi de SICHEL - PASCAL que nous étu~- -
dierons plus loin. - s

I1 en résulte Que (I-3) esg bien une loi de probabilité,
et chemin faisant nous avons méme établl le résultat annoncé dans
1'1ntroduct10n : toute variable obelssant 4 la loi de SCHIEL &

4 paramdtres (I=3) ou (I-3') est la 'somme d'une variable de SICHEI~
PASCAL (second facteur -dans (1-3')) et d'une ‘binomiale negatlve o
(premler facteur) indépendantes.

Ce résultat essentlel etant é¢tabli, le lecteur peut, s'il
le désire, santer la suite de ce paragraphe et passer directement
au Chapitre II ol sont établies les: propriétés utiles de cette loi.
Dans 1l'immédiat, nousbéllons montrer que notre nouvelle loi est
encore un mélange p01ssonien, et donner quelques indications sur
la loi continue correspondante. ‘

a/ Ioi continue associde & la loi de Schiel & 3 parasmdtres.

Aux notations prés, la loi (I-1') c'est & dire la loi de
Schiel & 3 paramétres s'obtient en changeant A en 1-s dans 1la
fonction 3

, Ve . VE 2v
- ' _ a + Vb
(1=4) _ 2(n) ( Vatr +VY b+)\>

ol a, b et v sont des constantes positives. Nous allons montrer
que ®(A) est la transformée de Laplace d'une loi continue £(x),
d'olt résulte en particulier que G(s) est un mélange poissonien,

et nous donnerons deux expressions différentes de la densité f(x).

Premidre forme pour la densité f(x).

Supposons (par exemple) a » b, et posons :

c=ab>0 * 1= % = &b

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE - 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Alors, la fonction ®(A) définie en (I-4) s'écrit encore :

2v

Gl v~

ati

On reconnait dans le deuxiéme facteur la fonction g5, de
la note 4~P, formle (1-9) : utilisant la relation (I-12') (de 4~F)
on obtient donc le développement suivant
' . n n+v
B0 = 2 (1 + v’"&) r(2v + 2n) (1) (_g;)

nzo n! r(2v +1+n) ath

qui montre que @(x) est effectivement la transformée de Iaplace
d'un mélange de lois gamma.

Cherchons la densité f£(x). Chaque terme (a/a+A)?+Vvest la
transformée de la loi gainma . ‘
BtV xn+v--1 8%
I'(n+v)

Compte tenu de la formule classique de duplication @

: 1
I'(v+n) r(vint )
P(Z\) + 21’1) 2\)+2n 1 2
Vi
nous voyons que cette densité s'éderit :
2y Mv+=+mn)  n 1 g
£(x) = Y (14 Vi=1) = 2 %T gtV Aty 1. o~ 8%

3 nzo TI'(2v + 1 + n)

I1 est agréable d'introduire ici la notation classique des
hypergéométriques confluentes :

F(aiy;x) =1 + alatt)...(atn—-1) 52
: n=1 vy(y+1)...(y+n-1) 2°

= M E -T a+n) _}sil.

F(a) n>o P(Y‘H’l) n!
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Avec cette écriture, notre densité f£(x) se met sous la
forme : ‘

(1-5)  £(x) =(

2v -
1 +‘/L~r> v aV xv—1 e~ 8X
2 .

(on rappelle que ¢ = a - b et v = ¢/a, soit ¢ = at).

~ D'autre part, on sait que (pour y > a > 0), l'hypergéométri-
que confluente admet la représentation intégrale :

1 .
By y3x) = ——ilt) W=ty g) YT gy
(ayy;3x g P(Y-a)_i e (

Appliquons cette représentation avec a = v + ; y Y =2a=2v + 1
la formle (I-5) devient alors (moyennant de légéres transforma-
tions) :

oy 2 1 | 1

1 -1
(1_5‘ ) f(X) ﬁ V—+ \/—:L XV"'1 e—bx J e-CtX .tv 2( 1..t')v | 2 dt
Vi r(v + -é-) 5 .

Dans le cas b = 0, des simplifications se produisent et
suggerent une interprétation probabiliste intéressante : pour
% = 0, la densité £ (x)'s'écrit en effet :

v S
£ (x) = tv ~atx L(v) 4= 1/20_4)v=1/2 44
ot rm J r(d) v+ ) ( .

Sous cette forme, on voit que la variable X admettant
cette densité f (x) est équivalente en loi au rapport d'une va-
riable ganma- (v, a) et d'une varisble béta (2 y V+ %) : avec des
notations commodes, nous désignerons par :

S, une V.A. de loi gamma réduite (o, 1)

I une V.A. de loi beta (a,B)

a, B

Alors, notre équivalence en loi peut s'écrire :

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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_ ] \Y
(1-5") | X = =
| . | ° & My/2,ve1/2

"Dans le cas géhéral ol b n'est pas nulle, la densité f se
déduit de la densité £, ci~dessus & l'aide d'une simple pondéra-
tion par l'exponentielle efbx. I1 suffit donc d'examiner le cas
b = 0. Comme a est un simple parametre d'échelle, nous pouvons
aussi prendre a = 1 (ce qui revient a;remplacer Xo par a Xo).
Enfin, 1l'équivalence en loi bien classique :-

Sa
Og,p = S, * SB
.ou Sa et S, sont deux variables gamma indépendantes, nous donne.
avec o= 1/2 et B =v+ 1/2: '

i 1
| 1 =1+ N3
II = S
1/2,v+1/2 1
‘ 2

Ainsi, le prototype de la loi continue engendrant par mé-
lange poissonien une loi de Schiel & 3 paramdtres correspond 2
une variable de la forme :

| » -
(1-6) | X=s(1+ L’s'%/f?——)

2

C'est cette formule qué nous allons généraliser. Réppelons ~
“auparavent la seconde forme de densité f(x), forme déja mention-
née d'ailleurs dans 4-F.

Deuxiéme forme pour la densité f£(x).

La fonction ®(A) de la formule (I-4) peut encore s'écrire ¢

\Y

@(x)=< atb + 2 /ab )
atb + 2n + 2 V (a+\) (b+r)

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE) .
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11 sera commode de poser
. _a+b .t=a-b______g . '=ﬁ
r==z 7 z ~2 0 2
Tr
Alors 3
a(A) =|

\Y
r + r2- t2 o
r+7\+ f r1) %= t2
) Y
T 1 + V1 Y '
+A

R Ry

En utilisant & nouvesau la formle (I-12') de 4-P (mais cette
fois en l1l'exposant v au lieu de 2v) nous obtenons ensulte le déve-
loppement suivant & o ' '

: v , ' n 2n+y
a(2) = v (.L_t__L.x V-) 5 _I(v+en) (.Y.) ( r )

2 n>o n! r(v+1+n) 4

Tr+A

qui montre que la densité f£(x) se représente d'une seconde manidre
comme mélange de lois gamma 3

I

f(x) = v(1 +2V1-x)v Y Xv;-1»e_-rx » 1 (t2 x2>

n! r'(ntv+1) 4

Il est alors agreable d'introduire la fonction de Bessel
modifiée de 1&re espéce : ‘

L0 = (3) 2(3

En revenant aux notations initiales (a et b au lieu de r,
t et y) on trouve ainsi pour la densité :

21’1

) 1
n! r(n+v+1)

_(1‘7), f(x) (—23 + \/;b) e——X—--— I, (a—gﬁ x)

Sous cette forme, le comportement asymptotique de f£(x)
_pour x —+ o est bien mis en évidence : on sait, en effet, que

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE -- 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Iv(y) se comporte & 1'infini comme e¥/Vy. Ainsi, pour x - oo,
f(x) aura un comportement en :

e-bx

(et en particuiier en 1/1:3/2 dans ‘le cas prototypique b = 0).
Ce comportement est le mdme que celui de la loi
_bg. &
A e x

372
utilisée par Sichel pour former ses mélanges poissoniens.

En égalant les deux expressions (I-5) et (I-7) de la densité
. f(x) on obtient une identité entre fonction de Bessel Iv et hyper-
géométrique confluente PF(v+ 1 y 2v +1). Cette identité, nullement
triviale, est connue dans. la littérature sous le nom d'identité

de Kummer., '

N

Enfin, la représentation intégrale (I-5'), et l'équivalence
en loi (I-6) qui s'en déduit peuvent également 8tre obtenues 2
partir de l'expression (I-7) : il suffit pour cela d'utiliser la

représentation intégrale classique

1. ' V- 1

' _ v
- 1 X o, L2 ?
1) V7 T(v+ -;—) (2) - L o e )'_, o

et de faire les changements de variables voulus.

b/ Ioi continue associde & la loi de Sichel & 3 paranetres.

Ia loi continue associée & la loi de Sichel & 2 paramdtres
admet la transformée de Laplace exp(ayb - aVb+\), dont le proto-
type est la loi stable : : '

a(A) = e’aﬁ

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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On en déduit le prototype de la loi de Sichel & 3 parametres en
substituant & la constante a une variable gamma gque nous pren-—

drons, comme ci-dessus, d'indice 2v (plutot que v), soit S,y *
D*antre part, on sait que la loi stable ci-dessus est celle de

1tinverse 1/81/2 d'une gamma de paramdtre 1/2. Plus précisément 3

E(e-x/s1/2) - e—2xwf'

Introduisant(deux gamma indépendantes SZv et Si/2, on
trouve donc o

_Ala ) ~
| | ‘ 1+ VA

11 s'agit bien du prototype de la loi de Sichel & 3 parametres
(la formule générale s'obtient en effectuant une transformation
A - a\ + b : ce qui revient & un changement d'échelle sur la V.A.
et une pondération de sa densité par une exponentielle e—bx).
Ainsi, pour la loi de Sichel % 3 paramdtres, la variable
continue prototypique est du type : '

S2

(1-8) X = —2¥_
48, ,,

-Pour comparér ceci avec la variable (I-6) engendrant la loi -
de Schiel a 3 paramétres, nous allons utiliser une interprétation
probabiliéte arusante de la formule classique de duplication de 1la
fonction eulérienne. En effet, écrivant cette formule sous les
deux -formes : |

22\)"1 P(V)

r(ev) = V= P(% + v)
| = »
r(av+2n) = 22M2v=1 Llatv) peyy 1+

nous obtenons
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L(2v + 20) _ 20 I(v + A) [I(v+ 1/2 + A)
r(2v) r'(v) r(v + 1/2)

Mais, comme on sait :

r(% x A - E((s )x)

La formule ci-dessus exprime donc une équivalence en loi
entre variables gamma, & savoir : '

_ C
(I-9) Sy, =4 SV Sye1/2

Compte tenu de cette tres curieusé relation,'nous voyons
que la variable (I-8), prototype de la loi de Slchel a3 para-

métres, peut aussi bien s ecrire 2

sV 5,* 1/2
S1/2

(1-10) 1 X=

¢/ Ioi continue de Schiel & 4 paramdtres.

Comparant les variables protbtypiques (1-6) et {I-10) de
- nos deux lois & 3 paramétres, nous sommes fort tentés d'intro-
duire la variable :

o o S .+ 1/2
(1-11) | = s, (-%%j7———-f B)

a4 partir de laquélle'on‘peut constituer une famille a quatre'parér
métres, contenant comme cas particuliers nos deux lois & trois |
paramétres : pour B = 0, en effet, (I—11)'se'réduit a4 (1-10) et
engendre la loi de Sichel, pour B8 = { au contraire (I-11) ‘stiden—~
tifie & (I-6) et engendre la loi de Schiel a 3 paramétres. De
‘fait, nous allons voir que la variable (I-11) engendre effecti-
vement la loi de Schiel & 4 paramétres, telle que nous l'avons
définie,
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. Pour 'cela, partons de 1'équivalence en loi (I-9) établie
ci-dessus ‘ '

. " ‘ 2 _
(1-9) o | ng = 45,35 1,2
Sv'et‘sv+ 1/2 éﬁant deux gamma 1ndependantes, posons 3
X =2V5, 5, 1/2 3T =5,

de sorte que X, d'apres (1—9), est une gaima de péramétre‘2v.

Cherchons alors la loi conditiomnelle de Y = S lorsque X =
est fixée : en désignant par f_ la densité de la variable gamma
_Sa.} on trouve pour cette loi conditionnelle la densité

- = f _(-X--)f (y)
f(y/x) = & V+}£2(x§y >
' Vv

Sous forme expllclte, on constate que le parametre v s ellmxne,

et l'on trouve : -
‘ 2

X~y-
x 4Y

1 e

(1-12) _f(y/x) ="

~ Chose trés curieuoé, donc, cette loi conditiomelle de
Y=25,aX=2 +1/2 fixé coiIncide avec la loi continue qui

engendre, par mélange poissonien, la loi de Sichel sensu stricto . 

(4 2 paramétres). En désignant par

o, (1) ='J e™N 2(y/x) dy
o

sa transformée de Laplace, on trouve en particulier :

o -AS, P
a0 (s, s +%.=5§) T

' A partir de cette relation, il n'est plus treés difficile
de trouver la transformée de ILaplace de la variable Z définie en
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(I-11). Posons, pour abréger, les notations e

it

2 \/sv 5,+1/2

Y=3S
) \Y
2
4.S1/2 _

Nous devons calculer la transformée de laplace de 2, soit :
5 .
. -\ - A BY
o(r) = E(e™) = & <e +51/2 )

Calculohs d'abord cette espérance a X = x et S1/2 = 8 fixés.
D'aprés (I-13), on trouve :

2 L
=X w1 - VImRg)
E(e—xz/x = x, 81/2 =s8) =e 4s - B

Déconditionnalisons maintenant d'abord en S1/2-:'il vient
Ble™M/x = x) = X(1 - VIR -V
Déconditionnalisons ensuite en X, qui est une gamma (2v;1). Cela

donne.
2v

1
Vi'f V1+rg )

(1-14) a() =(

11 stagit donc bien de la forme prototypique de la loi
continue engendrant par mélange poissonien notre loi de Schiel
a4 quatre paramdtres.

I1 convient,'maintenant, de chercher l'expression de la
densité correspondanfe. Elle n'est malheureusement pas aussi simple
que dans les cas précédents. On peut en donner une représentation
intégrale ou un développement en série double.

Représentation intégrale de la densité f(z).

Donnons cette expression seulement dans le cas de la va-
riable prototypique (I-11) (le cas général s'en déduira en chan-
geant Z en aZ et en pondérant la densité par e_bz). Pour cela,
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remarquons que la variable beta.(é sy Vit %) vérifie 1l'équivalénce

~en loi déja rencontrée :

' S
_._.1._......1_- = 1 + —\S-)il@
m, Lvts . P1/2

2

i

de sorte que la variable (I-11) peut &tre remplacée par :

= 1 '

72 =5 (—l—7 +p-t
H1/2’V+'2' v
Nous poserons, pour‘abréger

«a=p~-1  (a=-1).
et il vient alors pour la densité : _
v=1/2

1) gy

| 1 - _zu -
y zV1 J o 1tau u’ 1/2(1

Vi T(v+ %)-'o

(1-15) £(z) = TYRY

Développement en série double de la densité f(z)

Sous sa forme generale, la version continue de la loi de

Sch1el a4 4 parametres admet une transformée de Iaplace de la forme :

' Ve \2Y
o = " (22

ct+A

Désignons par mn(a) les coefficients du développement

2v :
_(.a + V-7 \ . mn(a) S0
a+ yil-1s, n>o o
- On aura donc pour la densité :
n+v zn+v-—1 -Cz

(I-16) £(z) = T wy(a) = =
_ nso 4 I'(n+v)
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Ory, on a vﬁ dans 4-PF :

" 2v | . ‘ n V
(.a'+ Vi-t ) =3 q¥ r(n+2v) pn~ <1— V1-'cs)
a+ Vi-1s n  n! "\ 1= Vi-g
avec ' —
p = 1= V1=t ; q = & 1-7
at1 at+1
et, d'autre part
_ n ‘n
| (1- V1—TS) . W VAT ) _
\ 1= Vi-71 (1+,V1—Ts'

n ' v
(1 M1—r) n ¥ r'(n+2k) (I)k N
- ( k=0 k! P(n+1+k) \4

On en déduit

, -, v -n |
o (a) = (2= )._1_ 2\ 2 rlovin-k) (n+k=1)! ./ 2 )
n(a-’_ ( a+1 / n! <4A) k§o (n-k) ! k! (a+1 i

En reportaht dans (I-16), on obtient un développement de £(z)
-en série double, '

- On peut-obtenir un autre développément‘(partibuliérement
intéressant lorsque a est voisin de 1) en utilisant le dévelop-
pement en série de laylor (par rapport & la variable a) de 1l'ex—
pression '

o W2V | | ~ 2v#p
(—— ) -z (P D), 1)"(--—-—-—-——’ )
\ a+ Vi-1s p=0 r 2v) p!

1+ Y1~1s

" Compte tenu. de la formile (1-12') de 4~F, ceci donne w, (a)
sous 1la forme ‘

2v .
o () = (a+ Vi=z) 5 (=1)P (a-1) T'(2v+p+1) T(2v+p+2n)
n : 2n+2v : -
n! P(2v) p=0 r(2v+p+n) p!

2

En substituant dans (I—16), on obtient un développement
de £(z) en série double.
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Ces résultats ne sont pas particuliéfement simples, mais
les calculs numériques semblent réalisables (je ne les ai toute—
fois pas essayés : en particulier, personne n'étant & l'abri d‘'une
erreur de calcul, je conseille fortement & un utilisateur éventuel
de vérifier soigneusement les calculs ci-dessus avént de programmer
ces formiles). |

II ~ PROPRIETES DE LA IOI DE SCHIEL.

Nous en venons maintenant & une tlche ingrate, mais utile :
calculer la moyenne, la variance, les deux premi®res probabilités
po'et P, de 1la loi_de Schiel & 4 paramétres, puls établir l'équéf
tion différentielle qui vérifie la fonction génératrice, et en
déduire les relations de récurrence qui permettent'le calcul des
probabilités P, suécessives ¢ nous verrons qu'il s'agit ici d'une
relation de récurrence & quatre termes, et non plus & trois comme
dans 4-F : il fallait bien s'y attendre, puisque les lois identi-
'flees dans 4~F sont les seules lois indéfiniment divisibles admet-

tant des relations de récurrence i trois termes.

Nous. partons de la fonction génératrice :

(11-1)

. 2v
_ b Yi1-8' + Vi-8
G(s) =
b Vi-08's + V1-6s

Par dérivations successives, on trouve

G' _ < b g ) ) 1
¢ Vice's  Vi-es/) bVi-6's + Vi-es
G _ G'2__y_< b o2 82 ) 1
G g2 2\ (4-0" 3)3/2 (1-05)>/2/) »Vi-6's +Vi-6s

IR 1 '
(V 's V 1-65) (bV1-et's +'\f1-es)2

rvk
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On en déduit la moyenne et la variance

i o= - v be' __.9__)
b Vi-6' + Vi-9 < Vi-g!' Vi-e
§2=m+-\lln_2.+!.< be' 92 ) 1
292 2 \ (1-0" )37 (1-8)°72) b vite' + Vi-e

et les deux premiéres probabilités |
- ' 2v
- =<b\/1-e'+\/1Te>
° b + 1
p1=vbe'+e ]
b+ 1

L'Equation différentielle.

Pour établir 1'égquation dlfferentlelle qui vérifie G(s),

nous partirons pluto+ de la forme

G(s) _< b2(1-61) + 1-6 + 26V (1-8)(1-6") )v
02(1-6's) + (1-08s) + 2bV(1-65)(1-0's)

Posons pour abréger

f—8s ;3 n(s) =1v2(1-0s)

P(s) = ;
d'ou :  ste v
)
P+10+ 2Vl
Ceci est de la forme
>G = V¥
.avec ) :
¢=-—log(PA+n+2yPn)+CSte
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En dérivant ¢ il vient :

(Pt +pt o+ Lt HP') 1 -
vV I P+n+ 2V

=vPH' + P! + (P'+ nt)\/ﬁﬁ'x'.P + J[- gJCEi;
VEn | _(P~n)2

_q)'

Cette expression se simplifie'notablément, et on trouve

(11-2) o —¢r = 2= 1] X
- v P-TI ' (p-n) VP

ol y est la constante définie par :
Y=Pn'-mP' =b>(e-0')

On en déduit : :
¢!2+ 2,(_1)"‘ H') (l)' +‘(P"' H')zpﬂ- 12= 0
p~II (p-m)“ P

Une nouvelle simplificatibn dans le terme indépendant de ¢?
conduit finalement & 1l'équation :

(11-3) P g (P-m) ¢'° + 2(P'-10') ¢' + (m P'°- P '?) =0

En dérivant (1~2), on trouve ensuite :

W = - Pr- ¢ G+ Ppo'+qgpr Y
P-II 2P (p-n1) VEn

_ _P-1q o _Pp' +@m P (Lb' +P'— II')
P-11 2n P P~

ce qui conduit a l'équation différentielle
' " i ') POo'+ OP'yy av
(1I-4) P n(p-nm) ¢" + [P n(P*-n') + (P-n) (——="-)] ¢

+ (Pl._n!) 2.11:5..11?.’.:0
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Ainsi, en posant

-, A(s)

Pr (P-1) = b2(1-6s)(1-8's) [1 - b° + ps]
B(s) =P (P'- ') = b° p(1-0s)(1-6's)
c=nP2'?-P2n'2=1%0%-1%06'2) + 00" s

. . 1 . : -
B, = B+ (P-p) ELLIP - 5 4 v2(gpts - 8870 (1 - b2 + o)

' ' '
CO = (P'_n') -:E_I_I__;_EP_ = bzu(eels - eze' )
avec, poﬁr abréger : _

2

p=>=b o' -20

on voit que ¢ = % log G vérifie les deux dquations :
R : _
AP'"+2B¢'+C=0
1] -
Ag" + B ¢+ C, =0
Compte tenu de :

G' = v ' G 5 G o= (v " + V2 ¢12) G

il en résulte que G lui-m8me obéit & 1'dquation différentielle
du second ordre :

(I1-5) A" + (B, + 2v B)G' + (v ¢, + vZ €)G = O

Ia Relation de récurrence

Ies coefficients de G", G' et G étant, respectivement, de
degré 3, 2 et 1, les P, vont donc vérifier une relation de récur—
rence a quatre termes, relation que l'on obtient en annulant le
coefficient du terme en s” dans ltexpression explicite de 1'équa-

tion (II-5). Ce petit traveil de patience conduit au résultat
suivent : '
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“(1-52) (n+2) (n+1) Pphio

re ) [u(n+1)(n+2v +1) = (1-b®)(e+e ") (n+1) (n+ )] p,,,

+ [v2(6%-p° 6'2) + (1-b%) eo'm® - i(6+0") (% +(2v+ Dnen(n-1)p,

+ poo'[v(v+1) + 2(v+1)(n-1) + (n-1)(n-2)] Ppq =0

Sauf erreur de transcription, cette formule doit &tre correcte :
Je 1'al abondamment testée numériquement.,

Iorsque le terme |
w =12 91—

s'annule, on retombe sur la loi de Schiel & 3 paramétres. Ie terme
en p,_, de la relation de récu:rence (I1-6) disparait, et il reste
‘une relation & 3 termes équivalente (aux notations prds) & celle
qui a été établie dans 4-F,

Iorsque 6' = 0, la méme circonstance se produif : on retombe
sur la loi de Sichel & 3 paramétres de la note 4-F, avec la seule

différence que le coefficient v de 4-F est ici remplacé par 2v.

Une erreur de transcription s'est glissde dans la formule

(5-3) de la note 4-F : la relation de récurrence correcte pour la
loi de Sichel (avec v et non 2v) est : '

e

(a2-1)(n+2)(n+1) P =

N n+2 -
(5-3) 5 82 -
de 4-F Y - eln+1)[v + 3 - 5+ (2-a%n] p

N 02[nnen) + n(ve 3+ 2y

C'est cette formule qui doit remplacer la relation (5—3)
de 4-F. Compte tenu de cette rectification, on retrouve bien (5-3)
de 4-F en annulent ' dans (II-6), et en remplagant v par v/2.

4o S'évenouit dens (II-6), et
il reste une relation & 3 termes seulement. Cette simplification,

Torsque b = 1, le terme en p

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU {FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS

-23-

déja rencontree dans F-4, a comnme contrepartle une tres grande insta-
bilité numérique lorsque b est voisin de 1. Ds que Ib - 1| est in-
férieur a 0,6 ou 0,7, 1le calcul des Py, devient numerlquement impos-—
sible. Cette 01rconstance m'a beaucoup géné dans les ajustements.

N.B. : La relation (II-6) est valable & partir de n = 0 (avec p -1 = 0),
de sorte qu'il suffit de 0ﬁlculer P, et p1 pour amorcer la ré-
currence. :

111 - EXEMPIES D'AJUSTEMENTS A LA TOI DE SCHIEL

A tout seigneur tout honneur : pour le premler ajustement, j'ai
repris les 12 017 données que j'avais aJustees dans F-4 a la loi de
Schiel a 3 parametres. La technique d'ajustement utilisée est assez
rudimentaire : elle éonsiste 4 imposer pour Por Py et m les valeurs
expérimentales (1a variance n'est pas assez fiable pour &tre retenue),
ce qui donne trois relations pour quatre paramétres : l'un des para-
métres (en pratique é) étant choisi arbitfairement,’les trois autres
se trouvent fixés. I1 suffit alors de faire varier le paramétfe libre
(8), et de retenir la valeur jugée la plus satisfaisante (par exemple
celle gqui minimise un x2). On peut d'ailleurs ensuite faire varier
les paramétres fixés (po, p, et m) pour améliorer le résultat : je
1'ai fait dans d'autres cas, mais non dans celui-ci. .

Le résultat de cet ajustement, reproduit ci-apreés, est assez
spectaculaire : le x , qui était de 56,88 dans le cas de la loi &
3 paramttres, tombe 240,80 , ce qui, avec 34 degrés de liberté,
correspond & une probabilité P(x2 2 40 80) = 20/100 (au lieu de
1/100) et permet donc, class1quement d'accepter le mod&le.

En réalité, 1l'ajustement, qui est extraordinairement bon
jusqu'a n = 60, et tres bon jusqu'a n = 100, représente mal 1l'ex-
tréme queue de la distribution : la classe des 100-200 apporte,
en effet, & elle seule une contribution énorme (11,77!) au x . I1
est intéressant de comparer les > 100 et les » 200 calculées et
observées @
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Les s 100
Calc. Obs.
Fréquence en % _ 0,42% 0,29%
- Fréquence en nombre 50,3 34
N. de pierres 8 738 9 751
% des pierres 22,54% 25,15%
Moyenne 175,7 286,8

Les > 200

et Calc. Obs.
Fréquence en %~ 0,10% 0,14%
Fréguence en nombre 12,1 17 |
N. de plerres 3520 . 7175
b des pierres 9,08% 18,51%
Mdyeﬁne » 290,7 422,1

I1 est certain que ces classes extrémes sont assez mal repré-
sentées par le modele. A dire vrei, la population dtudide ici est
hétérogeéne : elle résulte, en effet, du mélange de 6 populations qui
présentent, nous 1le verrons, des comportements asymptbtiques (i.e.
des parametres 6) assez différents : il ne faut peut-&tre pas s'étonner
qu'il ne soit'pés possible de bien représenter la'queue de - distribution
a4 1'aide d'un modéle simples

I1 reste que, dans l'ensemble, cet ajustement constitue un
succes spectaculaire pour le modéle de Schiel & 4 paramétres;'ﬁais
il faut aller plus loin, et regarder comment se comporte notre pPopu~
lation sous 1l'effet d'un changement de bupport.

Changement de support

Les données précédentes proviennent de tranchdes découpées
en ;trongons de 5m (support 5m). Ayant regroupé ces trongons (1a ou
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c'était possible) par.2, par 3, par 5 et par 10, on dispose'des
distributions relatives aux supports 10, 15, 25 et 50m. )

On constate que les ajustements se détériorent lorsque 1le

support augmente, et deviennent inacceptables & partir de 25m. Le

;test.xgva été effectué.a partir d'un découpage en 22 classes (les
mémes pour tous les supports),Adifférent du découpage précédent.
I1 lui correspond 22 -~ 5 = 17 degrés de liberté. Voici les résul-
tats des 5 tests x2 : : ' '

X2 toutes plages (Schiel)
- V 23
X P17 (x"= )
Support 5 m 22,42 17/100
" 10 m 22,16 ~17,9/100
" 15 m 25,29 8,8/100
" 2%m 56,94 3,54 x 1072
" s0m | 68,90 | 3,32 x 107

Lt*échec est donc total & partir de 25 m. A dire vrai, du fait
que les ¢échantillons ne sont nullement indépendants, on ne peut pas
prendre & la lettre les probabilités indiquées pour les x2, mais les
ordres de grandeurs sont décisifs : en particulier le saut tres brutal
du 22 entre 15 et 25 m (alors que 1lteffectif de la population'diminue)
est certainement trés significatif. A partir de 25 m, le modéle est
inacceptable. ' |

Cet échec n'est pas imputable & 1'hétérogénéité de la popula-
tion. Voici, & titre indicatif, les résultats obtenus pour les deux |
premiéres sous-populations homogénes (plages A et B):

4
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x  Plage A (Schiel)
N | x2 Deg. de Lib. P(x22 .)
Support 5 m| 2 357 27,61| 14 1,6/100
" 10 m| 1 145| 28,42 14 1,3/100
" 15 m 747 12,20 13 51,1/100
" 25 m 422 15,69 13 26,6/100
" 50m| 178] 27,29 9 - 0,13/100
2 ~ i
x~ Plage B (Schiel)
N Xz Deg. de Lib. P(xzz .)
Support 5 m| 3 026 22,71 21 36,0,/100
" 10m]| 1 474) 17,85 21 65,8/100
" 15m 964 19,23 21 57,0/100
m 25 m 540| 19,88 14 13,4/100_
mo o 50m| 227] 22,511 - 11 2,1/100

Dans 6 cas sur 10, les résultats sont acceptables ou méne
tres bous, dans 4 cas sur 10 ils soat mauvais ou méme trés mauvais
(A-50). Dans les deux cas, le support 50 donne de mauvais résultats.

Evolution des paramétres

Avant de passer & la loi de SICHEL-PASCAL, qui; nous le verrons,
donne des résultats franchement meilleurs, il est intéressant de jeter
un coup d'oeil sur 1'évolution des paramdtres en fonction du support
(3 titre de comparaison, mentionnons que, si les échantillons de 5 m
pouvaient &€tre considérés comme indéperdants, les paramdtres é, 8t et
b devraient rester constants, tandis que v.varierait propqrtionnelle-
ment au support : il n'en est pas du tout ainsi, les résultats ci-
dessous montrent que les échantillons ne peuvent absolument pas &tre
‘regardés comme indépendants). |
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‘Evélﬁtiqn des paramétres ~ Toutes plages

9 or | b v
Support 5 m| 0,99230 | 0,7796| 1,920 0,212
»w 10 m|0,99470 | 0,8560 | 1,871| 0,281
" 15 m | 0,99384 | 0,8519 | 1,286| 0,342
w251 0,99288 | 0,9402 1,136/ 0,373
®  '50m|0,99147 | 0,9644| 0,419| 0,494

Plage A
Support 5 m|0,98923 | 0,6550 | 0,466| 0,106
oo 10 m | 0,98612 | 0,8113 | 0,239 0,132
" 15 m|0,98374 | 0,8904 | 0,122| 0,160
" 25 m | 0,98729 | 0,9472| 0,013 O, 176
" 50m|0,98591 | 0,9524 | 0,039} 0,371
' ' Plage B

- Support 5 m| 0,99385 0,6342| 1,162| 0,192
" 10 m | 0,99556 | 0,7572 | 1 0,239
" 15 m|0,99564 | 0,9006 ] 1 0,229
w25 m|0,99760 | 0,9520 | 1,721 | 0,300
" 50 m|0,99840 | 0,9730| 1,554 | 0,436

.'Quelques traits se dégagent nettement : 6' et v augmentent
systémathuement avec le support (mais v croit beaucoup m01ns vite_'
que celui-ci: : il varie de 1 & 2 ou 3 et non de 1 & 10 1orsque le
support passe-de 5m a 50 m : d'ou le re3°t de l'hypothése atindé-
pendance des echantlllons) Dans 1'ensemble b diminue lorsque le
support augmente (sauf pour B-25 et B-SO) L'évolution de 8 est plus .
plus indécise, sauf dans le cas B ou 1'augmentation est assez ré-

guliere.

(N.B..: les.nécessités du regroupement ont fait que les donndes

retenues pour l'ensemble des plages ne sont pas exactement les
mémes que dans le premier ajustement, dtoll les valeurs légérement

différentes des paramétres).
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IV - LA IOI DE SICHEL-PASCAL

Venons en maintenant & la loi de Sichel-Pascal & 4 paramétres,
loi que nous'avons déja rencontrée au premier paragraphe : sa fonc-
tion gdénératrice se déduit de (I-3') par simple suppression du pre-—
mier facteur (binomial négatif). Nous 1l'écrirons sous la forme sui-
vante (avec v au lieu de 2v en exposant) : '

. \Y
a+ yl-t T-p5

ou encore, avec

Y
a + ﬂ1—r
a + ’1—95
1-ps

Ce paramétre 8 a la méme signification que dans,leé cas

(IV=11) ' G(s) =

précddents : pour n tendant vers 1'infini, le comportement asymp-

3/2

totique de la probabilité p est en o2 /h?/“. On a évidemment

v >0 O<t <1l . p<i a +\Vi-1 >0

Le parametre p peut prendre des valeurs négatives'(pas trop-
fortes en valeur absolue), bien que l‘interprétation probabiliste
(loi de Pascal) ne subsiste plus dans ce case.

, Pour établir les propriétés de cette loi, le plus simple est
de partir de la loi de Sichel & 3 paramdtres :

(1v-2) (e =
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et de faire 1la substitution
as
S—'
' 1-ps

Interprétation probabiliste

Ltinterprétation probabiliste de cette transformation est
trés simple : si NS désigne une variable obéissant & la loi de
Sichel (IV-2), la variable N de loi (IV-1) peut s'écrire :

(et N = 0 si Ng = 0), les Ni,désignant des pascaliennes (loi qs/(1;p3))
indépendantes entre elles et de NS : nous avon®s donc affaire a la somme
d'un nombre NS aléatoire (sichélien) de variables pascaliennes.

Nous ‘avons déja rencontré dans 4-F la décomposition de la loi .

de Sichel en paquets, la loi du nombre d'objets par pagquets étant
1thypergéométrique : ’ '

1 «Vi-t s
1—\/1-—1:

Cette décomposition est de la forme :

: n
_ - 1 = \N1-1 s
Y(S) —Z n ; —V'I-’f_
v , n
_ (a +V1-1) I'(n+v) (1 — \E--_T)
®n T a + 1 n! a + 1

I1 s'agissait donc de la somme d'un nombre aléatoire (vino-
mial négatif) de paquets contenants eux mémes un nombre aléatoire
d'objet obéissant a la loi hypefgéométrique ci-dessus. Pour la
clarté de 1'exposé, nous dirons que ces paquets sont des paquets
sicheliens.
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Avec la loi de Sichel—Pascal, cette interprétation subsiste :
nous avons encore.- affalre aux- mémes paquets 31che11ens,navec la méme
loi binomiale négative que 01—dessus pour le nombre de ces paquetse.
Simplement, au lieun d'étre constituds- d!individus, les paquets siche-~-
~liens sont malntenant constltués de sous—paquets pascallens ¢ chaque

sous—-paquet contlent un nombre d'individus obelssant 23 la loi de
Pascal, le nombre de ces sous-paquets dans un paquet sichelien res—
tant soumis & la méme loi hypergeometr;que que ci-dessus.

Cette hiérarchie en paquets sicheliens et sous-paquets pasca-—
liens présente un grand intérét pour la recherche de modele de chan-
gement de support, et permet en particulier de construire assez faci-
lement des lois multivariables. Clest 1a 1'intérét pr1n01pal de ce
modele du p01nt de vue de la géostatistique. Dans certains cas, cette
decomp051t10n en paquets et sous-paquets ne sera rlen de plus qu'un
artifice de calcul. Dans le cas qui nous sert de test, l'existence
effective des paquets est une réalité geolovlque bien etablle. Les
sous-paquets ne sont pas mentlonnes, peut-£€tre 31mplement parce qu'ils
. ne sont pas observables (on s'attend intuitivement & ce que le rayon .
de dispersion des individus d'un sous-paquet soit nettement plus>peﬁit
que celui d'un paguet). On leur attribuerait volontiers comme originé
la fragmentation des pierres initiales, soit au cours deileur histoire
géologique, soit au cours des processus d'échantillonnage et de trai-
- tement. Naturellement, tout ceci est hypothétique. Méme en ce qui con-
cerne les paqﬁet55 dont l'existence est assurée, nous ne disposons
dtaucune information quantitative, et mous n'avons donc aucune preuve"
expérimentale directe pour affirmer que le nombre de pierres qu'ils
contiennent obéit (ou non) & la loi ci-dessus. C'est uniquement sur
- la loi résultante (IV-1) que porteront les contrdles expérimentaux. .

Calcul des paramétrés

Venons en maintenant & la tfche ingrate, qui consiste & cal-
culer m, 02,'po, p1 ainsi que les relations de récurrence (qui por-—
teront cette fois sur 5 termeS'simultanément)} Pour faciliter (un
peu) ces calculs laborieux, nous partirons de

"G(S)' | )

(1 -Ds
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ol y est la loi de Sichel (IV-2). En dérivant, il vient :

)

q 48

e : ! |
_ (S) z;:;;;g Y (1_98)
' . ”2 ﬁé C . qg | a5
_G"(S) e e—— -Y'( ) + 7} -Yn( )
: (1-ps) . 1-ps | (1-ps) 1-ps

Iles expressions des y' et y" ont été données dans 4-F, et il
“n'y a pas lieu de les réécrire ici. ‘ o

~Avec s = 1, nous obterons la moyenne et la variance

ﬁ _ YT 1 1 o
4 ‘2q \/1-1 a +\/1—1¢ |

2
(e} =

(IV=3)

(1+p+ T ’_'_ T )
2(1-1) 2(1-7 + aVi-1) |

w2 |8

De mémre, pour les deux premiéres probabilités, on trouve en

faisant s = O

'(a +\h-—r,>V
‘ a+ 1
(17-3) vTq

p, = P
Vo 2(at1) O

L'équation diférentielle

Passons & 1'équation différentielle. On a vu dans 4-F que

y(s) vérifie 1'équation :

. » 2 ' ‘ . - )
(a2-1+rs) v (s) + t[v + % --%— - (v ¥ 2)T51 Y R 6L y =0
| 2 4 :
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Nous allons substituer partout dans cette'équationAqS/(1—ps)

4 s et exprimer les dérivées de y en fonction de celles de G :

lmg) = 6(s)

~as 0 (1-ps)?

Y'<1Eps) =3 G'(s) |

o o2 x o (-ps)?t |
Y (7ogg) = - = (1=p9)? G1(8) + ——— @n(s)

~ Le résultat de cette substitution conduit & l'équation diffé-
- rentielle suivante : ' ' '

Py(a) 67 + Py(a) 61 42,0 =0

avec (en posant 6 = p.+ 1q) ¢

(Iv-4) P4(S) i .(lv_pSA)‘z (1"'_95.)»{32(17138)‘ - (1—93)]

~2p (1-ps) (1-6s) [a®(1-ps) - (1-09)]
+ v a(t-pe) [(v + D(1-88) = £°(1-ps)]

P o= - T2q2 vgvz12

PB(S).

. La relation de récurrence

- Pour passer & la relation de récurrence (qui est d'ici d'ordre
$) il est commode de poser ' ’

2

a=a =1
8 $'p + Tq.
_ 5 A
A=(a"-1) p~-n1q

3 g2
C:\)+—2'--2—' 5
D= (v+(p+ g -2
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On trouve zlors, avec ces notations :
o n(n—1) pn‘= [T1(n’2)(n—1) + Tz(n-1)] pn_-]

+‘ [1‘3(?—2‘)(;§‘-'3) + T,(n-2) + 5] b o

(IV-5) . A
+»[T6(n-3)(n—4)_+ T7(n-3)] 3
+ T8‘(n"3)(n-4) pn;4
avec @
T, = A+ ab + 2pa
T2 = 2pa - qu
T3 ='—(ap + 2pae + 2pA + AB)
(Iv-51) T4 = quC + 1qpD - 2pA - 2pa9 - 2p2a

T = ¢2q2 v$v+1}

T6 _ p2a6 + p2A + 2pA6

T, = 2p°a8 + 2p°A + 2pA8 - TpgD

T, = -pZAe

N.B. : Ces-relations sont utilisables dés que n = 2 (étant entendu
que p_y = P, = 0), de sorte qu'il suffit, pour amorcer la’

récurrence, de calculer‘po et Dy

Sauf -erreur de transcription, ces fdrmules sont exactes :
je les ai testées dans quelques centeines de cas de figure. Elles
marchent numériquement tres bien, sauf toujours dans le cas ou a
est voisin de 1 (a voisin de O dans la relation (IV-5).

Pour 152 - 1] <« 0,7 ou 0,8, le calcul numérique n'est pas
possible. Lorsgue les agustements indiquaient que la valeur de a
allait tomber trop preés de 1, je me suis résigné a prendre exactement
a =1 (ctest-a-dire a travailler avec une famille a3 parametres
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seulement). Comme on le verra, ce cas se présente malheureusement
assez souvent : les ajustements correspondants, déja bons comﬁé on
le verra, auraient été encore meilleurs, et surtout 1l'évolution des
paramétres en fonction de la taille du support aurait été plus signi-

ficative.

Pour a = 1 (exactement).le terme en p disparait dans (Iv-5),
et il reste une relation de récurrence & 4 termes seulement, dont le
calcul ne pose aucun probléme numérique. Dans le cas trés difficile
ol a est voisin de 1, je pense qu'il conviendrait d'utiliser un déve-

loppement limité par rapport & (a - 1). Partant de :

o v | ‘ o T vtk
( 1 > .Y (e1)kE I(uk) (a_”k( 1 )
a+\{1=x/ k20 T'(v)k! 1+ V1=

on voit, en effet, que les probabilités pn(a,v) correspondant aux
valeurs a (voisin de 1) et v des paramétres se mettent sous la forme

k

(IV=6 ) = L (-0 Lluk) ' 2 = 1 1; X
( ) pglan) k20 (=1 kIT(v) <a+V1-T) P15 v4)

Ilorsque a est voisin de 1, cette série doit converger assez
vite : 17 en effet est, lui aussi, voisin de 1 dans les cas que j'ai
étudids, de sorte que le terme (a—l)/(a-+VﬁjZ) est & peu prés égal
a (a-1)/2, ce qui assure une convergence rapide d&s que |a-1] < 1.
Je n'ai malheureusement pas pu essayer cette méthode, faute de moyéns
de calcul au moment ou j'ai effectué ce travail : ceci est certainement

a reprendre.

Technique d'ajustement utilisde(paramétrage en v)

CJ'ai utilisé 1la technique d'ajustement, assez sommaire, que
voici : il -est facile d'exprimer les trois pé;amétres r; p et aen
fonction de v, de m, et des 2 premidres probabilités Py et Pye Dans
un premier temps, on donne 2 m, P, et P, les valeurs déduites de la
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distribution empirique, et, faisant varier v, on cherche le minimum
du x . Dans un deuxiéme,temps, on peut’faire varier po; P, etm et
recommencer l'opération, de fagon & améliorer le résultat.

Voici. les relations donnant ©, p et a en fonction de v, Pys Py
et m. Posons, pour simplifier les dcritures :

/v
x =V1-1 3 A=p1 5 B = (=) Y

P 2

Compte tenu des relations (IV-3) et (IV-3'), nous trouvons :

+1
B=2=; A=
atx
m = B=1)  (1+x)
2q X
On en tire :
1-Bx
a =
B -1
v{B=1 1+
q = MB=1)  1x
2m X

Substituant cette valeur de q dans B4

une équation -du second degré

2
qQx

2 PP
= q x, on trouve que x vérifie

2
(14x)% = 4B BA

v (p-1)
Posons, pour abréger : '
2 .
C 2m~BA _ 2mg
v (g=1)

I1 vient donec :

(IV-?). | x2

V(=12 Po

+ 2(1—-0) Xx + 1 =

Py

0
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et (x étant < 1)

(I7-71) | X = 0o - Vc(c-2)

ce qui suppose C < 2. Connaissant x =‘V1-r, les autres paramétres
s'en déduisent sans peine. ‘

La condition C < 2, c'est-a-dire

-;;LE——é El s 1
vo(g-1)° Po

est une limitation absolue (p1, P, et m étant donnés, toutes les
valeurs ne sont pas possibles pour v).

Une autre limitation est la suivante; Drapreés (IV-7), Cetx
varient en sens inverse (pour x variant de O & 1). Ainsi (m, p, et pé
étant donnes, et v variant,ainsi que B qui est une fonction de v) la
valeur maximale possible pour T (minimum de x) correspond au meximum
de C : il est facile de voir que ce maximum de C correspond & v = ¢o,

Si 1'on pose

= log 1/p,

on a, en effet, B = ea/b et

Nz
B v2(ea/v—f)2

v (p-1)

" Pour v -+ », cette expression tend vers sz valeur maximale),

qui est
1 1-

-2 2
o (log p,)

Ainsi, en prenant

¢ -—& 0
°  (log )" Po
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X = Co - 1. -\/CO(C0 - 2)

o

on trouve :

Autrement dit : pour des valeurs de m, po,et Py données,
tout n'est pas possible, on ne peut pas choisir 7 aussi voisin de
1 que 1l'on veut (cette circonstance explique que certains de nos
ajustements ne donnent pas une représentation entidrement satis-
faisante des queues de distribution). | '

REMARQUE : Nous avons utilisé le parametre A = p1/h Poe I1 est
intéressant.de remarquer qu'il est nécessairement < 1. Plus géné-
ralement, pour toute loi discréte indéfiniment divisible, on a

Py
- < n
I)O

1'égalité n'étant réalisée que dans le cas d'une loi de Poisson.

En effet, si G est la fonction génératrice d'une loi indé-
finiment divisible, log G et G'/G sont des fonctions croissantes
de s. On a donc

G'(0) _ &'(1)
G(0) G(1)

' clest-a-dire p1/pO < m. L'égalité n'est possible que si G'/G est
constante, donc log G linéaire en 1, ce qui correspond & la loi
de Poisson. '

Comportement asymototique

Pour n grand, p, est de 1'ordre de Gn/nB/2 (6 = p + Tq),

sauf dans le cas d'exception a = O ou la loi de Sichel-Pascal
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se réduit 2 une binomiale negatlve d'indice v/2. Pour a v0131n de 0,
le comportement limite en © /h 2 ne se réalise qu'aux tres grandes
valeurs de n. Dés que. a est ne ttement différent de.0, ce ‘comportement
est atteint assez rapidement : en pratique, d®s n = 40 pourvu que

a soit supérieur & 0,4 ou méme 0,3. : A

On a donc, asymptotiquement

Le parametre C dépend de t, p, 2a et Vv de manlere assez complexe,
mais ne dépend pas de n : par consequent l'esperance condltlonnelle

de la variable N pour N 2 n doanné, soit
n(Nen) =

ne dépend {pratiquement) plus que de 6 et de n seulement dés que n
est de 1'ordre de 40 : '

> e'K/ VK
k>n
> ek k372

k>n

n(Nan) =

Choisisssant, par exemple, la valeur n = 40, il apparait que
m(40) est une fonction (évidemment croissante) du seul paramdtre 6 :

d'ol une possibilité d'évaluer tres vite 1l'ordre de grandeur de ce
paramétre & partir d'une distribution empirique.

Cette valeur m(40) peut &tre tabulée en fonction de 0, en
utilisant par exemple la loi de référence

1+ Ve
1+ \1-0s

\

(soita=v=1, p=0, T =0). On obtient la table suivante, suffi--

g(s)

sante pour apprécier des ordres de grandeurs :
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IABLIE 1
8 m( 240) 4] m( 240)
0,80 43,46 | 0,991 84,16
0,85 44,71 | 0,992 87,62
0,90 47,021 0,993 91,81
0,92 48,60 | 0,994 97,03
0,94 51,05 | 0,995 103,78
0,95 52,85 | 0,996 112,96
0,96 55,37 | 0,997 | 126,48
0,97 | 59,17 | 0,998 149,27
0,975 61,95 | 0,9985 168,45
0,980 65,77 | 0,9990 © 200,97
0,9825 68,31 | 0,9995 274,35
0, 9850 71,48 | 0,9999 584,78
0,9875 75,60 | 0,99999 | 1 800,32
0,9900 81,25 | 0,999999 | 5 644,79
- (pour les valeurs 40,8, on a & peu prés m(40) = 40 + 7%5).

Dans les ajustements qui suivent, on trouvera la wvaleur exacte
de m(40) calculéde pour 30 cas de figures différents. On pourra cons-
tater que la table ci-dessus donne un bon ordre de grandeur (les deux
seuls cas d'exception, AfSO etB-50 cbrfespondent 3 de trds petites
valeurs de a). ' B ' |

V — EXEMPIES D'AJUSTEMENTS A LA LOI DE SICHEL-PASCAL

Trente ajustements ont été effectuds sur les mémes données
que précédemment, a savoir pour les 5 supports différents (5, 10,
15, 25 et 50), la distribution générale (toutes plages confondues,
en abrégé TP) ainsi que les distributions relatives aux plages
homogénes A, B, D, E et F (la plage C a été laissée de c8té a2 cause
de son effectif trop faible).
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29 sur 30

-

Le résultat est assez spectaculaire. Le test x?, en effet,
conduit a l'acceptation du moddle dans 29 cas sﬁr 30 (si 1'on prend'
comme critere P(x2 2 .) 2 5/100), et peut &tre considéré comme treés
bon (si 1t'on prend comme critdre P(x2 > .) > 50/100) dans 19 cas .
sur 30.

Le seul cas gqui concluerait au rejet (dtailleurs catégorique)
est celui de la population totale sur un support de 5 m (TP5). I1
est intéressant d'gilleurs de noter, & propos de cette population
totale, que 1' évolution en.fonctlon du support est exactement ‘
ltinverse de celle que nous avons observee avec la loi de Schiel : -
ici, en effet, l'agustement s'améliore lorsque le support augmente.
Absolument detestable pour le support 5m, il est bon pour les sup-—
ports 10 et 15 et trés bon pour les supports 25 et 50.

A dire vral, cette populatlon "toutes plages" etant hétéro-
geﬁe, on ne peut pas attrlbuer grande 31gn1flcat10n a 1'echec de
"agustement TP-5. Si donc on élimine la population TP, on constate
que le modele doit étre considéré comme acceptable dans 25 cas sur
25, assez bon (P(x > «)= 10%) dans 23 cas sur 25, bom’ (P(x ) > 25%)
dans. 20 cas sur 25, trés bon (P(x ) ‘2-50%) dans 17 cas sur 25 et
exceptionnel (P(x") > 90%) dans 5 cas sur 25.

Si nos ajustements pouvaient étre considérés comme indépené
dants (ce qui n'est d'ailleurs pas le cas, puisque,_pour'chaque
_‘placé, il s'agit des mémes échantillons regroupés sur des supports
'dlf;erents), nous devrions nous attendre & ce que les variables
P(X > .) obdissent & une loi de distribution uniforme. Il est
amusant de .constater gqu'il en est bien a peu prés ainsi, ou du
moins que le test xz'né conclut pas & un rsjet':

v
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Test x? sur les variables P(xgg.) - loi uniforme

Classe Fréquence | Fréquence X2
observée calculée
0 ao0,2 6 6 0,0
0,2 4 0,4 3 6 1,5
0,4 & 0,6 3 6 1,5
0,6 & 0,8 9 6 1,5
0,8 & 1,0 9 6 1,5
x2 = 6,0

Avec 4 degrés de liberté : P(x2 > 6) = 20%

g

On trouvera en anmexe le détail de ces 30 ajustements.
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Geliw Tests 2 (SIBA)
. . .2 . Degrés de 2 A
= X loperts  E(x7=:) en 7
TP-5 12 021 63,80 36 . 0,29%
TP-10 | 5857 40,84 37 30 5 %
TP-15 3 807 43,52 37T 21,4 %
TP-25 | 2160 31,33 37 13,2 %
TP-50 922 32,06 33 51 4%
A-5 | 2357 21,31 14 9,4 %
A-10 1145 15,41 14~ 35,0 %.
A-15 74T 9,40 14 . 80,5 %
A-25 422 5,56 14 97,6 %
A-50 | 178 12,753 g 17,5 %
B-5 3 028 22,76 - 22 3 41,5 %
B-10 1 474 18,26 21 63,2 %
B-15 | 964 15,48 21 79,8 %
B-25 | 540 13,74 18 74,6 %
B-50 227 18,66 12 9,7 % .
p-5 | 2790 20,10 14 12,7 %
D-10 1370 12,70 16 . 69,5 %
D15 897 19,09 14 16,2 %
D-25 518  1,69° . 14 90,5 %
D-50 235 - 6,06 13 1 94,4 %
E-5 1 934 14,00 20 83,0 %
E-10 944 13,37 20 . 86,1 %
E-15 612 13,12 19 - 83,2 %
E-25 347 16,67 19 61,2 %
E-50 146 8,50 - 1 66,8 %
F-5 14406 . 18,68 21 60,6 %
P-10 677 12,12 21 | 93,6 %
F-15 429 10,72 19 93,3 %
P25 | - 242 17,64 18 48,0 %
F-50 97 5,31 7 62,2 %
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Moyenne des > 40

On a.donc un peu env1e de chanter victoire. Pour atténuer
cet exces d'optlmlsme, observons cependant que. le comportement de
1fextréme queue de. distribution n'est pas toujours parfait. Un bon
crifére‘pour en juger nous.est fourni par la comparaison des valeurs
calculées et expérimentales de la moyenne des échantillons cpntenant
au moins 40 pierres. On trouvera ces valeurs sur le tableau suivant.
Sur -le méme tabléau, on a également indi@ué la valeur du paramétre 6
ajusté, pour permettre4la comparaison aveé la Table 1 : on voit que
les valeurs de 6 et de m (= 40) calculées sont, effectivement, com-
patibles avec cette table (aux deux exceptions prés A—SO et B-50
pour lesquelles a est trés petit : a = 0,1 pour A-50 et a =0, 26
pour B-50).

Pour la population totale (TP) les valeurs de m (= 40) cal-
culédes sont.systématiQuement trop faibles (éauf pour TP-50). Si nous
~ laissons de c6té cette population hétérogéne, l'accord apparait,
| dans 1’énsemble,.cbmme.asséz bon, sauf peut-&tre pour la population .
A ou les valeurs calculées sont trop faibles. Pour les autres popu-
lations, ltaccord est meilleur. Pour les populations B et E, il est
trés bon et les fluctuations ne sont pas systématiques. Par contre,

" on trouve des valeurs calculées systématiquement trop faibles pour
TP, A et D, et systématiquement trop fortes pour D et F.

On note aussi que 1taccord entre les m(40) calculdes et ob-
servées est‘d'autant meilleur, dans l'ensemble, que'le ¥  est plus
petit, ce qui est dtailleurs assez naturel. Au total, les résultats
de ce deuxitme test sont assez favorables, sans cependant que ce.
sgcces trés réel présente un aspect aussi massif que pour le test

X e

coo/
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- Moyenne des Echantillons > 40

6 m (=40) | ‘m (240)
_ - calculée expérimentale
- TP-5 0, 98989 80,59 107,60
TP-10 0,99289 90,99 108, 28
TP=15 0, 99360 94,66 - 110,21
TP-25 0,99486 103,32 119,75
TP~50 0,99760 . 142,37 143,19
A5 - 0,99428 98,15 117,00
A-10 0,99593 111,46 133,44
A-15 0,99678 123,22 133,28
A-25 - 0,99659 | 121,39 144,00
A-50  0,99562 129,53 165,24
B~5 o 0,99214 88,03 - 96, 40
B-10 0, 99495 103,46 104, 24
B-15 | . 0,99603 113,65 110,87
B-25 0,99763 140,68 =~ 126,72 .
B-50 | - 0,99751 | 152, 71 146,13
D=5 0, 97068 59,36 , 82, 69
D-10 ~0,97948 65,10 85,38
D-15 0,98260 68,24 79,31
D-25 | 0,98845 77,33 82, 29
D-50 |  0,99369 95,49 96,72
E-5 | 0,97209 o 60,21 63,52
E-10 |  0,98269 68, 46 62,65
E-15 |  0,98711 75,09 68,72
E-25 | - 0,99137 86,04 75,90
E-30 ~0,99496 107,58 . 104,84
~5 | 0,97778 ‘ 63,99 - 59,43
F~10 0, 98715 \ 75406 . 68,03
™15 0,98929 80, 09 76,60
F-25 0,99278 98,63 90, 73
F-50 0,99740 ' 145,02 , 130,84
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EvOlution - des Paramétres.

Voyons maintenant 1'évolution des paramdtres en fonction

de la taille du support. Celle du paramétre 6 (qui fixe le compor-

tement asymptotique des pn) ressort asgez clairement du tableau
précédent : il y a une augmentation systématique de 6 avec 1la

.taille du support, I1 ne s'agit nullement d'un artefact de nos
ajustements, puisque les m (240).expérimentaux présentent la
méme tendance systématique 4 1'augmentation. Cet effet est, du
reste, bien celui que l'on attendait intuitivement (dans les
ajustements a la loi de Schiel, 1l'évolution de eirestait beaucoup
plus indécise. Il y a 14, sans doute, un argument supplémentaire
assez fort en faveur du modeéle de Sichel-Pascal).

J

I'évolution des autres parametres (1, p, a et v) est pré-
sentée sur le tableau ci-apreés. Un seul trait ressort de manidre
vraiment nette : l'augmentation de t avec la taille du support

. (& rapprocher de 1l'augmentation de 8). la seule population & pré-

- senter une évolution cohérente pour les autres parametres (augmen—
tation de p et de v, et diminution de a) est la population hétéro-

géne "toutes plages", peut-&tre simplement d'ailleurs parce que

son effectif plus nombreux a permis des ajustements plus fiables..

pour les autres population, cette évolution reste indécise, perfois

méme un peu incohérente (par exemple, pour les populations A, E et

P, 1l'apparition de valeurs négatives pour p aux grands supports, -

succédant -brusquement & une tendance antérieure 4 la croissance,

'r.surprend quelque peu). On notera que beaucoup d'ajustéments ont été

faussés par la contrainte qui nous a imposé de prendre a = 1

(alors que a = 1,3 ou a = 0,5 aurait peut-8tre été bien meilleur),
pour éviter 1'instabilité numérique signalée plus haut : cette

| contrainte a certainement perturbé l'ajustement des autres para-—

métres, et masqué leur évolution véritable. o

L'estimation des paramétres p, a, et v est probablement
tris incertaine. Dans certains cas, la qualité de 1l'ajustement
est particuliérement peu sensible & la variation de certains
d'entre eux. Par 2xemple, pour'la population D, on avait 1'im-
préssion que le paramdtre v pouvait &tre pris & peu prés
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Evolution des Parametres

T P a Y
TP-5 0,98685 0,2312 4,0602 2,3986
TP-10 0,93011 0,2811 2,8191 2,7105
TP-15 0,99075 0,3080 2,1503 2,8248
TP-25 0,99154 0,3928  1,6629 3,2313
TP-50 0,99534 0, 4851 1,6350 4, 9000
A-5 0,99138 0,3356 2,1574 0,8662
A-10 0,99273 0, 4394 2, 4750 . 1,5067
A-15 0,99497 0,3609 1 0, 9665
A=25 0, 99255 0,5420 1 154237
A-50 0,99570 -0,0194 0, 1008 0,8726
B-5 0,99165 0,0583 1 0,6452
B-10 0, 99406 0, 1505 1 0,9928
B-15 0,99440 0,2910 1 1,2359
B~25 0,99636 0,3495 1 1, 7668
B-50 0,99689 0, 1998 0,2561 1,3502
D-5 0,96516 0,1585 20,4205 - 10,0076
-10 | 0,97293 0,2418 15,2522 11,9983
D~-15 0, 37809 0, 2059 14,9848 17,2710
D-25 0,98329 0, 3089 13,5186 20, 0000
D-50 0,99108 0,2928 8,6224 20, 0000
E-5 0, 96838 0,1174 1, 4606 1, 7000
E-10 0,97924 0, 1665 4,1067 65,5613
- E-15 0, 98558 10,1062 2,3291 54702
E-25 0, 98895 0,2188 4,2012 13,0977
E-50 0,99527 -0,0666 - 3,8940 24,9433
-5 - 0,97163 0,2164 1 A 1,3055
F~10 0,98037 0,3453  1,9586 3,3547
- F-15 0,98544 0,2646 1, 4753 - 3,8096
F-25 0,99419 ~0,0579 1 | 4, 4877
F-50 0,99814 ~0,2921 2,1719 14,7563
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quelecongue, pourvu qu'il ne soit pas petit : a variait alors, en
gros, proportionnellement & v, © et p ne bougeant presque pas (c'est
ce qui explique les valeurs quasiment symboliques V. = 20 pour D-25
et D-50 : on aurait pu prendre v = 15 ou 25 sans modifier la qualité'
de 1l'ajustement, d'ailleurs trés bon).

La conclusion de ce tableau un peu décevant est sans doute
gu'il faudra mettre au point des techniques plus fiables d'estima-
tion des paramétres, avant de pouvoir étudier sérieusement leur
évolution avec le support. On trouvera dans le prochain paragraphe
quelques suggestions pour des modeéles possibles de changement de
support : mais 1l sera difficile de les confronter avec les va-
leurs incertaines dont nous disposons. |

VI - LA TOI CONTINUE DE SICHEI~PASCAL.

Propriétés 4'Invarisnce.

Toutes les lois que nous avons rencontrdes possédent 1'inté-
ressante propriété d'€tre invariantes par décimation. Par décimation,

J'entends 1l'opération qui consiste a tuer avec une probabilité w
donnée chague indivicdu d'une population : si la population a un ef-
fectif N =.n -donné, la nouvelle population obéit &.la loi binomiale
(x + = 8)® (X = 1-w). Si la population N est elle-mbme aléatoire,
avec une fonction génératrice G(s), la population décimée admet la
loi G(x + w s). I1 s'agit donc de la transformation :

S =y +ws ou 1-_-s-.m(1-s)

Cette propriété est d'ailleurs fort intéressante dans les
applications analogues & celles que nous étudions ici ¢ on ntest
Jamails certain, en effet, que les procddds de traitement utilisés
récupérent toutes les pierres réellement contenues dans un échan-
_tillon. HMais, si l'on admet que les causes de pertes agissent indé-
| pendémment sur chacune des pierres de 1l'échantillon, chague pierre
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ayant la méme probabilité w» d'@tre perdue, il apparalt que la.popu~
lation observée se déduit de la population réelle par décimation :
il;en résulte que ces peftes affecteront les parametres de nos lois
mais non leur forme, puisque celle-ci est invariante par décimation.

Ia loi de Sichel-Pascal possdde une propriété d'invariance
beaucoup plus forte. La fonction génératrice :
: . : v

6(s) =f 2+ Vi=zt Vi-t
' ‘/1"98
a + -——-—1_ps

est invariante quant & sa forme, non seulemant par la décimation .

s - y + w3, mais également par la transformation de Pascal

, S 1 -ws ou 8 1 ~ws
(selon que 1l'on considére la loi de Pascal sans zero ou avec zero),
transformation consistant a remplacer chague individu par un paguet
pascalien. Combinant décimation et transformation de Pascal, nous
obtenons la transformation suivante :

1 - w's

gue nous appellerons pascalisation. Comme le produlit de deux pasca=-

lisations successives est encore une pascalisation, ces transforma-
tions  forment un demi-groupe (plus vaste que le demi~-groupe des dé~-
cimations). ' '

I1 est clair, d'apres l'expression méme de sa fonction géndra-
trice, que la loi de Sichel-Pascal est invariante par le demi-groupe

des pascalisations. Cette propriété est intéressante dans les appli-

cations que nous avons en vue, car la pascalisation représente assez
bien non seulement les pertes (ce que faisait d4ja la décimation)
mais également les fragmentations auxquelles nos pierres ont pu &tre
soumises par suite de processus naturels et/ou de nos procédés de

traitement : ces pertes et ces fragmentations laisseront invariante
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la forme de la loi de Sichel-Pascal (tout en affectant, évidemment,
les paramétres que nous lui attribuons). C'est peut-&tre cette ro-
bustesse vis-a-vis de la pascalisation qui explique le succes de
cette loi dans les cas que nous avons étudiés.

Version continue de la Pascalisation.

Voici, maintenant, une autre maniére d'introduire les pasca=-
lisations. Partons d'une loi quelconque (discrite ou non, mais
concentrde sur x » 0) caractérisée par sa transformée de Laplace
®(A). Changeant A en a(1—s), nous obtenons le mélange poissonien -
correspondant, qui admet la fonction génératrice :

(Vi-2) G(s) = a(a(1-s))

Mais, inversement, & partir d'une loi discréte, définie par sa
fonction génératrice :

6(s) =T p, s"

nous pouvons former le mélange gamma

’ C - C
a(N) =2 P, <o—+>\'> =G (\m)

(noter que cette loi admet un atome p en x = 0, et admet pour le
reste une densité continue). Il est facile de voir qu'en itérant

ces opérations successives de mélanges poissoniens et de mélange

gamma, on constitue un demi-groupe de transformation qui généra-

lise la pascalisation. '

Partant d'une loi discréte, et effectuant d'abord un mélange
gamma, puis un mélange poissonien, on obtient la transformétion de
Pagcal particulidre s - q/(1-ps). En réitérant 1'opération, on ob-
tient la transformation générale que nous avons appelée pascalisa~
tion. '

Partant, maintenant, d'une loi quelconque (discréte ou non),

effectuons d'abord un mélange poissonien, puis un mélange gamma :
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nous obtenons la transformation

A
A~ oa C+A

gqui forme évidemment un demi—groupe,.ét constitue un analdgue con-
tinu de la pascalisation. ’

La Yol continue de Sichel-Pascale.

Naturellement, la loi continue de SICHEI~PASCAIL, d'ol la loi
discréte se déduit par mélénge poissonien, restera elle-méme invari
riante par la transformation ci-dessus : il en résulte une propriété
fort intéressante de ces lois : une méme loi de‘Sichel-Pascal conti-
~nue peut, indifféremment, &tre considérée comme la mére d'une loi

discrdte, qui s'en déduit par mélange poissonien, ou comme la fille
d'une autre loi discréte, dont elle se déduit par mélange gamma.
Ainsi, notre famille de lois possdde un arbre généalogique qui se

prolonge & l'infini dans les deux sens.

Du point de wvue pfatique, on peut utiliser cette propriété
pour calculer commodément la loi continue -dont une loi discréte
domnée est la fille par mélange poissonien : on calculera cette
loi continue en faisant un mélange gamma & partir d'une autre loi
discréte; de Sichel-Pascal convenahlement choisie.

En fait, 1le plus simple est de prendre comme ancétre une loi
discrete de Sichel & 3 paramétres, admettant donc une fonction géné-
ratrice de la forme :

. : ‘1 » V
(VI-3) G(s) = (ﬁ—*wl%__?)
+V1-Ts

Nous voulons que, par les substitutions successives :

S - oor ; A = (1-s)

cette lol devienne
v

(VI-4) | G(s) = .Q;#JLEEE_ (6 =p + g1)
@ +Viggs
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Il est facile de voir qu'il suffit, pour cela, de prendre
dans (VI-3)

(Vi-5) A(\[;)a,»l‘ 58 5§ °©=3

| Avec ces valeurs des paramétres A, T et ¢, on voit donc que
la loi continue dont la loi (VI-4) se déduit par p01sson1sat10n
admet la transformée de Taplggce :

\Y
A+ V1=-T
\A + V1T-C+_)\-

Il n'est pas trés difficile d'en déduire l'expression de la

a(A) =

loei continue correspondante, Désignons, en effet, par = les pro-
- babilités affectées & la loi discrete mére :

A+m>”=z oo
\A + Vi=Ts n-o o
(les expressions explicites des =) ont &té données dans 4-F : leur
calcul est facile a partir de la relation de récurrence i 3 termes
que vérifie 1l'anc8tre Sichelienne). D&s lors, la transformée de
Iaplace de la loi continue de Sichel-Pascal s'dcrit :

n

o(A) =@ +,n§1 m(__?__)

0 n\ c+A

Il n'test pas ~tres dlfflClle d'en dedulve la loi de probablllte
correspondante, Elle-admet un atome :

v
_<A+m>"_ a\fﬁﬂfgh—e)
Po A+ | a V§-+VQT

en x = 0, et pour le reste la densité :

0 n _n-%{°
f(x) = 2 w, £ X eCx
n=1 (n-1)!

Sous cette forme, le calcul numérique de la loi md&re ne pose
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pas de problémes particuliers. On peut aussi donner un développement
en série double, analogue & celui dont la loi continue de Schiel a
fait 1'objet, mais cela semble nettement moins intéressant.

VII - SUGGESTIONS POUR UN MODEIE LE CHANGEMENT DE SUPPORT.

Si nous désignons par NV

bre de pierres, par exemple) attachées aux supports V et v, avec

et NV des variables discrétes (nom-

vV, la'Géostatistique nous enseigne qu'il existe nécessairement
une loi & deux variables discrétes Nyeet N, telle que l'on ait :

' _v N
E(NV/NV) =gV

Ainsi, l'espérance conditionnelle de la variable attachée
au petit support doit, pour cette loi 2 deux variables, &tre pro-
portionnelle a la variable attachée au grand support. Or nous dis-
posons de trois transformations simples vérifiant cette condition :

a/ Allant dans le sens V - v (du grand support vers le petit)
on peut effectuer une pascalisation (transformation dépendant de

deux paramétres).

b/ Toujours dans le sens V — v, on peul effectuer une déci- -

‘mation des paguets Sicheliens (1 paramdtre).

¢/ les transformations précédentes laissent invariant le para-
métre v. On peut leur adjoindre la transformation suivante, qui,.&
1l'inverse, affecte le seul paramétre v, laissant les trois autres
paramétres invariants. Dans le sens v. - V (supports croissants),
cette transformation consiste Simplement dans l'addition de varia-

bles indépendantes : de manidre générale, i partir d'une loi indé-

finiment divisible :

ou ¢ reste constant, tandis que v varie, on a 1'équivalence en loi :

X
V+y ! v v'
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ou Xa désigne évidemment la variable de loi Ga‘ I1 est remarquable
que la transformation inverse (dans 1le sens V - v des supports dé—
croissants) possdde aussi la propriété requise quant aux espérances
conditiomelles : il n'est pas treés difficile, en effet, de montrer
que si 1l'on pose | o

2 = XV + Xv'

ol XV et Xv' sont indépendantes, l'espérance conditionnelle de Xv
4 4 fixée est simplement :

- .V
E(Xv/z) =S 2
Cette transformation simple par addition de variables indé-
finiment divisibles est, d'ailleurs, celle qui convient dans le
cas particulier ou les variables affectées & des supports disjoints
peuvent &tre considérées comme indépendantes.

Au total, si nous combinons entre elles les trois opérations
précédentes, nous obtenons un demi-groupe de transformations gui

dépend de 4 parametres : mais c'est exactement ce qui nous convient,

puisque nous voulons transformer des lois gqul dépendent justement
de quatre paramétres,

Comme la transformation ¢/ qui agit sur v et laisse les 3
autres parameires invariants, est indépendante des transformations
a/ et b/, qui laissent, au contraire, v invariant, il nous suffit
pour l'instant d'établir les formules relatives am demi-groupe &
3 paramdtres engendré par les transformations a/ et b/.

Pour cela, nous allons changer les notations, et substituer
aux paramdtres t (ou 6), p et a des expressions plus maniables.
De fait, toutes nos transformations, considérées comme agissant
sur l'argument s d'une fonction génératrice G(s), laissent néces-
sairement invariant le point s = {. Nous allons donc adopter une
écriture mettant en évidence l'expression 1-s.

Posant @

@=-2.=-2*1

Vit 1-6  q(1-1)

o’
|
0

(Vvii-1)

™
i
kg
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la fonction génératrice G(s) de la loi de Sichel-Pascal se met

sous la forme que nous souhaitons :
: v

1+ Db

1+ o(1=s)
b+ pl1-s)

(VII-2) . G(s) =

La pascalisation, telle que nous l'avons définie, -peut

stécrire. :
y(1-8)
1 + r(1-s)

1 -8 =

les parameétres r et y devant simplement vérifiér les contraintes :
O<sy<t+r

Sous la forme usuelle (dtinterpretation probablllbte plus
‘aisée) la pascalisation s'éerit

st

S—»XP mP/‘I—pPS

(1'indice P rappelle qu'il s'agit de la pascalisation) On a évidem—
ment Xp = 1 - ©p s Gp = 1 - Pp et, en principe, ces paramdtres, qui.
représentent des probabilités, doivent rester compris entre O et 1).
Il est facile de voir que Pp et wp Se relient aux purametres y et x
ci-dessus (qui sont d'emploi plus facile) par les formules :

=L = X
Pp 1+ “p 1+r
ou, en sens inverse
r = —-2 ; 'Y = --2
9p 4p

Ia loi de composition de deux pascalisations successives est

plus facile & écrire en notation (y,r) : si T est la pascalisation
de paramétres (y,r), et T' la pascalisation (y',r'), alors le pro-
duit T'T (d'abord T, ensuite T') est la pascalisation T" = P'T de
paramétres :

Y"=vy¥Y'" 3 r™=xr"+ryY'
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(le demi-groupe n'est pas commtatif : T'T # TT')

Effectuons, sur la loi de Sichel-Pascal écrite sous forme
(VII~2) la pascalisation T de parametres r et y. Alors, le groupe-

ment
' a(1-~s)
g(1-s)
se tranéforme en
1 + (r+ay) (1-38)
1 + (r+By)(1-8)

Ainsi, les parametres o' et ' de la loi transformée par la
Pascalisation T(r,y) se déduisent des paramdtres a et B de la loi
initiale selon les formules tr2s simples :

li

al

r + ay
(VII-3) .
r + BY

(les paramdtres b et v restant invariants).

Passons maintenant & la décimation des paguets Sicheliens.

Pour cela, souvenons-nous que la loi de Sichel-Pascal peut s'obte-
nir en randomisant l'exposant z d'une fonctfion génératrice du type

Rl==N

Explicitement :-

. -00 1 + a1-s) - - e v
o(s) :J e-—z(\/—'——(—w B g 1=s 1> cz Vv gV 1dz_

0

avec simplement :

Par conséquent, une décimation de probablllte ®g aglssant
sur les paquets Sicheliens laisse o et B invariants et ‘transforme
c en c' = él y SOit :

(VIT-4)  pre g = B

CJS_
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A total, apreés une transformation comportant & la fois: une
décimation wg des paquets Sicheliens et une pascalisation de pa~-
rametres : _ :

= X = X
Pp =747 ®p = 13T
on transforme les paramétres (a,B,b) du support V en (a',s',b )s
parametres de v, et 1l'on trouve :

) t_nt
ms = hﬂ_ 3 Y = ____L(l 3 r = q'- oy = B'-— BY
b1 B |

ou, en notations p, et w, d'interprétation plus facile :
P P .

o b ~
‘/ S oprer
aB' - Ba'

a-B + of' - Ba'
o = a'-B'
NP a-f + aB' - Ba'

(VII-3)

Connaissant les paramétres a, B et b (qui se déduisent des pa-
rametres usuels 8, p et a par les formiles (VII—1))vdu'grand support
V et ceux du. petit support v, soit «', B' et b*, les formules (VII—B)

quets Slchellens, + une pascallsatlon) qui, 301nte a une transfor- |
mation de type ¢/ transformant v en v!', fait passer de V & v :
encore.fautsil que wg, pP_et wp restent- compris entre O et 1, et
c'est 14 que le b&t va nous blesser.

Résultats Expérimentaux.

Ies tableaux ci-aprés domment les résultats de 1l'application
des formules (VII-3) & toutes les transitions par supports décrois—
sants (50 - 25, 50 = 15.... Jusqu'a 10 - 5), plage par plage, et '
aussi pour la population totale TP.

De prime abord, le résultat ne semble paé miraculeux : les
Probabilités » 1 ou < O abondent. A dire vrai, l'évolution un peu
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incohérente des paramétres en fonction de la taille du support,
telle que nous l'avons notée dans le chapitre V, ne permettait
gueére d'espérer mieux. les résultats sont méme, en réalité, moins
mauvais qu'on aurait pu le craindre. Compte tenu de 1'imprécision
qui affecte l'estimation de nos parametres, nous ne devons pas,

en effet, prendre au tragique des véleurs faiblement négatives
(comme celles de pp pour la population totale TP), ou faiblement
supérieuresad 1. On peut les remplacer par des O et des | respec—
tivement. De ce point de vue, les transitions TP (4 1l'exception de
50 - 25 qui donne pour wg une valeur trop fortement supérieure & 1)
fournissent un tableau assez cohérent : wg et ®p diminuent avec le
support V d'origine et augmentent avec le support v d'arrivée, comme
on devait s'y attendre. Quant a Pp » il reste partout peu signifi-
cativement différent de O (ce qui voudrait dire gque la pascalisa-
tion se réduit & une simple décimation).

Ies valeurs aberrantes de wg observées pour les populstions
E et Pn'ont, en fait, pas grande signification. De fait, wg reflete
1'évolution du paramétre b, c'est-a~-dire, pour l'essentiel, celle
du paramétre a des notations de départ. Or, justement, pour ces deux
pOpulations; nous avions noté l'extréme insensibilité des ajustements
- au choix du paramétre v ¢ on pouvait, sans pratiquement modifier ni
les parameétres 1 et p, ni la qualité de l'ajustement, choisir v
-presque arbitrairement, & condition de maintenir constant le rapport
v/a : seul ce rapport posséde une signification fiable, 1les valeurs
retenues pour v (et donc pour a) restent trés largement arbitraires.
C'est cette._grande marge d'arbitraire qui explique, semble-t-il,

l'incohérence des résultats relatifs a By .

On reste davantage perplexe devant certaines valeurs forte-
ment négatives de Ppy Ou fortement supérieures a 1 de wpy Comme
par exemple pour la transition A25 - A15. |

A ces exceptions prés, toutefois, on note que dans 1l'ensemble
®g et mP apparaissent comme des fonctions croissantes du support
d'arrivée v, et décroissantes du support de départ V, ce qui est
assez satisfaisant. De son cdté, Pp (dans les cas de figure ou il
présente une évolution interprétable) semble obéirvé une loi
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analogue, mais dans bien des cas reste peu significativement dif-
férent de O, ' '

Au total, ces résultats sont ambigus, mais non franchement
négatifs. Il faudrait sans doute, en premier lieu, améliorer la
technique d'ajustement pour obtenir des estimations plus fiables
des paramétres : c'est alors seulement sans doute que l'on pourra
porter un jugement sur ce moddle de changement de support.
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Transitions TP
®g - Pp ©p
50 -5 | 0,789 0,028 0,235
50 - 10 0,850 0,070 0,312
50 - 15 1,069 0,086 0,341
50 - 25 1,308 0,173 0,384
25 -5 | 0,603 ~0,087 0,565
25 - 10 | 0,650 -0,082 0,782
25 - 15 0,817 . =0,080 0, 866
15 =5 | 0,739 -0,033 0,670
15 - 10 | 0,796 ~0,010 0,909
105 | 0,928 -0,026 0,739

Transitions A

=3 Pp - ®p
50 = 5 0,105 0,342 0,502
50 = 1 0,084 O,446» 0,594
50 - 15 0, 168 0,371. 0,856
‘50 =+ 25 0,202 0,547 0,580
25 = 5 0,519 ~0, 250 0,744
25 - 10 G, 419 -0, 262 . 1,058
25 - 15 0,834 -2,264 3,471
15 - 5 - 0,623 0, 159 0,471
15 = 10 0,502 0,253 0,589
10 - 5 . 1,239 —O’ 055 O) 750
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Transitions B
w3 Pp ©p
50 - 5 0, 488 -0,017 . 0,320
50 - 10 0, 400 0,051 0, 466
50 - 15 0,389 0, 203 0, 498
50 - 25 0,318 0,216 0,824
25 =5 1,471 =0,110 0,333
25 - 10 1,257 -0,080 0,506
25 - 15 1,223 0,083 0,546
15 - 10 . 1,028 ~0,170 0,920
10 - 5 1,170 -0,054 0,675

Transitions D
By Pp “p
50 - 10 0,985 0,162 0,253
50 - 15 0,903 0, 100 0,322
25 - 5. 0,956 0,0153 0,381
25 - 10 1,127 0,065 0,520
25 - 15 - 1,033 - =0,037 0, 685
15 - 5 0,926 0,035 0,565
15 -+ 10 1,091 0,091 0, 766
10 = 5 0, 849 -0,034 0,718
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Transitions E

®g Pp ®p
50 = 5 6,256 0,126 0, 154
50 - 10 1,954 0,179 0, 235
50 - 15 2,826 0,125 0,339
50 - 25 1,407 © 0,240 | 0, 441
25 =5 | 4,447 0,046 0, 289
25 - 10 1,389 0,058 0, 465
25 - 15 2,009 -0,073 0,716
155 | 2,214 0,073 0,420
15 - 10 0,691 0,101 0, 665
10 =5 3,202 0,010 0,607

Transitions 7

®3 pP “p
50 -5 7,398 0,231 . 0,081
50 - 10 3,426 0,363 0,117
50 - 15 3,880 6,291  C;157
50 = 25 3,636 0,032 0, 377
25 =5 2,035 0,225 0,209
25 - 10 0,942 0,356 0,304
25 = 15 1,067 - 0,281 0, 409
15 - 5 1,906 0,095 0, 430
15 = 10 0,883 0, 186 0,674
10 =5 2,159 -0,027 0,588
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ANNEXE

DETAIL DES 30 AJUSTEMENTS

A TA TOI DE SICHEI-~PASCAL
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