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.

' REMARQUES SUR LE CHANGEMENT DE SUPPORT

INTRODUCTION

"Dans ce qui suit, je me propose de tester, de maniére d'ail-
leurs beaucoup plus empirique que théorique, la validité de nos
techniques de changement de support (essentiellement le moddle
dit "gaussien discrétisé" et, accessoirement, le modele plus com-
plexe dit "hermitien"). |

. Ces essais concernent trois types de lois initiales.(i.e;
lois de la varisble ponctuelle %(x)) : lognormale, exponentielle
et binomiale. Dans le cas lognormal; ou la loi réelle, apres
changement de support, n'est pas accessible par le calcul, il a
fallu procéder par simulation. Dans lesAdeux’autres cas, j'utilise
des fonctions aléatoires particuliéres, pour léSquelles le calecul -
explicite de la loi réelle est possible; de sorte que la compa-
raison peut porter sur les lois elles-mémes.

ILa conclusion géndrale n'est ni enthousiasmante ni découra~
geante., Le pius souvent 1l'accord entre loi réelle et modéle appro-
ché est assez mauvails pour les valeurs exﬁrémes (tres petites ou
trés fortes) mais.plutdt bon pour les valews intermédiaires. Cela
doit suffire pour'justifier notre pratique dans la plupart des cas
‘usuels; ou les teneurs vraiment trds fortes ou trés faibles n'ont
que peﬁ d'impact pratique. Mais cela doit aussi nous inciter-é
une grande prudence dans les cas particuliers (je pense au diamant
_ par'exemple) ol tout se joue, pour . l'essentiel, sur 1es.queues de
distribution. Nous devrons certainement y regarder & deux fois
evant d'appliquer tels quels au dismant nos modéles actuels de
changement de support. ' B

1. - IOT IOGNORMALE AU NIVEAU PONCTUEL

Dans cette premiére série d'exemples, j'utilise des simula-
tions pour évealuer la loi réelle apreés changement de support. Par
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contre, les lois fournies:pér les deux modéles (gaussien discré-
tisé et hermitien) seront calculées explicitement. On sait d'ail-
leurs que le modéle gaussien discrétisé conduit & une autre loi.
lognormale (avec conservation de la moyehne m et diminution de la -
variance)._Je commence par le cas simple de V.A. indépendantes; et
:j'examine ensuite une F.A. admettant une fonction de covariance
simple. |

I.1 Cas des Lognormales Indépendantes.

Au niveau ponctuel, je prends des V.A. Y, indépendantes,

de la forme : ' ‘

Y 6Z;-5°/2

. = me
i

ol les Z; sont des gaussiemes réduites indépendantes. Comme la

moyenne m est un simple facteur d‘'échelle, je me limite au cas

m = 1., Le changement de support consiste iei simplement & faire

la moyenne de N variables Yi indépendantes, soit :

=4
X=y 11’1

(N
M=

Par construction, la moyenne théorique reste égale 3
- m = 1. Pour la variance (arithmétique) Sz, la valeur théorique
est
. _ 5
2 1 (.0
8% =g (e” -1)

Pour éviter la convergence triviale vers la loi de éauss, il
convient, N ‘augmentant, de faire croitre simultanément la va-

‘riance logarithmique 02

de'la'variab1e ponctue11e, de maniére
4 conserver (par exemple) une variance théorique"s2 a4 peu prés

constante : autrement dit,'c2 devra, en gros, varier comme log N.

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE. — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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_ En ce qui concerne la variance du log (népérien) de X,
le moddle gaussien (i.e. la permanence de la lognormalité) pré-
voit ' '

t E '
¢ 2 = log (1+52) .

Ie modéle hermitien, de son ¢bté, dans le cas de varia-
bles indépendantes, prévoit une simple correction affine, & sa-
‘voir 1%'équivalence en loi ' '

- Sy
Xam-i-g—(Y—m).
’ Y
ol Y est la variable panctuellé. Comme Y est = 0, et S
le modéle hermitien prévoit donc :

x_ _ Sy/\/‘ﬁj' .

X= (1~ ;%ﬁ) m

Bien qu'un certain effet de seuil soit perceptible sur
les simulations (histogrammes insuffisamment étalés vers la gau—
che), cette inégalité, beaucoup trop sévere, est tres largement
violée par les simulations, et le modle hermitien se réveéle inac-
ceptable, | v

En ce qui concerne la permanence de la lognormalité, 1les
 51mu1at1ons réservent aussi certaines surprlses. Pour N assez peu .
élevé, la distribution empirique se laisse aguster de manidre ace
ceptable au modele lognormal, mais, de maniére assez systemathue,'
les variances (arithmeulques et 1ogar1thm1ques) de la distribution
'emplrique sont notablement 1nf6r1eures a la prévision théorlque.

Voici un exemple assez typlque’avec N =10 et o = 4.,
La prévision théorique, pour les deux variances 5'2 (arithmétique)
et o' (logarlthmique) est :
- 12 _ 3 '
= 5’36 0'. = 1’85

Expdrimentalement, on trouve respectivement (pour une simulation
portant sur 1000 variables)

CENVRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU {FRANCE)
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1,79 et 0991

Voici dtailleurs les histogrémmes correspondants :
h ' - 10
. 1
pour la gaussienne réduite Z' = —— 25 Z.
V10 i=1 *

ont servi & construire la simulation), et pour la variable
y P

(associée aux Z; qui -

g
une gaussiemme réduite. On notera que l'ajustement de la distri-

bution empirique des 2' & la prévision théorique (loi de Gauss
réduite) est excellert, de sorte que'on ne saurait invoquer une
‘défaillance de la techhique de simulation pour expliquer 1l'écart
énorme entre la distribution empirique de Xg et la prévision (voir
Iableau 1). |

2 12

N=10 , o¢°=4 , o¢'°=1,800 (1000 itérations)
Limite Inférieure - . Effectif = Effectif
de classe (en Effectif observé observé
gaussienne réduite) - théorique AR Xg

o0 22,75 190
- | 44,06 48 1.
-1,5 91, 45 112 14
-1 - 149,88 133 100
20,5 191,46 195 232
0 | 191,46 180 279
0,5 - 149,88 146 227
1 91,45 92 93
1,5 | 44,06 . 46 39
2. ' - .22,75 29 15
‘Moyennes Empiriques Variances Empiriques
z' -~ 0,003375 I 0,10667
X S 1,113983 O 1,79457
enX  -0,511039 - | .0,91198"
TABLEAU 1

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE  — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Ces valeurs sont & comparer aux suivantes :

Moyennes Théoriques Variances Théoriques
z 0 o 0, 1
X . 5,35981
fnx -0,92500 1,84000

On note d'ailleurs, en plus de ce défaﬁt de variance,
‘une dissymétrie agssez sensible de l'nlstogramme de Xg, qui semble
comme tronqué aux faibles valeurs.

De temps a autre (mais rarement), sur certaines simula~—
tions ce défaut de variance est remplacé par un tres large exceés,
Par exemple, parmi plusieurs simulations ayant les mémes parame-
tres gque la précédente, mais un effectlf de 100 au 1lieu de 1000,
1'une d'entre elle a donné : '

~Moyennes Empiriques Variances Empiriques
FANS 0, 0383 , 0;0813
X - 1,7309 | - 83,3974
tnX -0,5600 - : 1, 0050

A 1'examen de 1'this togramee, il-apparait que la valeur
‘énorme de la variance arithmétique (83 au lieu de 5,4) est due a
une unique valeur trés forte (X = 92,102), dont 1l'effet n'est
"d'ailleurs pas sensible sur la variance logarithmique. (Noter
que toutes les autres simulations d'effectif 100 ont donné des
‘résultats compatibles avec ceux du Tableau 1).

_ Voici malntenant les resultats a* une autre simulatlon
correspondant & N = 100 (effectif : 200). '

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Limite Inférleure
de classe |

(échelle 10'/19)

Simulation

15230 .
1oo ﬁffectlf 200

0,1
0,126
0, 158
0,199
0,251
0,316
0,398
0,501
0,631
0,794
1
1,26
1,58
1,99
2,51
3,16
3,98
5,01
6,31
7,94
10 .
12,6
- 15,8

N OO O O O O

- 0O 000 =0M=s U

Z

€nx

Moyenne Empiriqué

-0,00123 -
- 0,97230
- =0,29778

Variance Empirique

0,00996
1,49633
0,32267

- CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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IL'effet de tronquage aux faibles valeurs, et la dissymé-

" trie vont en s'accentuant. Il ne s'agit certainement pas d'une
distribution lognormale. le déficit de variance est également
trés sensible, comme le montre la comparaison avec les valeurs
théoriques ¢ |

Moyenne Théorigue Variance Théorique
7 0 0,01
X 1 ' 1, 7182818
{nx -0,5 . 1

D'autres simulations ont confirmé ces indications de

tendance ¢ la variance est soumise & un effet de fuite. Ies
distributions obtenues sont de nafure tres insﬁable : elles com- .
portent des valeurs trés élevées affectées de probabilités suf-
fisamment faibles pour n'exercer aucune influence sensible sur |
la moyenne, mais pas assez pour gue leur effet sur la variance
soit négligeable : c'est méme l'inverse qui se produit. Lorsque
N augmente, ces valeus trés fortes, malgré leurs faibles proba-
bilités, finissent par prendre en charge la quasi-totalité de 1la
variance. Comme elles n'apparaissent pratiquement jamais dans une
simulation de taille modérée, on constate expérimentalement une
diminution {apparente) de la variance . Ces lois, instables et
dangereuses, se révdlent ainsi trds suggestives. On est bien.
lbin, en particuiier, de la permanence de la lognormalité,

En termes intuitifs, on peut expliquer comme suit ce
phénomene : dans la somme
1 N
X=§ 2 Y
i=t
le terme ﬁ YM‘ correspondant au plus grand des Y devient sus-—
ceptlble de valeurs énormes. On congoit (et on peut d'ailleurs -

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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démontrer de maniére rigoureuse) que, N et 02 augmentant (avec

_ eGZ/N = CSte) 1'espérance de YMax/N tende vers 0, tandis que

- 1'espérance de son carré devient dquivalente 4 celle de x2 :
antrement dit, ce terme unique, dont la contribution a 1a'moy-
enne reste négligeable, devient peu A peu responsable a lui seul
de la totalité de la variance. Sur les simulations, il apparait
une corrélation trés forte entre X et YMax/N‘ On peut voir, par
exemple, sur la Figure 1 un nuage de corrélation-entre X et -

Y, /N (avec o® = 9 and N = 200). Il apparait trds nettement
‘qu'aux grandes valeurs des variables, le rapport log X{log YMax/N)
tend vers 1l'unité, alors qu'il est nettement supérieur a 1 pour
les faibles valeurs., Bien que 1l'échelle soit bilogarithmique, la .
régression ne peut absolument pas &tre considérée comme lindaire,
et le nuage n'est absolument pas bigaussien. Voici d'ailleurs |
les histogrammes (voir Tableau 3).

Voici les valeurs expérimentales pour les moyennes
et les variances @

Moyenne Variancé

X 0, 7935 0, 4814

L 0, 4234 0,3711
{n x - =0,4972  0,4892
fngd v, -1,5203 1, 2587

et pour les corrélations :
o P -
entre X et & Y, p = 0,9654

1 .
entre n X et n g Yyox P —'0,9476

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Corrélation entre X et (1/N)Y

N = 200

/*Max
Effectife 80

02 =9,

Limite Inférieure
. de Classge

Effectif

1/N YMax

Effectif
X

0,0251
0,0316
0, 0398
0,0501
0, 0631
0,0794
0,1
0,126
0,158
0, 199
0,251
0,316
0,398
0,501
09631
0,794

» -
1,26
1,58
1,99
2,51
3,16
3,98

O = =2 O OV P WA OV A V=W NN

. a2 OV ONMN O OW=aOOUVNOOOO0O OO O

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE -~ 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Corrélation entre X (entre ordonnde) et Y'@&/N (abscisse)

N

(échelle logarithmique) - ¢2 =9 , N = 200
Corrélation : entre log p = 0,948 ', entre valeurs
arithmétiques/ p = 0,965

3
s
25 *
L
. L)
. .
.':0
. : oo
2.t ,
. . ..0‘ »
LIPS .' d
. * 'y * .
. ..o. .-.o
o..c'..:. e
. o .
15} . e
. ....on
. .
° L ]
P L]
4.
05
| 2/o 5 p 45 2 25
Figure 1

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Théoreme de Convergence,

Ces diverses particularités de nos distributions empiriques
(effet de fuite pour la variance) trouvent leur explication dans

le théoreme suivant

Soient Z; des gaussiemmes (0,1) indépendantes et

' 2
1y oyZ;~oy/2
ZNEw e
i=1
Torsque N et o3 tendent vers 1'infini, de telle manidre

2
(o]
que e N/N - C (C constante positive finie), la variable
XN converze en loi vers 1 (autrement dit, la loi limite
existe, et c'est un Dirac placé en x = 1).

On note que E XN reste égal & 1, et que la variance :
' 2

2 _ 1 ..°x

tend vers la constante .C > O : nésnmoins, la loi limite est de
variance nulle, et c'est justement cela qui constitue lteffet
- de fuite pour la variance.

Voici une démonstration rapide. Il est clair que 1l'on peut,
sans nuire a la généralité, supposer :
o2
e N
(& § =¢
~ Pour démontrer la convergence en loi, nous allons montrer
que la transformée de Laplace :
| | 2 N
: Z—0./2 \
(s3]
@N(}\) = E[exp(f 5 e

converge vers e"x. Pour cela, nous utiliserons les inégalités

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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»élémentaires valables pour x > 0 :

=) 1xs1 + 1

2

-X
(v) 1-x < e s}(1—x + .y

=
2> N

ou nous allons remplacer x par
La premidre inégalifé (b) donne : |
2 N ' ' .
. Z~cy/2 { N
A [CN N ]) _ ~_L>
_(‘“ NEoLen = k1 §) = &ir)

~ Pour N - o, il en résulte :

(c) e < 1im ay(n)

En ce qui concerne la seconde inégalité, le traitement est
an peu plus délicat. Désignons par Zy lavvaleur définie par

2
N 2O 2 =

A
N
- ' (% \
c'est-a-dire z, = = (- - log A + log N ) et, compte tenu de
n GN 2 / .
(a) :
zy = o (2 oy ;og A - log C)
Pour N grand, z, est donc équivalent a % Oy *

Ia seconde indgalité (b) dormme alors

-z _ .
2 2
1/N 0y 2=~Cr/ 2 2 2 0y2-C )
A N N 1 A N N
(@N(K)) = J (1— 5 e R 2 e Je(z) dz
+ 1 - G(ZN)
2
: ~ 2 c
_ A oarn L A2 _ N
=1 -5 G(zN GN) +,;—§§ G(zN 2 cN) e

11 reéte a élever a la pulssance N, Compte tenu de

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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‘ . 3 , ‘h- .} .
1'équivalence zy =~ %5 Oy » On trouve :
. 1 N -
G(zN- cN) o G(2 cN) >~ 1 -

"(ici, on utilise la relation bien connue Z(;—g z)) - { pour

z - o,)De méme

2
_GN/s

2z~ 2 0.) = G(= + o) = S
NN ST 2N o Von

Au total, il vient ainsi :
N

1im @N(h) < lim [1 - & G(zN— oN) + S G(zﬁ -~ 2 GN[J

N
= lin [1 - 3] =

Ce résultat, joint & (e), montre que'@N(A) admet une limite
continue en A, pour N - « , & savoir e_k ¢ autrement dit, i1 y a
convergence en loi, et la loi limite est un Dirac placé au point

x = 1, comme nous l'avions annoncé.

I.2 Cas d'une F.A. Iognormale,

Cette fois, le modele est le suivant : partant d'une
suite de gaussiennes centrées normées €9 on forme la suite

= ‘/ 2
bpvy = P Zn_+ =P Enyy

de sorte que les Zn constituent une suite de gaussiennes réduites,
admettant la covariance ' o

»E(Zn Zn+k) =P

k

En exponentiant, on obtient une suite stationnaire de lognormales

CENTRE DE GE£OSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES.MINES DE PARIS .

~14=

2
6 Z,. =-a%/2
Y =e N

admettant 1'espérance;unité et la covariance
Cov (Yn, Y
On définit enfin la variable X comme la moyenne :

X=5 Z Y,

1
N n=1

de N lognormales Y consécutives., Il n'y a pas de difficulté a
calculer numériquement la variance 82 de X : '
K-1

2 ' A k 2
=1 (- 1)+ LT (K T - )
N¢ k=1

Ie moddle gaussien discrétisé prévoit pour X une loi
lognormale d'espérance 1 et de variance logarithmique

t
¢ 2 = log (1+82)

c'est-a-dire une anamorphose de la forme

o Z' est une gaussiernme réduite.

_ De son c0t4, le moddle hermltLep prévoit une anamorphose
ga4531enne de la forme :.

X = ¢Iﬁz) = (= 1) o bn H (z)

. avec des coefflclents D dont le carré s'obtient en prenant la

‘moyenne de p -] sur les différents couples de points i,] =
1,2,...,N, soit | |

2 1 2 kn
DEf =<+ % X (¥-k) p
n N g2 2

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONGRE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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On trouve faci%gment
. 1/2
n n nN, 7
b= [§ 1G5 el
_ 1 - p N (1-p)

de sorte qu'il n'y a pas de difficulté a calculer nﬁmériquement
les valeurs de l'anamorphose @H(z)‘.

Ies tableaux suivants présentent les resultats de quel—.
_ques simulations. En ce qui concerne les hlstogrammes, sur le
premier tableau, en face de chague limite inférieure de classe ¢,
on 1lit successivement le nombre des valeurs 6bservées dans cette
classe, la valeur de la gaussiemne réduite G~1(p) associde a la
fréquence cumlée des observations (de - 4 €), puis les valeurs
¢H(z) et @G(z) associées & z par les deux anamorphoses corres-—
pondant au modéle hermitien et gaussien respectivement. C'est
donc la comparaison de € avec @H(z) et @G(z) qui permet de juger
de la valeur relative de ces deux modéles. Sur les tableaux sui-
-vants, les valeurs de z ont été omises,

TABLEAU 4

g = 1,5 p = 0,5 N =10 Effectif 1000

Prévisions : S2 = 1,41926 o'? = 0,88346
Réalisations : X = 0,96048 = &ZnX = -0, 41181
o2 2
5% = 1,08799  ap y = 0, 71356

CENTRE DE GéOSTAT!eTIQUE : 35, RUE 'SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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" HISTOGRAMYVE
lelgg é?gsgéeure d'0b52$32iions - G—1(P)_ o(2)  gglz)
0, 0501 1
0,063 1 4 -3, 091 0,256 0,035
0,0794 g -2,576 - 0,285 0,057
0,1 9 . -2,198 0,312 0,081
0,126 20 -1,996 0,329 0,099
0,158 29 -1,717 0,355 0,128
0,199 N 49 -1, 463 0,383 G, 163
0,251 | 62 -1,170 0,422 0,214
0,316 80 -0, 903 0,465 - 0,275
03398 | 113 -0,634 -~ 0,519 0,354
0,501 " 114 -0,316 0,600 0,478
0,631 - 103 -0,025 ‘0,696 = 0,628
0,794 110 0,235 0,808 0,802
1 80 0,533 0,980 1,061
1,26 . 66 0, 782 1,171 1,341
1,58 48 1,032 1,426 1,696
1,99 _' 44 1,265 1,740 2,111
2,51 - 23 1,564 2,300 2,795
3,16 14 1,800 . 2,917 3,489
3,98 ' 10 2,014 3,671 4,271
5,01 | | 5 2,258 4,826 5,367
6431 4 2,458 6,108 6,477
7,94 2 2,748 8,722 8,511
10 1 3,091

13,528

1_1,742

Ajustement lognormal (1, o')

-
*

x2 = 30, 60 pour 19 degrés de liberté
(%% > 30,6) = 4/100

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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7,94 7,016

=17-
TABLEAU 5 ,
o= 1 N=20  p=0,9  Effectif : 1000
Prévisions : S2 = 0,7931 62 = 0,58395
Réalisations : X = 1,0189 tnX = -0,26724
of = 0,8013 oy = 0,57384
Nombre Limite Inférieure ¢ (2) 9.(2)
- d'Observations .- de Classe ¢ - H G
1 | 0,0631
1 ' . 0,0794 0,108 0,070
9 0, 1 0,121 0,083
11 0, 126 | 0,169 0,130
24 ‘ 0,158 - 0,200 0,160
27 ' 0, 199 ' - 0,244 0,206
53 0,251 0,282 0,246
53 0,316 | 0,344 0,311
96 0,398 0,398 0,370
133 | 0,501 - 0,494 . 0,473
109 0,631 0,635 . 0,625
115 0,794 0,771 0,771
112 1 0,953 0,966
88 | 1,26 1,204 1,232
62 - 1,58 1,516 1,558
54 1,99 1,887 1,938
24 2451 2,534 2,587
16 3,16 3,179 3,218
4 3,98 4,203 4,192
4 5,01 4,758 4,707
2 6,31 5,813 5,669
2

6,737

Ajustement lognormal (1, o) :
2

P(x% 2 17,72) = 34/1C0

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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TABLEAU 6
G = 1,6 N =100  p =0,9 Effectif : 200
Prévisions : 5% = 1,0479 5% =0,71673
Réalisations : X = 0,9658 enX = ~0,3%124
52 = 0,9559 05,5 = 0y52T1
d'Obgggsgiions' Iamé:ec{ggggigure () ogl2)
3 0,1 .

2 0,126 0,405 0,111
2 0,158 - 0,420 0, 133
'8 0,199 | 0,432 0,151
7 0,251 0,467 0, 207
13 0,316 0,491 0,247 -
24 0,398 0,530 0,317
28 0,501 | 0,600 - 0, 443
24 0,631 - 0,692 . 0,608
22 0, 794 0,793 0, 785
18 1 0,923 1,002
20 1,26 1,083 1, 253 1
16 1,58 . 1,400 1,712
5 1,99 2,043 2,519
4 2,51 2,500 3,078
2 3,16 3,468 3,978
0 3,98 : ;

1 5,01 4,670 5,011
0 6,31 |

0 1,94 -

1 10 - 6,229 6,189

Ajustement ldgnormal (1,0") :
2

P(x% = 16,74) = 16/100

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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 TABIEAU 7
=15 p=08 N=20 Effectif : 200
Prévisions : S2 = 1,7655 o' = 1,1794
Réalisations : X = 0,9843  ZnX = 0,4902
82 = 1,2069  of ., = 0,9271
Nombre Limite Inférieure pyl2) | cp,,(ﬁ'z)
d 'Observations de Classe & _ 7
1 0, 0398
0 0,0501
0 - 0,0631
3 0,0794 0,178 0,045
3 0,1 0,216 0,076
7 0,126 0,239 0,097
9. 0, 158 0,277 0,136
13 0,199 0,317 0,179
22 0,251 0,368 0,239 |
12 0,316 - 0, 452 0,344
17 0,398 0,503 0,408
21 0,501 0,582 0,510
15 0,631 . 0,701 0,665
16 0, 794 0,810 0,807
14 . T 0,963 - 1,005
12 1,26 . 1,151 1,246
9 1,58 - 1,389 1,543
9 1,99 1,659 1,873
9 2,51 2,106 2, 400
-4 3,16 2,781 3, 160..
o 3,98 .. 3,577 4,010
3 5,01 3,901 4,343
2 6,285

6,71 , 5,899

Ajustement lognormal (1,6‘)

2
P(x°

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35,

x< = 16,2 pour 15 degrés de liberté
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- Pour la premiere simulation, les deux modeles, hermi-
tien et gaussien, domnent des résultats assez mauvais, et présen-
tent d'ailleurs, vis-a-vis de la distribution empirique, des
écarts de sens contraires : aux faibles Valeurs de € y l'ana-
morphose hermitienne donne des valeurs trop fortes, et Pg des -
valeurs trop faibles, tandis que pour les valeurs fortes de
se produit exactement l'inverse. Du fait de 1l'effectif &levé
de la simulation (1000 valeurs), on peut conclure que 1l'anamor-
‘phose de la loi réelle se situe effectivement,vdéns ce cas, a4
peu prés & mi-chemin entre les deux modeéles (on notera aussi que
le test x2 conclut assez nettement au rejet de la loi lognormale).

Ces divergences se comprennent assez bien : compte

tenu de la faible valeur du coefficient p (0,5), on est encore .
relativement proche du cas des lognormales indépendahtes. De fait,
la distribution empirique présente le meme genre de dissymétrie,
en échelle logarithmique, ainsi qu'un certain effet de tronquage

~ aux faibles valeurs, assez comparable & ce que l'cn a pu observer
au prargraphe précédént, Cet effet de tronquage, qui existe réel-
lement, est bien pris en compte par 1'anamorphose hermitienné,
mais sous une forme tout-a-fait excessive, tout comme dans le cas
des V.A. indépendantes, ce qui explique les valeurs trop fortes

‘ de @H(z) pour les faibles valeurs de z - et, par compensation,

les valeurs trop faibles de Py pour les grandes valeurs de z.

les trois simulations suivantes penchent, par contre,
assez nettement en faveur du moddle gaussien discrétisé. Ie test
x2 conclut d'ailleurs dans les trois cas, assez nettement pour
les tableaux 5 et 6, trés nettement pour le dernier, & l'accepta-
tion de l'ajustement lognormal. Néanmoins, la distribution empi-
rigue, dans les cas 5 et 6, présente encore la dissymétrie déja
observée plus haut, mais sous forme trés atténuée.

La simlation 5, malgré son effectif important (1000)
ne permet pas de trancher réellement en faveur de 1l'un ou l'autre

des deux modéles, ¢, et ¢, restant ici trés proches l'un de 1l'autre..

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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En ce qui concerne les simulations 6 et 7,‘la balance penche trés
nettement en faveur du modele gaussien. Bien que lteffectif soit
plus faible (200) il semble bien, dans les deux cas, que le mo-
dele hermitien présente un effet de tronquage inadmissible aux
faibles valeurs de z (associé & des valeurs néttement trop'fortes
de @H). L'accord du moddle gaussien avec la distribution empiri-
que est presque parfait dans le cas du tableau 7, mais cela peut,
évidemment, &tre 4l & un "coup de chance", vu l'effectif relati-
vement faible. ' ‘

I1 - I0IS EXPONENTIELIES AU NIVEAU PONCTUEL.

J'en arrive maintenant & une classe trés particuliére de F.A.
pour laguelle le calcul effectif de la loi réelle, aprés change-
ment de support, peut &tre réalisé. ' ' :

IT.1 Ie Cas Fini..

Pour comprendre l'origine de ce modéle, plagons-nous
d'abord dans le cadre d'un nombre fini de V.A. On sait que le
.carré d'une gaussiemne centrée obéit a une loi gamma (ayec o = %).
Plus généralement, soient Z1""’Zn n variables gaussiennés cen-—
trées, et 95 leur matrice de covariance. Pour trouver la loi des
variables ' '

le plus simple est d‘*évaluer leur transformée de Laplace :
' 2

- A, 2
@(K1,,,,,hn) = E [e . 1 1]
L | : I T 5
1 Je.szi_jE)‘iZidz
(21 Det c)n/2 » |
o L. >
( ~ Det (BYY) N4
et (B9~ 2 2, 5i3))
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Si nous nous intéressons simplement & la somme

2 .
Y=212;

" nous obtiendrons @(A)v= E(e_xY) en rempiaqant-lesfxi par.x, '
soit ' o
n/2

< __Det B )
Det (B+2n I)

I désignant la matrice unité. Si nous désignons par bi’bz""’bn
- les valeurs propres de la matrice B = 6-1, nous voyons gue cette
loi est donnée par ' 1/2 ' '

) n. < bk )
@A) = I |\ v—
k=1 \ P + 2A

a(n)

_ Autrement dit, Y estlla somme de n variables gamma
admettant le méme paramétre « ='% y mais des parametres d'échelle
différents bk/2.'C'est seulement dans le cas ol les bk sont égaux
(c'est-a-dire dans le cas ol les gaussiennes Zi sont indépendantes
et admettent le meme variance) que 1l'on obtient une loi gamma

‘avec a = n/2.

- Pour obtenir des variables exponentielles, plus faciles
4 manipuler que les gamma 1/2 - il suffit de faire la soume de
deux V.A. vectorielles du type précédent : autrement dit, prenant
t "
(Zi) et (Zi) indépendantes avec la méme matrice de covariance I 3
_ 2 '2
admet la loi

n b

(11-1) ®(A) = n k
- : k=i B+ 2\

donc se met sous la forme d'une somme de n'exponentielles indé~
pendantes (admettant des moyennes différentes 2/bk).

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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I11.2 Cas d'une F,A.

Moyennant quelques précautions, ces résultats vont
subsister dans le cas infini, c'est-a-dire dans le cas d'une
F.A. On se donne une F.A. gaussienne 2Z(x) sur R (ou B) avec

E Z2(x) = O., < z2(x), 2(y) > = C(x,y)

ainsi qu'une mesure positive p sur R que, pour simplifier, nous
supposerons de somme unité ’

ju(dx) ‘= :

Notre objectif est de trouver la loi de probabilité
de la V.A., 3 ' |

(11-2) v = fu(ax) (202)2

Pour cela, on vea procéder 2 la décomposition facto—
. rielle de la PF.A. Z(x) = Z(x,w). Entre les deux espaces de Hil-
‘bert - '

H, = %(Q,a,®) 5 H, = 12(R,p)

agissent les opérateurs duaux E1 et B, :

E, : H - H. E. : H. - H

E, associe la fonction

définis comme suit : a toute V.A., X ¢ H1, 1

fx € H2 tglle que

£4(x) - <X 2(x) > = J Z(x,w)‘X(w)‘P(dw)

De mBme A toute fonetion f € H2; E2 assoéie-la'V.A. Xf € H1 telle
que

xf(m)'=_j 4(x,0) £(x) p(ax)

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Ies opérateurs Eé E, et E, B, sont des opérateurs auto

ad joints et leurs valeurs propres sont > O puisque, par exemple,

pour f ¢ H2 :
_ . )
<E, B, f, 1}‘>}= <E, f, E,f>=|E, f]l" 2.0
Explicitement, on a E, E, £ = g avec

172

gx) = [etxy) £ ulay)

Nous supposerons gue la covariance C(x,y) est bornée :
le(x,3)| 5 B <w

(condition automatiquement réalisée dans le cas stationnaire). On
sait que, dans ce cas, 1l'opérateur E1 E2 est compact, donc admet
un spectre dénombrable, et que C(x,y) se met alors sous la forme

(11-3) e(x,y) =Z a2 £ (x) £, (y)

ol les xﬁ sont les valeurs propres non nulles de E1 E, (positives
non nécessairement distinctes) et les fn une suite Qrthonormée

de fonctions propres assocides au_xﬁ. Pour chaque n, la V.A.

E2 fn est fonction propre de E2 E

2

associde &4 la m@8me valeur
propre xn » puisque ' ' '

1’
' - ~ e ) _ 12 N
(B, B(E, 1) = Ey(EB) By £) = N By £y
et sa norme est A,. » puisque
2 _ ) .2 pe 12 _ a2
“E2 ol = <Tpfy Ep Iy > =2, “fn” =M

1

Ainsi, les Y = — f forment une suite orthonormée .
n xn_ 2 ™n oo h
de fonctions propres pour E2 E1, avec

E1 Yn = ln fn ‘; HE2 fn §~Xn Yn
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et la F.A. Z(x,w) adwet elle-m@me la décompdsition
(11-4) Z(xy0) =2 A, fn(x) Y

Calculons alors la V.A. Y définie en (II-2). D'apres
(11-4), et l'orthogonalité des £, on trouve :

y = J u(ax) 2%(x)

jz A Ay £.00) £ (%) p(ax) ¥, Y

2 2.
2 A°Y
n n n
Cette relation :

(11-5) Y =3 Y2 |

. n
montre gque Y est la somme d'une suite infinie de V. A. indépendantes
admettant des lois gamma avec o = 1/2 et des paramdtres d'échelle
différents bn'= 1/2 Aﬁ (1'indépendance résulte du fait que les Y »

étant geussiennes et orthogonales, sont nécessairement indépen~-
dantes).

1.3 Applicétion.

Dtaprés (II-5), on voit que tout se raménera, dans les
applications, & trouver les valeurs propres de 1l'opérateur E1 E2,
Pour former un exemple simple, nous allons procéder en sens in-
verse, et construire une covariance a partir de valeurs propres
connues. Pourccela, nous partirons du développement de la den-
sité gau351enne a deux varlables en polynomes d 'Hermite norma-

“lisés

_xPeyPeooxy | x%4y?
' 2 2
1 2(1—p ) _ €
— 1 e T Z) p" (x) N, (y)
2 _ 2n n=o nn

Multlpllant par exp(-—-(-p———z) (x2+y2)), nous obtenons
2(1-p2) ,
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- ~_;2_?'(x-y)2 -2 (x%y?) - |
e 2(j-p ) = Vi-p° e 2live) Z ot (%) n ()

n=o0 .

Etant supposé que 0 < p <1, changeons x et y en ax

et ay, avec >
: _\/1-p
a =\
p h2
_ ' On voit que la covariance C(h) = e 2 yérifie 1la
relation :
2 : ' '
- (x=y) _ 1= P4y
e 2 =y1p% e 2 Z p ny(ax) q (ay)
- n20

Ies pblynomes nn(ax)_sont orthogonaux relativement &
la fonction g(ax), ol g est la densité gaussienne réduite. Ainsi
les fonctions :

- =0 .2
2 x

o (x) = e n, (ax)

seront elles~méumes orthogonales vis-a-vis de la fonétion
N2
. o l-p)® 2
(1-p)x® _ _1_ "2  *
Vorn

V'Cette expression ne différe que par un facteur constant de la
densité gé(x) d'une loi de Gauss de variance

»g(aX) e

ol = —L
(1-p)“
.On trouve éinsi : '.
(11-6) e % =(1-p) T () £,y
' : n>o . :

ol les f, se déduisent des P ci-dessus par normalisation
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et constituent une suite compldte orthonormée dans L2(R, gc)
La variable Y est alors :

- sz(x)_ g _(x) dx

ol 2(x) est une F.A. gaussienne centrée admettant la covariance
(II-6). Comme Z(x) admet la représentation

2(x) = Vip T V2, £ (x)

ou les Y sont des gaussiennes centrées, normées, indépendantes,
mmﬁmweenfmj:
= (1-p) T " ¥2
n=o
Ainsi Y est somme de variables gamma indépendantes,
admettant le m@me parametre a = 1/2, mais des paramétres d'échelle
différents s

]
b =

Pour obtenir dés lois exponohtielles plutdt que des
lois de paramétre 1/2, nous prendrons deux F.A. Z (x) et 2 (x)
indépendantes et équivalentes & Z(x) et :

2
(x) + af( ) |
Y:J S 2 - g4(x) dx

sera de la forme

(1-p) = an
n=0

avec des_Sn indépendantes, exponentielles et d'espérance unité.

En résumé, notre modéle sera le suivant : au niveau
ponctuel, nous considérons une F.A. Y(x) définie par :
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Ctest une F.A., stationnaire, avec :

| - | \ 2
E(Y(x)) =1 5<2, 2, >=1+ e"(x"Y)_

et, pour chague x, Y(x) obéit & la loi exponentielle de moyenne 1.
Alors, la V.A. |

(1= Cy- Jr T(x) g (x) ax

ou &5 est la densité de la loi de Gauss de variance 02, admet
la représentation :

(11-80 Y=(1-p) T o"5,
~ n=o0

ou les Sn sont des variables exponentielles indépendantes, d'es-
pérance 1, et p est 1ié a o? par la relation

G° = __iL_§
(1-p)°

c'est-a-dire (puisque O < p s 1) :

On a_EY = 1, et pour la variance de Y :
og = (1-p)2 Z)pzn
donc :

2 _ 1-p

(11-10) E(Y) =1 % = 1%p

II.4 Forme Explicite de la Ioi de Y.

A partir de (II-8), nous voyons que Y admet comme
- transformée de Laplace la fonction :. ‘

1
n=o0 1 + (1—-p) pn A

=38

(11-11) @Y(x) =
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Pour trouver l'expression de la densité f£(y), nous
remarquons que ®(A) se met sous la forme :

Ay

1+ (1-p) p" A

a(r) =

=
gtﬂ8

avec des coefficients An définis comme suit :

00 _
{A = 1 ——
% n=t 1-p

A, = (-1 A ki (;_—_31—_—7)

- Ainsi la variable Y admet la densité

i

© )
n=o0 p (1-p)

et la fonction de répartition
X

oo T h,, N
FHy) =1- % o (1-p)
H Z e

. Ie calcul numérique effectif de ces fonctions ne pose
- donc aucun probléme. Pour comparer la loi réelle de Y avec la

- prévision du modele gaussien discrétisé, il faut calculer les
coefficients C du développement |

o © 00 ' '
= log [1 - G(2)] = ﬂég Cn.nn(z)
et utiliser 1'anamorphose :
Y =zc, " n(2)

ol 2' est une gaussiemme réduite. ILe paramétre r doit &tre pris
de maniére & réaliser 1'égalité des variances de Y et Y', soit :.

2 _ 1-p _ > on
oy Trp - 20 T
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I1 est d'autre part intéressant de comparer la loi de Y avec la
loi gamma de wéme moyenne et de mdme variance :

'a o 2
= =1 =5, =g
‘b b2 | Y
c'est-a~-dire : |
o y
a = 02 b = GY
Y

- Ies tableaux suivants montrent les valeurs numériques
correspondant & o% = 2/3, 1/3 et 0,1. Les valeurs choisies pour
x sont celles qui réalisent des quantiles simples pour la loi de

X! (modéle gaussien discrétisé). Pour chague x, les 3 valews pors
tées dans les colonnes £(x) et 1-F(x) concernent, dams 1l'ordre :
le modele gaussien discrétisé, la loi réelle de Y, et enfin la

loi gamma de paramétres a = 1/6% s b =.a§ .

On note que, dans l'ensemble, les trois lois sont trés
voisines, avec un accord particulidrement bon entre la loi réelle
de Y et celle que fournit le modele gaussien discrétisé. Ia loi.
ganmma de méme variance, tout en restant assez proche des deux
autres, "s'en écarte cependant de manidre plus significative.
Ainsi, dans les trois cas de figure étudiés, le moddle gaussien
discrétisé donne une tris bonne approximation de la loi réelle.
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TABLEAU 8
oz=2/3 , p=1/5 , w=3/2 , r=0,8401999641
X f(x) 1-F(x)
0,011486 0, 14893 0,99900
0,21837 0,99832
0,00406 0, 99999
0,045411 ' 0,35882 0, 99000
0, 41266 0,98716
0, 10963 - 0,99839
0,203092 0, 69366 0,9
0, 68887 0,89431
0, 69867 0,92796
0, 470998 0, 71580 0,7
10,69999 0,69821
0,80135 10,70776
0, 785591 0,57223 0,5
0, 56549 0, 49827
0, 60064 0, 49021
1,214421 0,36847 0,3 |
0,36953 0,30265
0,35924 0, 28806
2,078683 0,13024 0,1
' 0, 13223 0, 10067
0, 12230 0,09785
3,805623 10,01354 10,01
- ' 0,01342 0, 00967
0,01412 - 0,01130
5, 492175 0,00137 0, 001
0,00128 0, 00091
0, 00171

0,00137
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62=1/3 , p=1/2 , «=3 , T =0,6141888295
p'e £(x) 1-F(x)
0, 078021 0, 04286 0,999
| 0, 06503 0,99821
0, 00550 0,99993
.0, 160763 0, 18677 0,99
- 0, 21540 0,98692
o 0, 09235 0, 99676
£0,376290 0, 62681 0,9
S 0,61818 0,89453
| 0,63688 0,91928
0, 638410 0, 83241 0,7
0,81051 0,69961
0, 90989 0,70342
0, 886556 1 0,75124 0,5
0, 74245 0,50356
0, 78428 0,48910
1, 197689 0,52868 0,3
0,53281 0,30398
0,51677 0,28691
S, TN 10,20391 0, 1
' 0,20858 0, 10062
0,18889 - 0,09734
2,829996 0,02275 0,01
0, 02222 0,00936
0;02395 0,01202
3, 817313 0,00238 0,001
- . 0, 00209 0, 00083
0, 00334

0,00167

TABLIAU 9
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6f=0,1 , p=9/1 , «=10 , r = 0,34563986
X £(x) 1-F(x)
£ 0,31093 0, 02591 0, 999
| 0,03306 10,99859
| 0,01155 0,99966
0, 42296 0, 16089 0,99
| 0,17378 ,98837
0,12351 0, 99371
0,62532 0, 78542 059
0, 77524 0,89754
0, 80686 0,90744
- 0,81243 1,27991 0,7
1,25884 0, 70109
1,34013 0,69797
0, 96432 - 1,29519 0,5
| . 1,28896 10,50329
1,31577 - 0,49143
1,13588 1,00291 0,3 -
£,01196 0,30287
0, 98099 0, 29203
1,42067 10,.43194 0, 1
| 0,43932 0,09997
- 0, 41172 0,09953
. 1,89096 ~ 0,05383 0,01
' ~ 0,05224 0,00932
o 1 0,05727 0,01187
2,29545 0,00597 0,001,
o 0,00524 0,00083
0,00807

0,00158

TABLEAU 10
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IIT - IOI EN 0,1 AU NIVEAU PONCTUEL.

'Comme dernier exewmple, nous avons choisi le processus de
Markow & deux états sur la droite réelle : lorsque Z = 1, la
transition & 1'état O se produit au bout d'un temps T, de loi~

exponentielle et d'espérance 1/a. De méme,‘pour_zo = 0, la date
T de la transition en {1 est exponentielle et d'espérance 1/b.
'_Oh a : ' ' '
b - a
P = 3rb 1= 355
comme probabilité stationnaire de 1'état 1 et de 1'état 0. L'état
initial étant régi par cette probabilité}stationnaire, on pose :

i
- X(%) = j 72(7) dx
: o) B

R AR PN S D————

b
!
1
£

-{
~-
&

i
1
b

 S'agissant d'un processus monotone (non décroissant) en t, on
peut considérer le processus inverse T(x), plus facile & traiter.

.
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Pour avoir la loi de X(t), on utilisera la relation assez évi-
~dente : ' . _ _
P(x(t) <« x) = P(T(x) > t)

Quelques instants de réflexion sur 1la flgure cigjointe montrent s

[ee] ; (o]

n_n n
P(2(x) >t) = q e J b e P4t + 3 2L ™ [q bn+1j Ly e PTgq
- t=x | - n2d . ' t-x -

-1
+ p b j '(——7—- e "dT]
- tex 7
.D'dh,la loi de X(t), que nous mettrons sous la forme plus mania- -
ble o
P(X -< x)'=

(111-1) nn , ﬁb n  n-1.%k/. _\k,-
. -(a—-b)x-bt [q 5 2 x (q_ b (:;1-'-)(2 i b ‘gt—x)

L nz1 t . k=0 ‘k!_

La loi de X comporte un atome en x = 0, égal a g e_bt, et

de meme un atome en x = t, égal & p e at.

La covariance de Zt est

c(n) = p q eO(M)

(¢ = a+ b))
et la variance de Xt est donec

2 = 2 (7P oty
' t c :
Fixons la valeur t = 1, ét faisons varier a et b en vue de

comparer la loi réelle (III-1) avec les prévisions du modele gaus—
4s1en dlscrétlsé, qul donne ici :

Zz - 13
Y = 1.._ G(-.Q___.)
_ V1fr2 '
(Z, gaussienne réduite). On doit avoir :
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B(Y) = 1 - 6(z) =p

et de méme,'pour la variance, & partir du développement

. ' n ’
V=1 6leg) - alz) B gy By (=) By(2)

on voit qu'il faut choisir r de fagon & avoir :

2390671 ve) = (52,2 B I (5 (2.))?
c? (é - c. - 8% nz1'n! Hh-1 %o

Ies résultats de la comparaison des deux lois ne sont-pas |
excellents, nettement moins bons en tout cas que dans 1l'exemple
du paragraphe précédent. Ceci est 1ié & la présence d'atomes en
0 et 1, c'est-a-dire & l'existence d'un effet O assez prononcé,
dont le modéle gaussien discrétisé ne peut en aucune fagon rendre
coﬁpte. ' ‘

Dans les tableaux qui suivent, sous les.rubriques £ et 1-F,
on a porté dans l'ordre d'abord le résultat du moddle gaussien
discrétisé, ensuite celui de la loi réelle. En ce qui concerne
les deux premiers tableaux, on a‘p = 0,5 et les lois sont symé-
triques, c'est pourquoeil on s'est arr&té & x = 1/2. Ie premxier
tableau (r = 1/’V§, z, = 0) correspond au cas ol le modéle dis—
crétisé fournit la loi uniforme sur (0,1). Ia loi réelle s'en
écarte notablement, du fait des deux atomes qui bloquent 5/100
~ environ de la masse en 0, et autant en 1. Sur le tableau suivant!

(12), 1la loi est encore symétrique, mais avec des atomes & peu
. prés négligeables. L'accord est bien meilleur, sauf pour les tres
petites valeurs., '

L'exemple suivant (tableau 13) correspond & une moyenne
trés faible (32 ppm) avec une forte variance relative, Ie modéle-'v
gaussien discrétisé diffeéere peu d'une loi lognormale, et se trouve. -
en désaccord trés violent avec la loi réelle, surtout aux faibles
‘valeurs (& cause d'un effet O trés'intense),let aussi aux trés
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fortes valeurs. Ie dernier exemple (Tableau 14) ol 1l'effet O est
négligeable montre, au contraire, un accord acceptable, sauf

peut-&tre aux trds faibles et trds fortes valeurs. Ia conclusion
générale s'impose : le modele discrétisé est franchement mauvais

s'il y a un effet zéro important, & peu prés acceptable au con-
traire si 1l'effet O est négligeable.

32=1/12 , =1/ 2 , p=0,5 , zov=0
Atome.. en O = Atome.: en 1 = 0,0465767
x £(x) - | 1-F(x)
0, 0001 o1 ~ 0,999900
| 0; 4197 | 0,953375
0,001 1 . - 0,999
) . s 09 4215 . 0995294
0, 01 L ' ' 0,99 -
0, 4394 - 0,94849
0,05 1 10,95
0,5195 o 0,92675
0,1 1 | 0,9
~0,6190 0,89509
0,2 | T . 0,8
~ 0,8059 - 0,81724
0,3 o o © 0,7 |
‘ 0,9584 ' ‘ 0, 72226
- 1,0582 0,61453
0,5 o 1 . 0,5
1,0929 - 0,5

TABLEAU 11
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5% = 0,02574712 , P =0,5 , z, =0 , r =04
Atomé‘ en 0 = Atome en {1 = 4,82 10--5
X ' (%) : _ 1-P(x)
0,05 . 0,0073 S 0,999918
0,0305 | - 0,999180
0,10 0,0698 - . 0,99834
10,0993 - 0,99615
0,20 - 0,5086 - 0,97310
10,4695 ~ ~ 0,97074
0,30 1,2773 | ~ 0,88523
- | 1,2039 -~ 0,88956
0, 40 . . 1,9991 - 0, 71921
2;0244 ‘ 0, 72664
0,50 2,2913 0,5
2,3923 0,5
TABLEAU 12
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2

s2 = 1,877965 x 1072 s%/m® = 1,870748

z,=4 , mw=p=3,1686 107 , r = 0,25

Atome en O : 0}3432732 ; Atome en 1 ¢ ~ QO

x x 10° (%) 1-F(x)
0, 85899 14758 0,994289
| 12210 ~ 0,646154

- 2,39858 31094 0,956 71

11923 B 0,62757

6,69763 34893 0,80562

1122 0,57804

18, 7021 19024 0, 48749
9078 . 0,45709

52,222 . 4487 0, 16436

» 4867 0,22932
144,823 | 394 10,02245

- 657 0,02787

407,186 10,56 0,00121
| 1,02 . 0,00004
1137, 000 0, 06555 1,46 1072
"~ 0,00001 2 10710

TABIEAU 13
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52 = 0,0027706 52/u? = 0,27706
m=p=0,1 r = 0,29
X £(x) / 1=-PF(x)
0,01 0,24477 0, 99944
- 0,13420. 0,99524
0,05 7,67262 0,84352
6, 40960 0,82671
0,07 8,85678 0,67404
7,68518 0,68362
0,1 7,36770 0, 42469
7,32821 0,45243
0,15 3, 42886 0, 15894
3,88246 0, 16774
0,20 1, 22200 0,05032
0,91424 0,05246
0,25 0,37389 0,01414
0,31376 0,00918
0,30 0, 10200 0, 00359
. 0,05737 0, 00149
0, 40 0, 00555 1,698 10~4
0, 00098 2,12 1072

TABLEAU 14
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