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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS -1-

REMARQUES SUR IE KRIGEAGE ET SON TUAL

par

G. MATHERON

Dans une note antérieure, pour établir 1'équivalence formelle
des splines et du krigeage, j'ai montré que le krigeage, considéré
comme interpolateur, constituait toujours la solution d'un probleme
de splines et réciproquement, les opérateurs correspondants pouvant
toujours &tre mis en dualité dans un espace convenable. Dens ce qui
suit, j'aborde le méme probléme par des méthodes tout-a-fait &14-
mentaires, qui ont 1'avantage de faire apparaltre comme i peu preés
trivial le résultat de dualité rappelé ci-dessus, et de fournir gquel-
ques 41éments nouveaux. De fait, ce qui contribuait le plus & mas-
quer l'extréme simplicité de ces résultats sous le voile épais d'un
formalisme algébrigue un peu ésotéfique, c'est essentiellement 1le
fait que 1l'on cherchait, d'entrée de jeu, a travailler dans des
espaces fonctionnels de dimension infinie. Je ferai ici exactement
l'inverse : j'établirai toutes les propriétés intéressantes dans le
cas fini, ce qui, comme on va le voir, se révele trés facile, et il
se trouve que le passage ultérieur au cas infini ne souléve pas non
plus de difficultés notables. |

-NOTATICNS.

‘Soit Y., 4 ¢ I une famille (finie) de variables aléatoires,
admettant des espérances nulles et la covariance

Je suppose essentlellement que la metrice. o J.est réguliére, et jJe
ésignerai par B L la matrice inverse : '

Je désignerai par H l'espace vectoriel -:engendré par les Yi ’
c'est-a-dire la famille de toutes les combinaisons lindaires de ces
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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS ' S =2-

variables. uni du produit scalaire ¢ Y Y' > = E(Y Y'), cet espace
H est un espace de Hilbert c'est~a-dire en fait un espace euclidien
pyisque H est de dimension finie. 5i nous rapportons H & la base
Yi’ ie I, tout Y ¢ H est de 1la formg_

. . ' . ' . )
et le produit scalaire de Y = AT Yi avec Y' = A’ Y. est

<YY" s> =2t gl Al
i M

A la base Yi’ ie I, il’est-commode d'agdjoindre la base duale

Y9Y, j eI, dont les éléments sont définis par @

i it . v = i
lY =B Y, ; Y, o= o3 Ve

avec, évidemment,

4l e
<Y Yi>_—<Si

Alors, tout Y € H peut s'écrire :

= a1 = J
T=A"Y; =1f,¥

avec les formules de transformation évidentes :

i i) . _ i
- (les At sont les composantes contravariantes de Y, et les'fj ses - .

composantes covariantes).

Nous supposérons ensﬁité que l'ensemblé I des indices admet une
partition I = A UV en deux groupes AetV t je désignerai systéma-
tiquement par les 1ettres grecques o, By Y... les éléments de A, |
par u, v, W... ceux de V, et par i, j... ceux de I tout entier.

Cette convention permet d'écrire A" Ya au lieu de ¥ A% Yd
. . ach
i . : i . . ‘
A Yi au lieu de 2, A Yi etc..., l'ensemble de sommation résultant
i€l v
sans aucune ambiguité de la naturc méme des indices.

’

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU {FRANCE)
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UNE IDENTITE.

Ceci dit, consodérons la forme quadratique
_ i _
B(z) = B 25 25

ou les z; sont des'variables‘quelconques, et cherchons a la décom-
poser selon les deux groupes d'indices A et V., Pour cels, conSLde—
rons une famille de gaussiennes Z avec E Z =0, E Z ZJ = Gij .
Cette famille admet la loi multlvariable de densité

1

((2n)N7Det o

) 1 gl |
£(z) = 72 P =357 2 Zj}

Ia sous-famille des Z, s 0 € A de son cOté, admet la densité :

£f.(z ) = 1 exp {- 1 Qaﬁ zZ_ Z
A N L 2 .
M ((om) A Det(daﬁ))1/2 | T B}

ot 9% est 1a matrice inverse de o e (il s'agit de matrices N, x XN

A ?
avec NA Card A, de sorte que les Q af ne c01n01denb absolument pas
avec les B B)

Enfin, lorsque les Za =jza sont fixées, les variables restantes,
c'est-a-dire les Zu admettant comme loi conditiomnelle la loi de
Gauss définie par : ' '

E(q/ba)=

7 =
Cov (“u'zv/za) SuV

ou la matrice des covarisances condltlonnelles S ne dépend pas des
Z Désignons par C uv l'lnverse de S —_ La loi conditionnelle des

Zu admet donc la densité :
fv(zu/za) =
1

N .
((2m) ¥ Dot 5,,)"/2

oxp -3 (s, - K€ 2)Ce, - o ) )

En écrivant f(z) = fA(za).fV(zu/éa), on obtient donc 1l'identité

CENTRE DE GéOSTATI‘STIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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suivante qui nous sera treés utile :

(1)_ | BY 2. 2. .=AAQ°‘B z_ z, + o (zﬁ - Kﬁ Za)(zv - Ke ZB)

i7)] a B
Dans cette identité, les K sont les coefficients du krlgeage
'(simple) de Yu sur les Ya’ i.e. la solution du systeme

. u , .
QOCB est l'inverse de oaB, et C v, de son cdté, est 1l'inverse de 1la
- matrice Suv des covariances conditionnelles.

Par ailleurs, on a évidemment :

ij _ 0B uq uv
B 25 Zj = B .za zB + 2 B Z, Zq + B 24 2%y

En identifiant avec (1), il vient trés simplement :

BOP = OB + kS o kP
(2)

- _ CU.V -K(X

uv uv
B C H
’ v

O

et, en sens ﬂnverse :

_( WV _ gV
@ z B 8 B B B »
aff _ o a Up _ RQa uo
Q = B + Ku B = B + Ku B |

LE KRIGEAGE UNIVERSEL ET SON DUAL.

~ Pour passer au krlgeage unlversel dommons-nous une famnille fe
de fonctions de base, destinées & jouer le rdle de dérives : les fe
sont, en réalité, des vecteurs fe y 1 € I. Nous supposons, comme

d'habltude, que ces fonctions sont linéairement 1ndependantes sur
A, soit

(3) CefA=O =2 C =0

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Il est trés commode, pour chague ¢ , 4! 1nterpréter les fe ’

e
iel comme les composantes covariantes d'un vecteur Y~ ¢ H ’ ce
qui revient & poser :

¢ 0 i_ 0 _ij
Y = fi Y = fi B Yj
Comme <Yi Yj'> = 6% , On voit qu'inversement la fonction fe'
est donnée par
4 e
f.= <Y Y. >
J J -
Nous dé31gnerons par N le sous- espace de H engendré par ces
éléments Ye . ILa condition (3) exprime que N ne contient, pas aré1é-

ment non nul orthogonal aux Ya : CC <'Ye Ya.> = 0= Ce = 0.
I1 sera commode de désigner par H, et H; les sous—espaces de H
engenares par 1es Ya et }es Yu respectivement. D'apreées la relation
de dualité < Y* YJ > = 63 s, 11 est clair que 1l'orthogonal HAF de HA
est le sous-espace engendré par les Yu, uevV, et de mé&me H;‘ es?t
engendré par les Ya, o € A. Ia condition (3) équivaut ainsi & :

1] V "l—
(3') NnHA‘—-O.

" Considérons alors la forme quadratique F(f, ae),définie en
posant |

(4) R(£,a) = B (¢ - aefg)(fj - a, 1)
D'apres (1) et (2') nous a&ons aussi :
(4) F(£,8) = Q%P (¢ - ae/fg)(fs -a_ £

B)

uv 4 ' 4 . s | Sy
(£, - 8, £ = KM(E, - 8, £))(£, £ a £ - Kff_(fB - 8,t3))

Ie théoreme de dualité est une consédquence élémentaire de ces

deux écritures. En effet, pospns-nous le probléme suivant : les f
étant domnés, trouver les f et les ae qul mlnlmlsent F(f a)

CENTRE DE GE£OSTATISTIQUE : 35, RUE _SAINT-HONOR’E = 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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~Pour résoudre ce probléme, nous devons, par exemple, minimiser
1'expression (4') d'abord en £, (les a, étant fixés), ce qui domne
une fonction des a, seuls qu'il faut ensuite minimiser en ap . Or
la matrice BV est de type positif strict, en tant qu'inverse de
la matrice S5  des covariances conditionnelles. Les ap étant fixés,
‘le minimum de F(f,a) relativelent aux fu’ est donc réalisé si et_
seulement si '
(5) ‘ fu=aefS+Kg (fa—:aefg)'

Lorsque 1l'on donne aux fu les valeurs définies en (5), 1a
seconde forme gquadratique de (4') s'annule, et il reste :

P ____‘ GS _ e - e '
(f,a) Q (fa' aC?a)(fB ap fB)
A son tour, comme on sait, cette expression est minimaie en ae
si et seulement si :

- (5") a, =\ T

ol les A% sont les coefficients de l'estimateur optimal de la dé-

rive. Substituant cette expression (5') dans la relation (5), en

nous souvenant que les Kg sont les coefficients du krigeage simple -

de Yu sur les Ya’ nous voyons apparaitre l'expression habituelle

de krigeage universel, telle qu'elle résulte du théordme d'additi-

vité ' -
£, = %, xg fg

+ Ku (fa - AP f f
Autrement dit

(6) - £, = A T,

u

ou les A& sont les coefficients du krigeage universel de Yu sur
les Ya' ‘ |

ifaintenant, nous pouvons aussi résoudre le méme probléme de
minimum & partir de la premidre expression (4) de F(f,a), en

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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‘cherchant cette fois d'abord le minimum de F en a, les fu étant
donnés, puis en minimisant le résultat en f . '

Or, 1les fi étant donnés, minimisér (4) en Y revient a trouver
la projection de la fonction f sur le: sous-espace engendré par
- les fonctions fe (ddns ce 1angage fonctionnel on utilise ev1oem—-
ment la norme. Hf” = gt s )

Si nous considérons les fi comme les composantes covariantes
de la V.A. . ' '

_ i

on v01t que cecli revient exactement a projeter Yf sur le sous-espaoe
N « H engendré par les v¢- £ Y'. Cette projection Iy Y, est de la
forme ' |

avec des coefficients aé réalisant le minimum de (4) (les fi,étant

donnés). En adaptant ces valeurs, il reste ensuite :
F(f,a) = |IY, - 11 .Y V2‘= Il .Y H2
’ e = Oy Lel or e

(Nl'est 1'orthegonal de N dans H, et 1 4 son projectéur). Ainsi,
51 nous nous posons le probleéme suiVan% : '

"Trouver Yf = fi vt ¢ H minimisant ||I J_ang sous la condition
— 2t
<Yf Ya > foc donnés
nous voyons que la solution est donnée par (6), c'est-a-dire :
e ; @, L, U
(6v) Yo = £, (Y* + ALY )

ou les Ag sont les coefficients du K.U. de Yu sur les Ya .

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE —~ 77305 FONTAINEBLEAU  { FRANCE)
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OPERATEURS ASSOCIES.

Kous désignerons par A 1l'opérateur du krigeage universel

~ (sur H, avec l'espace N de dérives) * A tout ¥ ¢ H, cet opérateur

A
associe 1'é1lément A Y défini par le relation

(7) | AY =Y, (A% A" A |

ou les xl = <y ¥t > sont les composantes contravariantes de Y.
Désignons par A* 1l'adjoint de cet opérateur A. 11 est défini par

(8) < A¥Y',2Y > = <Y', AY> (Y, Y' ¢ H)

Conme A Y est un élément de H A*¥ Y' ne dépend en réalité

A b4
que de la projection I, Y' de Y' dans HA y S0it :

* =
A A HA

Si les fi sont les composantes covariantes de Y', soit :

_ i
Y' = fi Y

A% Y' ne dépend donc que des fa = <Y Ya > et non des fu . Avec
Yy =t Y., la relation de définition (8) donne
i

’fix3<A*ﬁ,Yj>=fi<Y,_AY>,

. i o u o
£, <X Ya>(x fx AJ

i

a u o«
fa (A" + A Au)
Par identification des coefficients de fivka, on trouve dond
A Y = 0

AT

]

corme 1l est naturel (puisque A¥* puis :

A)’
< A¥ Ya, YB > =8

< A* Ya, Xu >

]
CPQ ™ R

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE - 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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MAtrement dit

A% YE = Y% 4 p %yt
et par suite, avec Y' = fi Y.
. __ a o U
() A Y= £ (YT 4 AT YY)

Cet élément coincide donc avec 1'élément Y, de la fofmule_(6')
lequel réalise le minimum de |Im | YfH? lorsque les f, sont donnés :
ce probleme de minimum et celui“du K.U. sont donc bien en dualité.

CARACTERISATION GECMETRIQUE.

En vue d'aller plus lojn, je rappelle rapidement la caracté-
risation géométrique de ces opérateurs : l'espace HA engendré par
les Y se décompose en somme directe : ' '

HA = HO @ N*

\. -L . 5 5 2 . v ’ 3 »
ou HO =‘HA.m N " est l'ensemble des combinaisons linéaires autori-
sdes (i.e. orthogonales & N) d'éléments Ya’ et N* est 1l'orthogonal
de HO dans HA ’ sqlt :

et ok N3
W'=H NE = (HeNNH

Cet espace N* coincide avec la projection de N sur HA’ soit

N* =, N

HA-
o , | | | L
En effet, s;'Y € N, on a I, Y € HA et o, Y=Y - HAA‘Y € HA ® N. .

Inversenent, si Y' ¢ HA est de la forme Y' =Y + YN avec YN € N et

L . . : »' v - ) . .
Y ¢ HA ’ on a bien Y' = HA.Y nA YN.e HA N.
‘Dans ce contexte, la condition (3'), soit N N HX‘= 0 signifie

que chaque élément de N¥* est la projection sur A d'un et un seul
élément de N. Autrement dit I, est une bijection de N sur N* , et,

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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en particulier, N et N*¥ ont la méme dimension.

Dans ces conditions, le krigeage A Y d'un Y ¢ H est caractérisé
comme l'unique élément de Hy = H @ N* dont la projection sur H, e N

- coincide avec celle de Y.

‘De méme A Y est l'unique élément de H @_N dont la projection

sur HA = Ho ® N¥* coincide aved celle de Y. En résumé :

| o
Y'=AY «¥' ¢H @N*=H etY -Y' ¢ (H @ N)

(9)

| _ . n
Yt A¥ ¥ o Y' € HO N etY -Y' ¢ (HO ® N¥) =

HL

A

. De fait, le krigeage A Y est 1'élament Y' qu1 roallse le mini-
mum de |IY - Y'Hz'sous les conditions ‘
Yt ¢ HA et Y - Y! E'I\T"L
A1n81 Y - Y' doit 8tre orthogonal & tout 5 1! appartenant a

H N N o’ goit ¥ - Y!' ¢ Hl‘, et donc Y - Y' ¢ H N NJ'= (HO@N)i
(pulsque Y - Y' doit aussi appartenlr a N ). De 1la condltion'(B'),
on déduit sans difficulté l'unicité de 1'élément Y' vérifiant Y'e H
et Y - Y' ¢ (HO ® I\T)v'L ¢ par suite il coincide avec le krigeage,
soit Y' = A Y. | | | | |

A

De méme, A* Y est 1'élément qui rdalise le minimum de bl i Y'H2

sous la condition <Y! Ya >= <Y Ya > . On doit donc avoir
<&6Y¥',m ,¥Y'> =0 pour tout 6 Y' ¢ Hi . Mais cela signifie
n, vy e FA , et donc aussi II LI € H N N"L= H_ . Par suite

N N °
Y!' € H ® N. D'autre part Y - Y' ¢ HA ’ pulSque ces deux elements

ont meme projection sur HA.‘ Ici encore, il résulte de’ (3') que ces
deux conditions caractérisent un &lément Y' unigue, et par suite
Y' = A* Y,

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONGRE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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L'ESTIMATEUR OPTIMAL DE TA DERIVE.

. ) . . e
Pour plus de commodité, nous allons associer & la base Y de

l'espace N la base duale constituée des Ys tels que <'YE'YS > =8

¢

s
(Cela est possible, car la condition (3) implique que les Y € sont

- linéairement indépendants). La matrice ges = <Y" Y% 5 admet donc

une inverse, que nous désignerons par Bpg » et on trouve :

L e g _ .es'
'YS—gC,SY ’ Y"g.'Ys
Alors, l'estlmdteur optimal A,du coefficient ae de la dérive
A'ae £ stidentifie au krigeage (universel) de l'élément Yo+

0 - A,=AY
(10) - ¢ A Y,
Te fait, Ae et Yé sont orthogonaux aux combinaisoﬁs linéaires

| . , t -\— . \ C -‘ .L
autorisées dans HA s Clest-a d}re a HO s et on a AB YE € H0 .

Maintenant, si Ap = x%'Ya., on trouve :

< A, Y° 5 =2G 3 = 85

2 M a7 %
d'aprés la condition d'universalité habituelle; liais cela entraine .

v us ) : A
< A._— YE’ Y > =0, soit Ae - Xé € Nv

On a donc AZ - Ye € H F}N = (H @ N) . Comme Ae € HA','la

caractorlsatlon (9) donne blen Ae = A Y& .

Désignons, comme d'habltude, par b s la ratrice covarlance
des Ae, soit

p'es =‘<A€'Asv>' '

et par ues son inverse. En posant

' 'CENTRE DE GEOSTATISTIQUE 35, RUE SAINT-HONORE -~ 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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nous associons a:la base Ay de 1'éspace N* sa base duale, avec la

relation usuelle < A€ AS 5> = 68
Alors A° est 1a projection de Y° sur H, :
8 s
A = I, Y
-De fait; calculons A¥ A%, en utilisant (10) : il‘vient :
. 8 v L s . _ .8 | o s
<A_*A,Y£>—_<'A A‘Ye>‘—-<A Ae>—6ei-
On a donc <'A* AS y Ye > = <:Y ’ YE > o lais A* As, unique é1é¥

ment de H ® N dont A soit 1la progectlon, est nécessairement dans

N (car AS ¢ W% = Iy N). Par conséquent, la relation < A¥ A5, Yp> =

= < YS Yp> entralne A* A° = ?S > Q'esﬁ—é—dire AS = I, Y® = Iy» Y°.

. < o 8 s
En résumé, les relations entre les A A, YE et ¥ sont

e b
les suivantes
Ly Vet AT s T =y by
(10')
: AS = s ]

Y% 5 Y= axoa

AUTRAS FORK“S DE DUALLTE

- La matrice Au (ou aussi bien la matrlce K du krlgeage s1mple)
constltue un 1nt°rpolateur qui prolonge sur I toute fonction £ : - |
o - fa définie sur A, selon la formule : ' '

_(1'1)‘. S B SR Y

cet 1nterpolateur Stant caractprloe par la proprleto de mlnlmallte'

que nous avons vue pluo haut

Mals cette . matrlce reprbsente auss1 les coefflclcnts du krl—'

geage de Y,» soit Y Ya AS.- A tout vecteur Y = K Y € HV elle:

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU { FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS ~13-

associe donc le vecteur Y* = A© Y, € H, dont les composantes sont :

u

Ch

Cette formule, duale de (11), montre que 1ton peut également

(111) | 2%

i

interpréter la matrice A comme un interpolateur prolongeant sur 1
toute fonction A : u = Au définievsur V. On peut se demander si
cet interpolateur (de V sur I) se laisse lui aussi caractériser
par une propriété de minimalité.'Dans 1'affirmative, il devrait
1u1 correspondre par dualité un opérateur analogue a un krigeage
‘qui ass001era1t au vecteur Y* 1'$1ément Au ¥ : les YV engendrant
1'orthogonal HA de HA , 11 s aglralt donc de l'opérateur associé
& un krigeage sur HA . Nous allons voir qu'il en est bien ainsi
(au signe pres), a condition de choisir comme espace de dérive un
espace N' (différent de N) convenable. Commengons par 1e cas le

- plus 81mp1e, celui ou N = 0.

CAS DU KRIGEAGE SIMPIE.

Iz matrice du krigeage simple est
a _ A0
Ku = Q %8u

et nous devons chercher une interprétation du vecteur KOC Y : nous

“allons voir qu'il s aglt, au signe prés, du krlgeage 31mp1e de Y

sur 1'espaceHA engendré par les Vb

Ce résultat apparait 1mmed1atement sur- les relations (2) et
(2'). Ces relations domnent, en effet

o LUV _ _ Jua
KV B = B

ctest-a-dire :

<y* % >

i

R AR

Mais on reconnait 1la 1'équetion du krigeage simple sur les ™

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE ; 35, RUE SAINT-HONORE ~— 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS -14-

le vecteur - Kg ¥V est bien la projection devYa sur Hz‘:

o _ oV
HAA'Y =-K;, ¥

Pour mieux comprendre l'origine de ce résultat, considérons
des gaussiennes centrées 2" admettant la matrice de covariance
<zt 29 5 = B'Y, Leur densité de probabilité fait apparalitre ltex-
poneritielle de la forme guadratique ‘

_ i _ a B - a _u u v
Q‘I Gijz z¢ GaBZZ+20auZZ+GuVZZ

_Désignons par y,, l'inverse de la matrice des BY (restriction
de B'Y &4 V x V), de sorte que la densité des 2z% contient la forme
u'zv

Q2 - Xuv'z

X . - ’ o . . v U
De méme, soit @% z~ l'espérance conditionnelle de 2% & zZ" = 7%

fixés , ROLB la covarisnce conditionnelle des 2% ; et Ta son inverse.
Iz loi conditionnelle des %% fait donc apparaltre la forme gquadra-
tique : : :
= o _ L0 Uy B L0V
Q3 Taﬁ (z oz ) (z D, 2 )
Itidentité Q1 = Q2 + Q3 donne alors les relations sulvantes
(duales de (2) et (2')) : ' ’ '

= | .' = - B
_ %aB Taﬁ T maB ®uv
(12) . |
: - o
uv T Xuy T Py TaB Oy

et, en sens inverse

TaB = caB
(121)
= _ & &
' Xuy = %y T By Gaﬁﬂév

En fait, x,, €st la matrice inverse de B = oW (a'apres (2')),
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et ¢V est elle-mBme l'inverse de la matrice Suv des covariances
"conditionnelles des Y, lorsque les Y sont fixés. Ainsi, Xoy =
Suv’ De méme, la matrice ROCB des covariances conditionnelles des
2% 3 z, fixés est 1l'inverse de‘TaB =_caB (12') .  Donc elle coincide

avee Q%P _ .
Yav = Suy ;.‘RQB'Z Q%
pe mBre, puisque TaB = Oyg la seconde relation ({2) s'écrit
@5 %% =~ %qu
et par suife :
(13) | @ﬁ = - xP

Cn retrouve ainsi le résultat précédent': les -~ Kﬁ , & B donné,

représentent les coefficients du krigeage de Y8 sur les Y.

En résumé, nous trouvons ceci :

. . a
Krigeszsge de Y. sur le : Y
rigezsg a T S Ya Ku -
. . u u
Krigeage de Y® sur les YV @ - Kg Y
( Covariance deg résidus ¥ - K*Y : S invérse de BV
u u T uv ! ‘

. et o U { . '
Covariance des résidus Y% + K7 YY" @ QOCS y inverse de o

B

a _ A0B oL ov
(12) Ku =Q Gﬁu - Suv B
14
a _ _ @ UV _ 0y
| Ky Oug = Ogy 3 Ky B =~ B

I1 reste a interpréter les quantités

a o B
Ku 0ocv - Ku GaB Kv
_ Q@ qup _ oo uv B -
Ku B- ‘ Ku B hv o
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Ta premidre dée ces quantités est la covariance <:Y: Y: >
des krigeages des Y et Y sur les Y » €t la seconde, de méme,
représente la covarlance des krlgeages de Y% et YB sur les YW
On en déduit aussitdt les relations suivantes (qui sont en fait
des conséquences pufement algébriques des précédentes) :

. .

o4 B _ .
(15) Ka %ap X = v ~ Suv
15 :
k% WV xB = g8 _ Q0B
u v - Q

CAS DU KRIGEAGE UNIVERSEL.

Examinons maintenant le cas ol il y a un espace N de dérives.
Est-il encore vral que - Au ™ représente le krigeage universel de
Y® sur les Y* 2 Nous allons voir que la réponse est oui, & condi-
tion de remplacer 1l'espace N par son orthogonal N' dans N @ N¥*, soit

Nt = N+ (1\@1\1*) (AoN)nN nH;"

Nous verrons dans un instant gquelles sont les fonctions de
dérive assocides & cet espace N'. Pour l'instant, cherchons & carac-
- tériser le krigeage universel d'un Y € H sur l'espace HJ'°nvendre par

les Y%, en présence des dérives assocides & N'.

Nous allons, pour cela, utlllser 1e crltere 5&0Wétr1que (9),

en remplagant N par N', H par l'espace H des combinaisons 1ling-
alires des Yu_orthogonales a N' :

' |
H = HA_Lﬂ R

= \ = - t
et HA HO@I\* par HA Ho@nA.LN .

D'apres ce critdre, le krigeage Y de Y doit vérifier :
).L

Y ert Y -%e (H @'

A 14
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B . . . ‘L . —L . )
Notons d'abord que 1l'orthogonal de HO = HA NN'" est :

Celui de H @ N est donc
. N -
(Hye N')" = (H, e M) n '™
Mais 1l'orthogonal de N' = N1 (N @ N*) dens HyeN n'est
autre que HO ® N, puisque HA_@ N est la somme directe des trois
sous-espaces orthogonaux H_, N et N'. On a donc :
t 1 :
! =
(H, ® N') - Hy @ N

Notre krigeage ¥ de 1'éldment Y ¢ H doit donec vérifier les
deux conditions ¢

L

(16) Y e Hy 5 Y- Y ¢ H, ® N
Solent alors fl les composantes covarlantes de Y ¢ H, c est-a—
dire Y = f Y* + f " . Considérons 1'éléuent

- o YU o
A¥ Y = fa Ap YT+ fa Y

D'apres le second critére (9), cet élement est caractérisé par les
deux condltlons :

(16%) Y—A*_Yeﬁi s AXY eH @

Comparant (16) et (16'), nous concluons
Y=Y A*Y=(I-a%)Y

Si donc nous désignons par A 1'opérateur du krigeagé universel
sur les Y© (en présence des dérives de N') et par A celui du krigeage
sur les Y (en.présenqe des dérives de N), il vient :

A¥ + A =1

(17) -
A+ Kx =1
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Avec Y = fa Y* + fu_Yu, il vient explicitement

ns

A Y=Y-A*Y

(fu _ fa Ag) Yu

En pérticulier, avee ¥ = Y
(18) Ky == a7 Vdn

ce qui constitue le résultat annoncd.

En 1l'absence de dérive, les relétions (17) deviennent triviales
en effet, dans ce cas A s'identifie au projecteur nA_de l'espace HA

et coincide avec son adjoint, soit A = A¥ = My » et de la méme fagon

A= T —'H'l' : les espaces H, et-HX étant orthogonzux, leurs pro-
jecteurs verlflent bien qA'+ n_L = I. iais, en presence de dérives,

les relations (17) ne sont nulfement triviales.

I1 reste cepen&ant un point important a préciser. Au cours du

raisonnement précédent, nous avons admis que le critére (9) carac-' 

térisait univoguement 1'é1lément Y : mais, pour qu'il en soit
effectivement ainsi, la condition suivante

(19) ! NE, =0

qui. constitue la transposition de (3'), doit &tre satisfaite. Comme
‘HA est somme directe de H et N*¥, et que N° est orthogonale & HO ’
cette condition se rbdult en fait & : ’

N' A N* = 0

Ainsi, N¥ = HA.N ne doit pas contenir d'éléments non‘nuls.or—
thogonaux & N : mais cette condition est toujours vérifide, du fait

Justement que tout élément de N* est la projection d'un élément de

B ‘N. .
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L'ESPACE N*',

Caractérisons d'abord la dimension n' de cet espacehN'._Si n
est la dimension de N, les relations (3') garantissent que N* admet
la méme dimension n. Ainsi, la dimension de N @ N*¥, qui est n + n!
est inférieure ou égale & .2 n, soit n' < n. I'égalité a lieu si |
et seulement si N 0 N* = 0, ce qui équivaut &

(19") - ¥nHE =0

On ne nuit_d'ailleurs pas a la généralité en supposant cette
condition satisfaite, En effet, si ellé ne l'est pas, les éléments
de N qui appartiemnent a HA sont, en un sens, superflus. En effet,
on peut remplacer N par N N (N N H ) sans modifier le krigesge
universel (on peut le vérifier dlrectement On peut aussi, en
sens inverse, remarquer que le krigeage A Y de tout Y e H verlfle
automatiguement la condition d° unlversallte

e}

<AY,Y0>‘=<Y,.YO> Y € Hy

pour tout élément de Hy = HA N NJ', du fait que Y et A Y ont la
méme projection sur Ho ¢ autrement dit, on peut remplacer N par
¥ e H sans modifier en rien le krigeage universel).

Nous supposerons donc (19') vérifide, c'est-a-dire :

Dim N = Dim N?

Dens ce cas, le projecteur HN' établit une bijection entre N* et
N'. Si nous rapportons N¥ a4 la base AE » les vecteurs

5 o
constituent une base de N'. On a, évidemment ,
A& = Iy Ae + Ty Ae

Or, d'apreés (10'), Iy Ap =Y, . Compte tenu de la définition (20),
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: oy ‘ :
on voit que les bases YZ de N, Ae de N* et Y& de N' se correspon-
~dent selon lajrelation :

, : o B o
(21) - v A=Y, 4 Y,

' :
Comme Y, et Y4 sont orthogonaux, les matrices :

¢

. ' . A

vérifient donc
(217) | Lo = Epg + Bpg

D'apres (10'), on a A Y, = Ap, de sorte que (21) entraine

!

Ies éléments de N' sont d'ailleurs les s euls, dans ltespace
HA.®'N, qui annulent 1l'opérateur A : cela résulte aussitdt du cri-
tére (9), puisque N' est justement 1'orthogonal de HO ® N .dans

l'espaoe_HA @ N. Ainsi 1l'espace N' est la restriction a HA @ N du

noyasu de l'opérateur de krigeage A. Il revient au méme de dire que
N' est la restriction & HA ® N de 1'orth hogonal de 1'espace image
de l'opérateur adjoint A*,

Cherchons maintenant quelles sont les fonctions de'dérive Dp
assocides a l'espace N'. En ce qui concerne l'espace N, les fonc~
¢ = < YE'Y > o Pas-
sent de N & N' et de A & K , nous avons en falt 5change les rdles

tions fe correspondantes sont définies par f

des indices co et contravariants. Nos fonctions @e sont donc d4fi-
nies par : ' ' ' '
i _ ot i _ i B
@6 = <.Y2L Y¥" s = <.AQ'Y > - <‘Yé Y >
Comme Ap = A YZ , d'aprds (10'), il vient

= <Y
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c'est-a-dire, d'aprés (17) :
ot = - < Y@’ K'Yl >

soit, en distinguant les indices u et «a :

- u ; . nj .S
-a'_ a u _ @ ou

(bette dernidre relation résulte d'ailleﬁré aussitdt du fait que le
krigeage 1 est un interpolateur exact pour les fonctions de base @e)..

Cn peut également mettre 3% sous 1la forme

a . o +
X =<_A Y b Y f
@e "o > < e >
Remarquant que <« AC Y% > = k% (composantes contravariantes dé
1'estimateur optimal Ae‘= xg Ya), on trouve ainsi o

o

=0 _ aj »s

J

~ Ies dérives &tant de la forme p? @% y cherchons les estimateurs
optimaux Be des coefficients correspondants. Rn transposant la pre-
miére relation (10'), on voit que l'on a :

B0 = R 1€ = (1 - a%) vO
or v1€ ='g18 (n - Y)), et A¥ Y_ = Y_. Ainsi :

R B.e= g,fs (I _ A*) As

On peut ensuite remarquer, d'aprés (10')

_ S t
A¥ Ay = gy A* A0 = pgp ¥

(2]

et 11 vient ainsi
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e fs

B =g b

) t

“’St (A e - ¥
(i1 était d'ailleurs évident qﬁe l'espace N'* = |y L N' engendré par
cés estimateurs optimaux devait cqinbider avec l'orthogonal de N*
dans N @ N' = N @ N¥).
e

A ces éléments B~ , on peut encore associer les éldéments

- bRl
By = vpg B

S ' . . v . ) .
ou pp . est l'inverse de la matrice u'es =-<’Be B° > . En transposant
la troisiéme relation (10'), il apparait | '

.
B =1 Y =-11,Y
s Tyt s at
] e . .
Comme I, Ys 8 pg HA Y = gp A~ , on trouve :
- e _ ¢ £
B, == Y  +gp, A = Eps (A7 - Y)

- CONDITION POUR QUE IES KRIGEAGES SIMPIE ET UNIVERSETL
COINCIDENT., '

I1 est commode de considérer les opérateurs Aet I - A comme
des projecteurs (non orthogonaux). De fait, ces opérateurs sont ’
idempotents, et le noyau de 1l'un coincide avec l'espace image de
1'autre. Désignons par ' ' -

L

H

! v = ( T
1 HO @ Nt = HO ® N)

1

1'orthogonal de H_ dens v H, est l'espace des résidus (espace

image de I — A). On a :

Il
-

Noyau de A = H Image de A

li
o s
!

‘Noyau de I - A =H, - . Image de I - A
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Comme, d'autre part, H1 N HA,= 0, la décomposition
Y=AY+(I-A)Y

‘d'un Y domné en somme d'un élément de Hy et d'un élément de H, est
unique, et les opérateurs correspondants sont justement A et I - A,

- Dans ces conditions, le krigeage universel A colncidera avec
le krigeage simple oy » soit A = I, si et seulement si les espaces
HA et H1.sont orthogonaux. Or, pour qu'il en soit ainsi, il faut
et 1l suffit que N soit contenu dans HA ¢ analytiquement, on doit
avoir ' : '

Y£=AC€°‘Y
. o
ctest~a-dire
ff = f’a"
1 =0 0y

D'ou 1'éguivalence des énoncéds suivants :

~ A=1, (coincidence du krigeage simple et du krigeage
o ‘universel).

~ H1-et H, orthogonaux.

~ _NCHA'

~ Tes fonctions £° sont de la forme (22) (combinaisons -
linéaires des fonctions Gai)‘
Ces considérations vont prendre leur intéré&t dans le cas des
fonctions aléatoires intrinseéques. -

IES F.A. INTRINSEQUES.

| Partons d'une famille Y., i € I ol l'ensemb1e~(fini)_i des
indices admet, comme ci-dessus, une partition I =AUV, ANV =29
en“points "expérimentaux" « e'A et points "inconnus" u € V. Nous
désignerons par E (au lieu de H), l'espace des coumbinaisons lindaires
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At vl et de mlme par EA‘et Ey les sous-espaces {A* Y I et N Y.}

Ces espaces E, EA et Ev ne sont mumnis d'aucune norme_(contrai-

rement & ce que nous avions supposé précddemment), c'est pourquoi
la lettre E remplace la lettre H. Toﬁtefois, nous supposons que E
cohtient un'sous-espace Hk (de dimension NI - k) muni d'une struc-
ture hilbertienne (= euclidienne) définie par un produit scalaire
<X, Y> :Icet espace Hk est l'espace des "combinaisons linéaires
autorisées" pour lesquelles, seules, la covariance existe. Nous
poserons : '

Hy =H NE,

(combinaisons linéaires autorisées des données expérimentales) et
nous désignerons comme ci-dessus par H1 l'orthogonal de H dans H

k
(espace des résidus).

801t aussi. F 1e dual de E, ¢ est-a—dlre l'espace des formes
’11nealres sur E (nécessairement continues, pu1Sque nous nous limi-
~tons ici au cas ol la dimension est finie). A tout sous-espace »
¥ c E est associéd son orthogonal ¥ dans F,,espace des formes 1i-
‘néaires nulles sur M; Nouo poserons 3

et, .inversement, “'espaoe'Hk des combinaisons lindaires autorisées
peut 8tre défini comme l'ensemble des ¢léments de B qui annulent :
les formes de N. '

Nous désignerbns par fe'une base de N, de sorte que.:

» P )
-YEHk e £ (Y)

On notera qu'il ne s'agit pas exactement ici d'une fonction
aléatoire intrinséque. Iles Y, définissent ce que l'on pourrait
appeler une F.A. sous-normée (la norme n'est définie que sur un

sous-espace Hk c E). C'est la restriction de E a Hk qui constitue,
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au sens propre, une F.A.I. - F.A.I. dont la F.A. Y, est une repré—
sentation particuliere. Cette notion de F.A. sous-normée corres—
pond d'ailleurs exactement au modéle utilisé réellement dans les
applications : le phénomdne auquel on s'intéresse est, en effet,.
interprété comme une réalisation d'une représentation parficuliére
(mais non spécifiée) d'une F.A.I., c'est-a~-dire, justement, comme
une F.A. sous-normée. Spécifier la représentation d'une F.A.I.
équivaut a choisir w prolongement sur E x E tout entler du prodult
scalaire défini sur Hk X Hk .

: Nous,admettons,:comme d'habitude, l'indépeéndance linéaire des

‘formes fe sur EA :

Cpf =0=Cp=0
Cela revient & supposer :

(22) - ‘NnEA% 0

ou, ce qui revient au ménme :
(23) E=H oF,

Sous cette hypothésé, la variété lindaire Y + Hk menée par
un Y € E parallélement & H, rencontre toujours EA’ et 1'intersec-
tion (Y + H, ) N E, est une variété paralléle a H (ctest 1l'ensemble
des elemenus de 1a forme A% Y avec A fe = fe(Y)) Iorsque Y'
parcourt cette variété (Y + H ) NE, Y - Y' reste dans H (et
décrit dans Hk une variété llnealre parallele a H ) C'est pourquoi
il est p0551b1e de définir la norme ||Y - Y! n et.ae la minimiser :
1'élément Y' = A Y qui réalise ce minimum est la projection de Y
sur (Y + Hk) mﬁEA y Ou, si 1l'on préfére,'l'uni@ue'point d'inter-
section de E, avec la variétd ¥ + H, (H1étantxl'orthogonalide.Ho
dans Hy). ' |

Ia caractérisation du krlgeage A Y est done exactement la
méme que dans le cas du K. U. : AY est 1'unique élément de B A

tel que ¥ - A Y appartienne a H1. 'On a, ici encore :
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1+ EyNEH =0

E=E, el

et la décomposition

Y=AY+ (I-24)7Y

de Y en somme d'un é1lément de EA et d'un élément de H est unique.

1
L'espece H1 est l'espace-image de I - A,'c'est¥é~dire 1l'espace

des résidus. Notons que la restriction & Ey de T - A est une bi-

jection de Ey spr_H1

I -Ac: EV <%>‘$ﬂ
En effet, le noyau de- I = A est EA, et E, NEy = 0. En parti-
culier, les images des éléments Yu € EV qui constituent une base de

, EV y C'est-a-dire les

' — _ a\Q
(I—A)Yu-Yu %Ya

constituent une base de H1. Nous désignerons par Squla covariance
correspondante '

suv = <_(1 - A) Yu, (I - A)_YV >

Ainsi, les covarisnces généralisées Kij de la F.A.I. définie
par la métrique de Hy devront vérifier la relation :

; - o '— B Y 4 ‘ B
(24) . ) SUV Kuv % K(ZV AV Kocu_+ Au K(XB A\I

Sur H également la métrique est bien définie. Choisissons
dans HA un sous-espace supplémentaire de HO y et désignons par

une base de ce sous~espace, On peut d'agilleurs toujoufs choisir
cette base de telle sorte que l'on ait '

i (Ag) = 62
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clest~a-dire
s

: o« oS
(29) Cheta T ot
(avec fi = fs(Ya)). Alors les éléments

.Y A f- = Y - fa Xs YB,

engendrent H_ (mais ne constituent pas une base de H o» buisqu'ils
ne sont pas 11nea1rement 1ndependants). Nous dnSlgnerona ‘par TaB
la covariance :

_ ] . ’ ,—  .

= <YOC Aefa, YB AS fB>

Tag
La mwatrice de Ty n'est pas régulitére, puisque 1l'on a :

¢ T¢B = 0

Considérons alors la représentation suivente de la F.A.I. asso-

cide é,Hk :

_ | e L
Zg= Yy - Ay fy + By I

ou les.Bé sont des V.A. quelconques d'ordre 2 orthogonales & H, .
Si les Bp sont nulles, il s'agit de la représentation associde a la
matrice A% y Vérifiant les conditions d‘universalité (25), ctest-a~
dire d'une renréseptation'interne sur BA : mais dans ce cas la matrlce
des covariances ntest pas régulieére. Nous ch0131rons, au contraire,
des Be non nuls et tels que la matrice < Bp BS > = Hes sqlt de type_

. positif strict : dans ce cas la matrice Oij.z <-Zi Zj > est régu-
liere. ' ’

Pour i = « € A, il vient :

- Y - ¢ 4
By =Yy = Ay £+ B, £,

N s A pS _ £S5 59
Comme A, = A, Y par définition, et d'aprés (25) Ae faﬂ“ﬂée_’ 11
“en résulte : ' ' |

<
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(26) By = A

o1
£~Za
D'un autre cété B_. étant orthogonal & Y. - A fe € H on
S ' g = i e i’ k ?
trouve : - :
_ - o 0
< By %3 > =< B, By > 1Ly = Hp £y

soit, en désignant par Hes la matrice inverse de'HeS , et en tenant
compte de (26) : '

(27) : o £; = H Ag O

4

Ainsi, les £y sont (dans cette représentation) des combinaisons
linéaires des i Mais, d'apreés ce que nous avons vu plus haut,
cela entraine lt'identité du krigesge simple et du krigesge universel.

lOn aura donc dans cette représentation :
(28) . Ay Ggg = O

11 suffira donc, dans les applications, de résoudre le systéme'

(28) du krigeage simple, les conditions d'universalité étant alors
automatiguement vérifides.,

Cétte propriété est d'ailleurs céfactéristique de ce type de
représentation. De fait, toute représentation est de la forme :

= v oL 4
(29) . o
_ a1 1 .8 _ .8
Aﬂ = Xe_Yi ’ ke fi = 66 ’

avec des B€ orthogonales a Hk . Comme on a encore B£ = xi Zi" on
voit que ces éléments appartiemment & l'espace engendré par 1les Za
'si et seulement si K% = 0 pour les indices u ¢ V : telle est donc
la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait identité

entre krigeages simple et universel.
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COVARIANCE D'UNE REPRESENTATION,

Partons de la forme générale des représentations, telle qu'elle
est donnde en (29), et calculons la matrice Oj5 = <Z Zj > . let-
tons tout d'abord Zi sous la forme de la somme :

o Oy e, ¢ e
Z; = A (_Y.i - Aefi.) + (Jt—A)(E(i - Aefi) + Be fi

oli le premier terme est dans HO, le second dans Hy et le tr0181eme
orthogonal & H,3 @ H1 = H, . Notons que A Ae est de la forme

&a

S~ ) o u
e M e FEC ApT Rt
puisque : : o '
_.a b I
A AE = xe Y + xe Au Ya

4
De plus les xa Verlflent‘la condition d'universalité

14 .
~A oS _ ¢S
Ke'fa = 62
- ' @ .S _ .S i oS _
comme on le voit en remarquant que 1l'on g A, fa =1, et xe £ =

AZ fi + kz fi =’52 . De méme ((I—A),Ae y qui appartient 4 H

1 4
est de la forme .

! V
(1-4) 4, = A (I-1) Yu

Ainsi : E

| -' Nfe-fe u I-A) Y. + B £
Za = Ya_- Ae‘ « ( A) L A
o e N N4
Z, = A (Ya )+ (I-A) (Y, - £, Np Y]+ Befu

Nous poserons

[« =<y -T2l , v -% £
af o ¢ a? 7B s B
su'v=<(I-A) Y, (I-K) Y >
4 Hfé = < BB >
Meg = #? Suv ig

\
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Alors, avec ces notatlons :

c . =71 . + (H€ + M ) fe

af ap B

L - : S a 4
o = Ag'rap * (Hog + N@s) fs T~ Ae Svu Ta

Comme fi = Ag’fg y la seconde‘équation équivaut a

Aﬁ o8 = e ¥ xe S fa

vu

Ainsi, le parametre de Iegrange peu du’ krlgeage unlversel
de Y admet l'expression ~

0 L =V g
(30) | Koy ;Ke Suv
 Enfin, pour 04yt 1l vient :

a

- 1% x AP IR
Oy = My 7 of A+ Sy ke Ty megy T

14 | iy s
+ £ (HeS + Mes) £

- Nous abregerons les notations en posant &
Heg = Hes ¥ Mo
On remarque aussi que Kg Tog = 0 entraine :

o0 '_‘ﬂ s
Me Tap = Peg g

de sorte que les Ke, dans cette_représéntation, sont les estima—
teurs optimaux des coefficients de la dérive, et -

QRro
il
H
o
g

On note aussi (drapres Ag f
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: B : 3,
Aﬁ g T Aﬁ Tag t Hes o

| -8 e :
Aﬁ %8 Ag N Aﬁ Tap Ag i “€s fs

On peut alors exprimer la matrice S 5 a4 1'aide de_Ag et des
éléments suivants :

- ~ oot L@ B B, S
TaB-—<Ya-—.}\e f Y, s fB YB,>

B
S <Yu'-4gYa, Y, Aﬁ

et les paramétrés de Iagrange pfs et ”Cu . On trouve :

+ fe p,es

- Q
Ii

af TaB

(31) 1o

£
gu AS “a p“é’u B

En posant @
A =8y s Bpy =0 4 85 =8 =0 |
~ceci se synthétise sous la forme :
' - ' N 4 : B . - e__ s
(32) %5 TA Cop M5t Siy ke By by Tr

: / . ' : !

Telle est la forme générale des covariances dont la restriction.
a Hk coincide avec la métrique de départ. Evaluons la part d'arbi—l
traire qui préside au choix des diffdérents termes de (32). Pour
cela, supposons la nmétrique sur Hk déflnle par une covarlunce
généralisée Kij’

S ! Y o .
~ Choix de T : on peut prendre des Aa arbitraires, soumis
o : p e ?
seulement & le condition :

S_ .8
fa = 56

>
<
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et on a glors :

=K -~k £ -Xx, £

Tap = Rap T P Koy Tp T As Kpy To
€3y XY g8
+ g Ny Koo K o

~ Suv est imposée : c'est la matrice des résidus

= Ky - A& Ko - AE KBu * Ag Kog Ag

o~ Ies paramétres de Lagrange Py peuvent &tre choisis arbi-
trairement. D'aprés (30), on aura alors

m}
*e = “eu

ou Bgv est la matrice inverse des Suv’ On a alors .
_.u v uv o
Mos = Mg Suy P = ko B Hev

~ Enfin, on peut prendre comme matrice Lo des paramdtres

de Iagrange n'importe quelle matrice de 1la forme :
p,PS":. I'w’.[es + hes

ol Ho, est de type positif strict : il revient au méme de
dire que U ps M€s doit &tre de type positif strlct
Ie - choix le plus simple conS1ste évidemment & prendre ”eu 0.
On tombe alors dans le cas examiné plus haut ou krigeage 31mple et
unlversel coincldent, et ouAles conditions d'universalité sont auto~
matiquement vérifides et deviennent superflues : explicitement :-
~ On choisit des xg vérifiant x% fz = 6? comme ci-dessus, et
on adopte une reprdsentation de la forme :

e

- €
By =Y, - Ap £5 Y+ B, £5
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=33

La matrice des covariances est alors :

_ e g
(33) o35 = Kij,_ *e 5 K, i N Kﬁi

<

o of B € os

+ + H e
x 5 Kaﬁ Ag f es ity fJ
Avec cette représentation, la matrice o

est réguliere (pour-
vu que Hfs

solt prise de type positif strict), et on obtient les
A% en résolvant le systéme du krigeage simple

« -
Ay Oug = gy
Vérification. D'une manieére générale, les Ag‘sont solution du sys-—
teme : - -
| a _ 4
A KaB - Kau + Heu.fﬁ
(34) | é p R
Qo _
by Tg = Ty

D'apres (33), il vient, compte tenu de (34)

ev
R L L AT

+ Ag‘fs.fs (Ho, + g Ky LA

= Kgy *+ oy fg —.fe A KYB.:-Ag g (K R Qeu f$3
+ ff fs'(H L+ x%' Kgigt APy |
. On constate blen que les pe 's'élimiﬁent-(compte tenﬁ de
xg fs 8 €y et il reste
Ag o] B = GBu

comme prévu.
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L'OPERATEUR DUAL A% .

Ie dual de l'opérateur A sur E est l'opérateur‘A* surbl'espace
P des formes linéaires sur E défini par :

(2% £)(D) = 2(AY) (e P Y ek

Son noyau est E (orthogonal de E, dans F), et 1l'espace image est
(orthogonal de H, dans F) Pour I - A%, les rdles de ces deux
espaces sont echangés : C ' '

Noyau de A*  =E Image de A¥ = H

H

i

L
B> k= %

Noyau de I - A* - Image de I - A¥ = E

Comme E:.@ H1,= F ,‘EZ N H1 =0 , les opérateurs A¥ et I - A¥*
- réalisent la décomposition unique B _ o

£f=A*f + (I - A%) f

d'un £ ¢ F en somme d'un élément de H1 et d'un elément de EA Si
1'on rapporte l'espace F a la base 1' duale de YJ y lees I (Y ) =

='6; » on trouve explicitement pour une forme
_ i
A* T = (L + A& ) -

L'interpolateur f -~ fu =f, A se laisse caractériser par
des propriétés de minimalité, mais pour des normes gqui ne sont
plus définies de manidre univogque (il y en a autant que de cova~
riances pour les Y, ).

On peut pourtant noter ceci : Comme Hk est muni d'une norme
euclidienne, la restriction a Hk dtune forme L € Fs 1dent1fle a
1'é1ément Yo € Hy défini par

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — . 77303 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS V _35...

L(Y) = <Y, ¥ > Y e H

En particuliér, on aura YL € H1 si et seulement si L ¢ H et

de meme'YL € H si et seulement si I ¢ H . llais le noyau de cette

1
appllcatlon.1.~ Y -est l'espace N, orthogonal de Hk ! en sens in-

verse, pour un Y e Hk donné, la classe des L € F pour lesquelles
Yo = Y est définie & un élément prds de N (i.e. une forme du type

Cc'f ).

,uais, pour Y ¢ H1 ’ 1'1mage inverse de Y est dans H EZ ® N. "
Comme E NN =0 (1ndependance llnaalre descfe sur E ), 11 existe

une et une seule forme I ¢ E telle que l'or ait Y = Y. . Désignons

A L

par

*
¢ ¢ Hl <> EA

cette bijection dell'eSpace des résidus sur l‘espace des formes
de la forme '

. Pour un Y ¢ H,

lindaires nulles sur E 1

A
_ U '
Y = A" (I - A) Y,

$(Y) est une forme L = £, t e'EA telle que I(Y') = <Y Y' > pour

tout Y!' ¢ H1. Avec Y' = k'v(I A) Y , ceci donne

u

WV U
A S A | = fu A

uv

et par suite

= u _ puv
(35) B L " R A I
On voit ainsi qu 1dent1f1er les Y ¢ H1 avec leurs 1mages ¢(Y) z

revient & munir EA de la métrique définie par la matrice BV
inverse de la matrice S = < (I-0) Y, , (I-n) Y, > . Autrement
dit, pour

=
I
Hy
>
e
I
'—b
S
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on pose .
‘ : ' L = uv
<L L' > fu B fv
Naturellement, cette identification de Ez avec H1 n'est pas
compatible avec ntimporte quelle métrique 0 1 prolongéant sur
B x E la métrique de H_ : lorsque o, . est donné, tout élément

_ k 1] .
Y = At Y, € 5 est identifié canoniquement & la forme L = f I}
avec ‘ '

. = j )
fi 'cij A

relation non compatible avec (35) en général. Pour qufil y ait
compatibilité, il est nécessaire que H1 et'EA soient orthogonaux
pour la métrique Oij ¢! mais qela signifie justement que, pour cette
mé¢trique, les krigeages simple et universel doivent coincider.

Autrement dit, d'apres (32),‘on'doit avoir 3

. ]
Gij-_ Ai'GaB Aj + Sij
| Cette condition est d'ailleurs suffisante : comme E ='H1 ®@E,> ‘
si E, et H, sont orthogonaux pour la métrigue cij; cela signifie
‘bien gque l'on a H, = Ez‘pour cette métrique, de sorte que les é1é-
ments de H, s'identifient & ceux de E. .

1 A
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