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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS

SPIJNLS ET RKIGEAGE : IE CAS FINT
~Par

G. MATHERON -

Je poursuis 101 A'examen du cas flnl,_commence dans, 2
"Remarques sur le krlgeage et son dual" en prenant cette fois
- comme p01nt de départ le probleme des spllnes. Une ' f01s débaras—
~sees des compllcatlons technlques llées a. l'usage d'espaces fonc-
. tlonnels de dlmep81on 1nf1n1e, 1es structures algebrlques en Jeu
apparaissent comme extrémement 51mples l'espace fonctlonnel :
est munl au départ 4 une metrlque 1mpropre (deflnle par une ma-—
trice B J de type p031t1f, mals non strlctement p051t1f), et les
covariances genarallsees K i3 1ndu1tes -sur l'espace dual (celu1 de
la fonction aléat01re) constltuent la classe des. lnverses généra—
lisées de-cette matrlce B’ non regullére.

DUALITE AVEC METRIQUE IMPROPRE pid,

Comme preccdewment, nous con81derono deux. espaces, vectorlels-

de dlmen31on finie.N, E et R duaux dtun, ae l'autre. Tes éléments
f ¢ F seront conventlonnellement appelés fonctions, et les. é1é-
ments Y € E varlables aléat01res. IﬁeSpace F est rapporte a wne
base Fl (1 ;'1, 2,...N) et l'espace E & la base duale Y, , de
sorte que, .par déflnltlon de la duallte i B '

Ty = 8
- Pour tout f = f F e F, les composantes fl sont données par
£, f(Y ), et de méme pour Y = k Y € E, At l(Y), d ou aussi
gl oo
.f(X) = AT £y

Nous suppbsons F muni d}une_métrique,impropre,‘fi B?qvfj',
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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS , L2

P OSi'tifﬂ. YQi_Ci pourquoi s : T :

Dans le probléme des splines, tel qu on -le formule habituel~
lement, on- se. donne une appllcatlon a : F ~ F'.de 1'espace fonctlon-
nel F sur un . espace Fr normé, et.on cherche la fonctlon hg e F mini-.
misant e f| sous- des condltlons données. L'application suraectlve
a n'est toutef01s pas supposee 1n3ect1ve. Soit N c-F son noyau
(feNeafs= O) On peut alors mnir £ de la. pseudoanorme
B(f,.f) = "a f" , et aussi:bien du prodult scalaire B(£, £') =
= < o f, a £° 5 . Dans le cas f1n1, cette pseudo—norme est associée

a une matrlce symétrlque BiJ de type p051tlf non strict

- 13
B(t, £) = }‘fi By

‘et on a les équivalences :

: popld nld =
(1) feN atfihBJfﬁfjl¢ ?,waj =0
Ce01 étant 11 est. au331 51mple a! oubller 1'espace F' et 1'ap-
pllcation a et de travailler dlrectement sur. la matrlce degenéree
B dont, est muni l'espace F. Noter que. l équlvalence ‘

' il .. = gl =
L EBYE =0 Bl Ey=0
est ‘vraie pour toute matrlce symétrlque B de type p051t1f.-0n peut |
dont aussi bien munir d ent“ee de - Jew 1'espace F 4! une.: telle pseudo—
© norme, et déflnlr le noyau N par 1a condltlon (1) '

Pouriplus»dg éomeQitéfgnousfécyitons.

— i . ij - ! . " 2 —_— i i
<f, f'> -, le fa ’ - “f” - -fi B J'A‘fj
étant entendu que Ne = -Q,n'entraine pas f = 0, mais: seulement
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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS ° R

I'ESPACE H ¢ E.

A cette métrlque 1mpropre sur .E. est: a35001ée, par dualité,
ume métriqﬁe (propre) sur. un sous-espace He E blen déflnl.

Pour le voir, notons que, pour un £ ¢ F donné, l'appllcatlon
ft - < ¥, f' > de F ‘dens R conmstitue une forme 11néa1re sur F,
donc s 1dent1f1e a4 un elément Yf e E bien déf1n1 par la’ condltlon

£(Y) = <1, £r> (£ e )

Nous des1gnerons par B l'appllcatlon f - B(£) = Y, de F dans

E ainsi définie. Si f = f Fl, on a clalrement

- ij
3(f) = fi_3“~ Yj
Autrement dlt, si les composantes de f dans la base 13"'1 sont
fi , 1€ I, celles de B(f) dans la base duale YJ sont les
| 32 1]
A = fi B

Ie noyau de l'application § : F —+ E est évidemment N cPF.
Nous désignerons par Hc E l'espace image. En fait, H est 1l'ortho-
gonal de N dans E (et réciproquement N'est 1'orthogonal de H dans

H=N* ; N =3H*

ou explicitement

i
o

'Y € H si et seulement si £(Y) vfeN

f e N. " : n o n 'f(Y)“.

(!
(@]

vv'YeH

Ceci résulte aussitdt du fait que l1ltapplication B'est auto-
ad jointe, soit g* = B, puisque la matrice B est symétrique (g* ap-
plique E¥ = F dans F* = E, et 1'élément ﬁ*(f) est Y Blj fj =

i
=z, B Yy = (D).
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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS e

Analytiquement, les choses se presentent de manlére trés
claire : les éléments de H sont les Y = k Y, pour lesquels
i
A

sy
est de la forme x }J fj.’ ou les fJ sont,quelconques.

£(Y) =0 v,Y e H

équivaut a
R i _ aid o'
Kv £, = fi»? fj =0

quel que 501t le choix des fa » done équiveut a £, B =0, i.e.

Nous rapporterons 1l'espace N & une base fg, £=1, 2,¢..KZN,
= o. ¥ STy . -
de sorte que f = cp £ équivaut & £, B™Y = 0. Alors :

(2) o Y Hgfe(y)=o

TE PROBIEME DES SPIINES.

Passons maintenant au probléme des. spllnes :'l'espacé I des
indices fait 1l'objet d'une partition I = AU V en deux classes
d'indices « € A (les points expérimentaux)et uevy (les points &
informer). Le probléme des splines est le suivant : trouver les
f € F minimisant "f”z = f' BlJ fJ lorsquejies f,» @€ A sont
donnes. Ces éléments sont caracterlses par l'equatian o

(3) . - pi £, =0  (ue v)

qu'il est plus commode d'écrire_gous lé'forme :
' uv = _ pu
.(3 ) " BT £, B™" £,

Pour que ce probleéeme admette une solution et une seule, i1
faut et il suffit que les conditions o

- uv o, _
f,=0 et B fv:_o»

o4
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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS ' S e

entrainent £ = O. Cela a lieu si et seulement si la matrice -
est régulidre, c'est-d-dire admet une inverse S . D'antre part,
des1gnons par EA.C E l'espace des Y e 'E de 1la forme e Y, , et
par EA c F son orthogonal ‘dans F. Alors f O équlvant a f e EA.’
et, si £ ¢ EA , Bul,fi O entraine de plus fJ gt £, = ='0, c'est-
é»dire f € N. En sens 1nverse, feN r\E 1mp11que évidemment

£, =0 et B £; = 0. ‘Dol 1'équivalence des conditions suivantes 3

* ’
o~ AN =
E, NN =0
~ le probleme des splines admet une et une seule solution
~ la matrice BV admet une inverse._Suv ; -

Dans toute la suite, nous supposerons cette condition vérifiée,
soit ¢ = SR o ?“’“ij"#w“f o o

. N
(4) | | pA(nNi= 0

TLa solution unique du piobléme des splines. est alors :

v I
‘ Tu —‘Au.fa
avec |
T a _ L v
(5) , by == Sy B

Cette matrice AJ est 1'unigue solution de 1'égquation

B'®

(5 o

IES OPERATEURS A et A*.

Du fait que 1le probléme des splines admet une solution unique,
on peut définir un opérateur A* sur P de la manieére suivante :
pour £ € F, A* £ est 1l'unique élément f* € F coin01dant sur A avec
T et reallsant le minimum de ”f*ﬁ . Explicitement :

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS R .

— (04 04
.f*_~ £,(F + A, F

ol, si 1l'on préfére :

L'opérateur A* est idempotent (A* A* A*) En effet, £* ne
dépend que des composantes f ) €t f = f . Son oxau est l'espace
E (espace des f telles que f O) '

- Comme A es? idempotent; 1'espace image de A¥ est identique
au noyau de'(IoA*) clest l'espace des f ¢ F tels que f= A* £.
Mais A¥ £ = £, ¢ est-a—dlre’ -

_ O
oK,
équivaut, d'apres (5') évBuY f, =-—~Bag t, , c'est—é-dire 3
ui '_'
B fi._ 0

Cet espace 1mage est ainsi 1'orthogonal H1 dans F de 1'espace _
H1 < E engendré par les élements Y B . 'Or, notons ceci ¢ le sous—
espace Hc E, mni de la métrique euclldlenne deflnle cl~dessus
(image par g de la pseudo—métrlque B)aest somne directe orthogonale
de cet espace H, et de l'espace B ' ‘

go =EyNH

soit Hfé HOV@vH1 .
~ En effef,’f € HT_équivaut a Bui fi = 0. Cette condition est
remplie si'et seulement si 1'élément Y, = B(f) = Yi B-J f vérifie
Y, =Y, B £; , c'est-a-dire Y, € E, » donc & Y, € H = E NH

£ i
(pulsque Yf appartlent touaours é H) A1n31 :

. .
f§H1an€_Ho

Or, par définition, les éléments Y ¢ H1 sont les éléments de H

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS =T

qui annulent les formes f ¢ HT « Ainsi :

YeH

HooYeH et ¢YY¥.>=0 v Y, €H

. f N

H, est donc bien lforthogonal de H, dans H_(H0 est l'espace
des combinaisons linéaires autorisées danS-EA_, son orthqgonal H1
est l'espace des résidus). ' - :

Nous avons malntenant en main tous les éléments qui permettent
d'identifier l'opérateur A* au dual. d'un Opérateur de’ krigeage.i
cet opérateur idempotent A¥*, en effet réallse la decomp031tlon

unigue de tout f € F en la somme ¢

£ =A% £+ (I%Afl‘f

d'un élément A* £ e H (orthogonal dans F de l'espace des ré51dus
: H1 c H) et d'un élément (I;A*) £ e E (nul sur A)

Par duallté, il lui correspond l'opérateur A sur E, réalisant
la decomp031t10n unlque de tout Y € E en la somme : - ‘

Y=AY+ (I—A)_Y

d'un élément A Y ¢ B, (combinaison linéaire des Y ) et d'un élément
(1-4) Y € H (comblnalson linéaire autorisée orthogonale A H) s

A est donc l'opérateur de krigeage sur EA en présence de l'espace

N = H* de dérives, H étant muni de la métrique image par B de la
métrique B. .v . - |

Ainsi, la donnée d'une métrique B dégénérée sur F suffit pour
définir sur le dual E une F.A.I. (ou, plus éxactement, une P.A. '
sous-normée, c'est-a-dlre une F.A. pour laquelle 1la norme n'est
- définie que sur une classe de’ comblnalsons 1inéa1res autorisées).
Nous allons voir qu'inversement toute F,A, sous—norméetpeut 8tre
obtenue de cette fagon, avec une métrique B uniVOquemént définie.
Ainsi, on peut identifier les notions de F.A.I. sur E. et de métrique
B dégénérée sur F (et donc identifier les problimes de splines et |
de krigeage)
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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS : -8

IES COVARTANCES GENERAILISEES.

L'espace F étant muni d'une métriq‘ue_31:l dégénérée, nous
dirons qu'une matrice symétrique-Kij est une covariance généra-
lisée sur H si 1l'on a

< Ty £' > = Ap Ky5 Ap,

. ' ) . " ' N
pour tous f, f* ¢ P, les A; et A ; désignant les composantes de
Y, et Y., , c'est-d-dire : |

T RO SR § B
Bifj,)\f, B 1

(] » ' :
Comme < f, £' > = £, BY £; , cette définition équivaut i la
condition :- ' -

1737

M N . .’. v lo'. . .’
(6) | - B g, B 2 B
qui.é son tour équivaut a s

(6°) Bl SR S

et caractérise donc les covariances généralisées K .'comme la

classe-des inverses généralisés 'de la matrice degenéree B 1) .
(1'équivalence de (6) et de (6') resulte immédiatement du fait

que le noyau N de Bia est constltué des comblnalsons llnealres
C £ ) ' '

De (6') résulte que toute ccvarlance généralisée est propre
en ce sens que A" KlJ O entraine A" = O pour toute combinaison
linéaire autorisée : |

Ak, =0 et atel=0 o at=0
ij i
(il sufflt, pour le voir, de multiplier les deux membres de (6')
.par?\a)

Dés lors, pour une covariance généralisée donnée Kij , le

systéme ‘

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS ) -9..

i . o8
A, K.. =H f
¢ i s ~J
(7) i sa s '

admet une solution et une seule (puisque, les H€ étant considérées
comme des inconnues, le systéme sans second membre n'admet pas de
solution non nulle). '

Alors, les coefficients C% de l'equatlon (6 ) sont 1dentiques
aux A~ définis par (7) | o

¢

(8) - | . ..1=1

En effet, multiplions (61) membre & membre par XJ . 11 v1ent,‘
compte tenu de (7) : S '
it - t ;. i i
B Hyg Tio =25 — S5
Cooiir ot . % .
Mais B™" f., =0 (puisque les f sont dans N), et (8) en ré-
sulte. En particulier, on trouve : ' ' ' B
: | - i s _ . s
(cette relatlon (9) peut aussi s obtenlr dlrectement en multlpllant
' (6 ) par f : cela donne fJ = (f C ) f pour tout 3, et donc

I nInversement, gi leS”C%'vérifiéntila condition (9), le second ' . J
membre (& j fixé) de 1l'équation (6') vérifie '
i A oy s
.= C, £f5) £7 = 0
(53 ~ G £9) 3
- donce définit une combinaison - lindaire autorisée : mais'c'esf 13
- la condition nécessaire et suffisante pour que l'égquation (6%)
elt des solutions : ces solutions constituent une classe de matri-
ces ﬁij non nécessairement symétriques, mais on peut toujours les
symétriser : car‘si Ki’ est une solution de (6), iji en est une
‘autre, et la matrice symétrique % (Kij + ﬁji) convient également.

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE - 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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Au ‘total, on voitvqu'il existe toujours des solutions (ée
qui était du reste évident, du fait que toute F.A. sous-normée
admet des covariances généralisédes). L'arbitraire qui préside
au choix de ces solutions est levé dé&s que 1'on se donne une

matrice Ce‘ (vériflant (9)) et une matrice symétrique Hes
La condition supplémentaire '

o . o i _. ':s
(10) o .-CeKij‘.—‘-H& £3

suffit, en effet, & lever 1'indétermination : on peut le vérifier
par des calculs algébriques directs,'mals il estbplus simple de
passer par l!lntermédlaire de la représentatlon :

- Y. - i gl
2y = Y3 =¥y 0 £5

associde aux C3 (soumis & 1la condition (9), qui exprlme que l'on
a bien Z, € H) Alors, la covariance

Gij = & Zi_zj >

est univoquement définie par la donnde des CE y €t s'exprime en
fonction de toute covariance généralisée selon la formle :

o Wy P TR
i it L8
+ £, Cp Kyvy O £

irj' s 7§
51 Kj 4 vérifie de plus la condition (10), ceci se réduit &

O3 = Kiy 7 T3 Heg T

de sorte Que'Kij est entidrement déterminde dds que Hog est domde.
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RECIPROQUE.

En sens inverse, donnons-nous une structure de F.A. sous—
normée sur E, c'est-i~dire une norme euclidienne (non dégénérée)
sur un sous-espace He E. Soit N = H* 1'orthogonal de H dans F.
Cette F.A. sous-normée admet, comme on sait, des covariances géné-

ralisées, c'est-a-dire des matrices Kij telles que 1l'on ait
."
<Y, ' > =3t K 4 A9
déé que Y = Xi Yi et Y!' = X‘j Yj sont dans H (ctest-a-dire des
que ces coefficients vérifient les conditions d'universalité
4

i i
A fi =N £5 =0

pour une base fe de ¥). Alors, le systéme

i _ e
MoKy = ety
\ A fi =0
'admet pas d'autre solution que xi 0 : en effet, l'élément
Y = At Y; est dans H, 4° apres la seconde équation, et “YH = 0,
d'apres la premidre, donc Y = O. D'ou AT = 0 (puisque les Y, sont

une base de E).

Par suite, le systdme-analogue 2 (6')

140 i i e
- { Bt .= 8§t - ¢ P
(11) 2y 7 % ¢
i el oo
i'

ol, cette fois, c'est la matrice B qui joﬁe le rble d'inconnue,

admet une solution unique. On peut montrer, comme plus haut, que

les CE constituent 1l'unique solution du systéme (7), soit Ct = X% ’

s
et donc Ce f 66 .

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT?HONORE - 77303 FONTAINEBLEAU (FRANCE_)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS ’ -1]2=

I1 reste & montrer que cette matrice Bij est symétrique, et
de type positif non strict. Comme la premi®re relation (11) est iden-—
tique & (6'), il en résultera automatiquement que la F.A.I. définie
a4 partir de B-Y coincide avec la F,A;I.'sur H dont on est parti.

On peut faire cette vérification par le calcul, ce qui est un
peu lourd. Il est plus agréable de procéder comme suit : pour un in-
dice i fixé, désignons par 1" la forme lindaire sur H associant 2
tout Y = AJ YJ € H sa composante. KJ :

It (v) =‘xi‘,;' vY =29 Y, €H

Du fait _que .H est un espace de Hilbert, cetté forme linéaire
(continue) ' sur H s'identifie & un élément A e H blen def1n1
par la condltlon : ' h '

(a) et ys =1y =t vyYeH

Désignons alors par B-Y 1les composantes de cet élément AT

1y,
J

At =3

' i .. . ) - o
Comme A~ ¢ H est une combinaison linéaire autorisée, ces
composantes vérifient la condition :

Btd £, =0

et, d'autre-part, dVapres la définition mbme de AY :
Aot =0 a"B Ig,., A=t
£ 33 :

'Mais cette dernidre-relation équivaut i :

B x.., =8, - ¢

1
Jjit J' e,f°

4
Jl

Ainsi, B*Y est 1a solution du syétéme (11). Calculons_mainte-.
nant la covariance <:Ai Ad s s qui est bien définie, .puisqu'il
stagit d' &4léments de H. Pour cela, nous pouvons utiliser la

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINESBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS -13-

!

relation (a), avec Y = AJ, clest-a-dire A" = B, I1 vient :

Ainsi, la matrice B est une covariance : elle est done symé-—
trlque, et de type positif, d'ailleurs non strict. Il est clair
d'ailleurs que AT =Y. B:]:L est 1l'image par l'appllcatlon B de

'élement F;L (de 1la base de F), et, pour tout f e F, on a

_B(f) =
_Par suite :

ij

<f, £'> =g, B f:; = <p(£), B(£') >

On vérifie ainsi que B est bien une isbmétrie de F sur H.

_ Il est intéressant de préciser analythuement les relations
entre les composantes f de £ = f F € P et de son image B(f)

= f At = x Y dans H. Par deflnltlon, xl est donnée par s
(12) | At = gt £,
Si noas multiplionsbpar'Kij, nous trouvons,'d'aprés (15>':
. o,

o .o =Ffo 4w, £
MoKy T ety
(13) VR |
' A fi =
et AT constitue l'unlque solution du systeme (13). En sens 1nverse,
étant donnés des AT vérifiant la condition At fe 0 (di.e. AT Y € H),

les éléments £ qui lui sont associés sont donnes par la 1ére rela—
tion (13), soit ‘

(f n'est défini qu'a un élément C fe ¢ N arbitraire pres).

¢
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En résuné, 1es-f€ désignant une base d'un sous—espace N - F,
les équations @ ' '

ie
= Co 1;

‘ i
(14) ‘ Biif f _

mettent en correspondance biunivogue les métriqués'313 impropres

sur F admettant’'le noyau N, et la classe des covariances généra-
lisées Kij des F.A.I. sur H = N* ¢ E, 1'application B8 ¢ F - E
définie-par : e - . ' ,

ﬁ(f) Y 313 fJ

constituant alors une isométrie de F muni de la métrique dégénérée
ig sur H mini de 1la metrique K i3 ) P :

"UNE IDENTITE POUR IES FORMES QUADRATIQUES.

Revenons maintenant a la partitionﬁ1_= AUV en deux élasses
d'indices, avec toujours la condition - o

EX AN —'d
AN =

Soit £ ¢ P un élément de F et £* = A¥f défini par

(04 o u (¢4 ‘
Comme fz = fd-, on peut écrire :
13 ¢, = i, - £%) + B3 2
B (£, - 25) + BY £,
_opdug, | o* ij o
= B (fu. £,) + B £

Maultiplions par fi, en tenant compte de f£* ¢ HT y lee. 8

g*d f; = 0
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"Il vient : ' .
A o - e plUWr. _ 0¥y a0 o*
fi B | fj fi B (fu fu) f fa B . fj

Comme fI'BIu-z.O et £, = f: y on'peﬁt réécrire le premier

.

terme en tenant compte de

= =¥y plu _ ¥y vu
B = (g, - £)) BY = (g, - £ B

>

Notre forme quadratique devient ainsi :

R A S U7 C
£; B fj (fu fu) B | (fv fv) + £, B fj__

Maintenant, en remarguant :

o n@d % _ o o0 B e
£, B 2y =2, B £+ £ BT AL £

et |
(15)  B“? WP =~ p™ suv'BBV‘; SR | .._i‘

il vient 1t'identité

i _ aB ¥y quv ¥
f, B fj =f£ Q fB + (£, - £) B (£, fv)

(16) |
EARE AR Al

qui met immédiatement en é&vidence la propriété de minimalité de

£% = A% f,

'IA COVARIANCE DES RESIDUS.

Notons que la matrice Suv’ inverse de B'' est la matrice des

*

covariances des rdésidus :

(17) Sy = <Y, A Y, , Y, - A.Yv >
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En effet, le vecteur Fu, qui appartient & la base de F, a pour
image par B 1l'élément 3+ Yi. Par suite

B(s.. ™) =s_ By,

vu _ vu i
_ uw: uo
—Squ wasqu-Ya
uw W oo Ui = _ A ps
Or 3., =8y et S, B = A, . Ansi

B(s'vu FM)_z Y, - A:lYa' (1-A) x#

Comme B est-une isométrie, il en résulte :

. : ' s
<(1-0) Y, , (1-0) Y, > =8, <F F >8

viv

' Catv! A .
Mais < P B > = B4V est 1'inverse de 5, , et (17) en résulte. ’

L'"AUTRE KRIGEAGE".

Nous sommes maintenant en mesure de domner une interprétation
plus simple de_l'"autre,krigeage" rencontré dans la note précédente.

Posons-nous, en effet, le probleme du krlgeame dans F, muni de _
sa métrique degeneree B 13 ¢ pour un f ¢ F, trouver 1'élément f£' ¢ EA :
(i.e: tel que f = 0) minimisant

w2 o (e - 2" Bi(p. - 2"
le=2)® = (g - £3) B2 - 2)

Malytiquement, cela est treés facile : fj doit vérifier :

ui LR
B (£ - £5) =0

Ia seconde équation peut &tre remplacée par

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRKNCE)
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uv 'y o _ pua
B- (f_v -f£)=-B" f,

la solution est donc unique si et seulement si la matrice
BY est régulidre (ce qui équiveut comme on 1l'a vu, 2 EZ NnNY=0),

et, comme
a
Ay = Suv B

il vient ,
: _ G
fv = f Av-f

ctest-a-dire

RS

(18) | £ = (1-=A%) £

Ainsi; ltopérateur as3001é a.lt"autre krlgeage" est I - A*
L'opérateur (1-A) sur E qui lui est associé par duallté peut. étre
interprété comme 1'1nterpolateur prolongeant sur A une fonction k
définie sur V, selon la formle : '

a .u

A = - A A

Ce résultat est apparent sur 1ridentité (16) : en appliquant
]
cette identité a 1'élément £ - f', avec fa = 0 et donc A¥ f* = 0,
11 vient en effet @ ' ’
NEY o'y L e 0B
(£ fi)vB (fj. fj) = fa Q " fB

- (2, —.Ag £, = £ ) B (f A@ fB'- £')

Vi

Cette expression est bien minimale si et seulement si

INTERPRETATION DE LA MATRICE B,

Considérons la restriction a EA'de notre F.A. sous-normée.
Dans EA" l'espace des combinaisons linéaires autorisées est

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)
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o ,
lisée de la F.A. sous-normée sur H, Ka est évidemment une covariance

H = EA(W H, et, d'autre part, si Kij est une covariance généra-
généralisée de la restriction a EA de cette F.A. sous-normée,
D'apres ce qui précéde, KaB doit &tre 1l'inverse généralisé d'une
'mza,triceRo‘6 symétrique de type (non strictement) positif. Ie dual

de E, peut évidemment &tre identifié & 1l'espace F, c F engendré par
les F*, de sorte que R*P a¢rinit une nétrique dégénérée sur Fy - '
En fait, cetté matrice R est identique & la matrice Q de la rela-

tion (16) :
.'Raﬁ =_Qaﬁv
Pour montrer cela, il faut vérifier que QO‘B cons titue bien

la solution du systdme suivant, qui est la simple réécriture de
(11) lorsque l'ensemble I des indices est remplacé par A

_ | -aB o _ oy 8
U Ky T T M Ty
(19) 5 e | o
o -
Q fB =0 -
Compte tenu de (16) et de (15), 1la matrice Q peut s'écrire :
(20) N R

Evaluons‘le premier‘membre de la 1ére équation (19)_en uti-
lisant (20). I1 vient : ' ' -

af _ neB 0L ‘B

K, = K. + B X
QT Kgy BY & gy

Mais les coefficients AP du krigeage de Y, vérifient 1'équation :

B - .

Ay KBY Kuy tug Ty

ol les ne, sont les paramdtres de Lagrange. En substituar, on
trouve donc :

af af au au
Q K B K + B K + B .p,euf_v

BY BY uy

_ ool L e
-B‘.KiY+B p,eufY

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS _ -19-

Mais, d'aprés (11), écrite avec a au lieu de i et y am lieu

de Jj, . _ | ¢
| B g, =6%2-0¢%¢
iy T % T Bty

Ainsi, la f2re relation (19) est vérifiée. Explicitement :

(21) '. _Q“ﬁ Koy = 6$ - (Cp + B@u-peu) f$

Passons & la seconde relation (19) . Compte tenu de (20), on
trouve

QB g€ < 3B £l B““'Agtfe

B B B
Mais AﬁAfé = fg (condition d'universalité). Donc :
af L@ ;- aB. ' 'aﬁ ¢ _ ai e _ . |
Q™ £ = B B fé + B gl =B 2l=0

cetguiAachéve‘1a~démonstration.

Une autre démbnstration; plus rapide, est la suivante : partons
des éléments - : ‘ |
= Bl Y,

et prenons leur krigeage
S S .'u i
LA =N Yy, +B*Y

Pour i-=v € V, il vient identiquement O. En effet :

v _ e ovu . va -
AA =A B Ya + B Y, 0
‘puisque Ag B'Y = - B'%, Pour i ='B € A, par contre :

B~ )& phu of
A A TR Sl SR L O
D'apres (20); cela peut s'écrire :

o
A A Q» Ya
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Ainsi, les QGLB sont les coefficients du krigeage de AB : 4l

suffit d'écrire les équations du krigeage de cette combinaison
linéaire autcrisée pour retrouver le systeme (19).

En ce qui concerne les Ap,-dont le krigeage est idéntiquement
nul, on notera qu'ils constituent une base de 1'espace H1 des ré-
sidus, & savoir la base duzle de celle’ qul est formée des (J-A) Y .
En effet, d'apres leur définition, les AY vérifient

<AuY>:j_}\u » inYi € H

[ I

¢ £ £ _ ' PR S - S |
Pour 1 élement_(I A) Y, on ai 6, et A" ; A, o Par
suite : '

u oW
< A%, (1-2) X, > = by
Ces bases sont bien en dualité : c'est aussi pourqﬁoi la
covarignce S des résidus est l'inverse de la covariance B =

uv
= <L Au, AY > .

REMARQUES SUR _T.ES PARANETRES DE IAGRANGE.

~

~ Comme on 1l'a déja vu, les Ae du systime (19) constltuent 1a :
solution unique du systeme ' '

X% KaB = Pos f;
(22) 3
' a _,S _ S
Ao "‘58

- Ie rapport entre les coefflclents Ae du systéme (19) et ceux
du sys téme (11), i.e. les C@ est préeisé par la relation (21),
ce qui donne : = a |

(23) - R% = C% + B™ Loy

Ce résultat peut &tre amélioré. En effet, désignons par xe
les coefficients du krigeage de 1'élément Ce Y :
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~0 o i
)\ZYOL-AC&Y:}_

Ils constituent la solution de 1l'équation

_ B
(24) _
U o8 __ Al .8
}Z Ty = CL 3
Mais on a @
i - 8
i .8 _ .8

de sorte que (24) st‘identifie & (22), et par suite :

ns i L a .
;e krigeage de 02 Yi est donc }& Ya :

a _ '_ a u Qg

Il en résulte :'
C ' L - ol u

(25) Ay = Cp+ Cp 4u
Comparons & (23), en tenant compte de

uv

BGV

I1 vient :

A& C% ='Ag B oy

Multipliant par fz nous obtenons :

S M ; s uv’
fu Cp= Ty B ingy

Ceci étant vrai quel que soit u, il en résulte :

_(26) | : Clz = BU.V Loy
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ou, si 1l'on préfére :

' — 1
(26°) _ ' bey = Suy Ce

IE SYSTEME DU KRIGEAGE ET SON DUAL.

Cherchons maintenant A exprimer la matrice du krigeage, Ag R

en fonction de QaB.
Pour cela, nous partons du krigeage de 1'élément Y, - fg'x% Yd ’
qui est @
_ ¢ ,a = (AB _ £0 5B
MY, = £y Mg Yy = (g = £ Ap) X

Ies coefficients de ce krigeage sont la solution du systéme :

L o - | _
(Aﬁ - £ A%) Koy = Ky - f& pes.f$.+ p2u fe

it

(aP _ £8 ) £8=0

‘ Or en multipliant (19) paer K, nous obtenons un systéme iden-
tique. Ainsi 3 '

| 4B = B ¢ .8
(27) N L Y]

Cette relation permet de mettre en évidencé le systéme dusl

d'équations du krigeage (i.e. du krigeage considéré comme inter-

polateur). Ies £, étant domnés, en effet, l'interpolateur

* _ L«
h = N fa
stécrit, dtapres (27)
*_a @
fu-b Kau-f-Cef

avec
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L - %P

P T T
= 2P

Cp )\& f[3

Compte tenu du systime (19) qui détermine la matrice Q%F,
ces coefficients vérifient les relations

p® =t -7 Belar ¢ 28
Koy =5y ~Tg 2 £, = £, = C, T,
a ¢ _ .
b2l =0

Ceci se réécrit sous la forme suivante, ol l'on reconnait .
- le systéme dual habituel : '

a , 4
YK _+cC =1
ay Y Y

Y S A
b fa—O
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