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SUR LA NEGLIGEABILITE DU SQUELETIE,
ET LA CONTINUITE ABSOLUE DES EROSIONS

par

G. MATHERON

O — OBJET DE CETTE ETUDE.

Plusieurs définitions sont possibles pour le squelette
d'un ensemble A donné dans m@. Mais, dans tous les cas, en dé-
gignant par G = K 1'intérieur de A, la fonction Pg définie sur
R@ en posant :

pg(x) = d(x,Gc)

(distance de x G°, qui est 1'adhérence du complémentaire de A)
jouera un rdle essentiel dans cette définition. Or, cette fonc-
tion g est llpschltzlenne et (du moins si G est bornde) appar—
tient & 1'espace L°(R®, A) ol A est la mesure de Iebesgue., D'oll
1'idée d'étudier les propriétés de pg en tant qu'élément de L2.
C'est l'objet de la premiére partie de cette dtude : nous &tabli-
rons deux théorémes assez puissants . le premier de ces théore-
mes énonce que toute fonction lipschitzienne dans R™ est diffé-
rentiable presque partout ; le second énonce que pour tout en-
semble B négligeable dans R, le gradient de f est nul presque
partout sur le sous-ensemble {f € B} de R".

Du premier théoreme découleront d'importants résultats
concernant la négligeabilité du squelette. Si 1l'on définit 1le
squelette comme 1l'ensemble des points ou Pg nlest pas différen—
tiable, le théoreme implique aussitdt la négligeabilits de ce
squelette., Cette définition, toutefois (bien qu'elle ne soit
pas sans intér&t) différe trop des définitions les plus usuelles.
Nous devrons donc regarder les implications de notre théordme
lorsqu'on adopte l'une de ces définitions usuelles. Cela nous
conduira & des résultats assez forts, concernant la négligeabi-
1ité du squelette, sans pourtant épuiser le probléme. Tel sera



l'objet de la seconde partie,

Dans un dernier paragraphe, enfin, partant d'un ouvert
borné G, nous formerons les érodés

Fp=c;ep?3 ; G =G o B

o — .
ol B et B représentent respectivement la boule unité ouverte et
fermée, et nous étudierons leurs volumes en fonction de p. Notre
deuxieéme théoréme nous montrera qu'il existe une densité €(r)

(représentant l'aire de la surface de niveau pg = I), telle que
l'on ait : '

. 00
V(r) = V(6) = | €(rar (p > 0)
o
pour tout p > 0 : ce qui implique, entre autres, la négligeabilité

de la frontidre 0 F_ (résultat qui subsiste évidemment lorsque G
n'est pas borné). '



1 - ILES LIPSCHITZIENNES DANS UN ESPACE L2.

Dans tout ce qui suit, nous dirons qu'une fonction f sur
mm est lipschitzienne si 1l'on a, pour tous x et y dans R®

|£(x) - £(y)| = |x~y]

et nous désignerons par A l'espace des fonctions lipschitziennes
m
de R .

1.1 - Remarque préliminaire.

Pour toute propriété & caractére local d'une fonction
f € A, on peut se contenter d'établir cette propriété dans le cas
ou f est & support borné.Cela résulte des considérations suivantes :

Tout d'abord, si f et g sont dans A, on vérifie sans
difficulté que Sup(f,g) et Inf(f,g) sont elles-mdmes encore lip-
schitziennes. De méme, si une suite fn dans A converge ponctuelle-
ment vers une fonction f, cette limite f est encore lipschitzienne.
Par suite, A est complétement réticulé. En particulier, toute fonc-
tion ¢ admet une plus petite majorante et une plus grande minorante
lipschitziennes.

Soit alors f € A. Par propriété & caractére local
d'une fonction f, nous entendons une propriété dont 1l'énoncé ne
fait intervenir que la restriction de f & des ouverts bornés. Pour
vérifier que f possdde une telle propriété (la différentiabilité
presque partout par exemple), il suffit donc de montrer que la
restriction de £ & tout ouvert borné satisfait & cette propriété.

Etant lipschitzienne, f est bornée sur chague ouvert
borné V. Quitte & remplacer f par f + Constante (ce qui ne changera
rien pour la différentiabilité), nous pourrons méme supposer f > O
sur V. Posant alors



nous pouvons introduire la plus petite magorante lipschitzienne
ig fv, soit f I1 est facile de voir que fv £ sur V et que
fv est nulle en dehors ‘d'un ouvert borné. prllcltement, en effet,
on trouve
2,(x) = sup (£(y) - |y=x|),
yev

Comme fv est lipschitzienne et coincide avec f sur V,
on voit qu'elle posséde sur V les mlmes propriétés de différentia-
bilité que f, de sorte qu'on peut se contenter d'étudier le cas
des lipschitziennes & support borné, qui sont des éléments de l'es-
pace Lz(mm;x), ou A est la mesure de Iebesgue.

Dans cet espace LzaRm,l) le groupe des translations
Uy, h € B, défini par - |

(Uh £)(x) = £(x+h)
est un groupe continu d'opérateurs unitaires, de sorte que les

résultats classiques de 1'analyse harmonique des groupes d'opéra-
teurs unitaires peuvent &tre utilisés,

1.2 — Ia différentiabilité des Lipschitziennes.

Plus généralement, désignons par H un espace de
Hilbert L (Q A,p) mni d'un groupe continu Uh d'opérateurs uni-
taires (h parcourant R"). On dit qu'un &lément f ¢ H est diffé-
rentiable au sens de L2, ou différentiable m.q. 8i 1'on peut. trou-
ver un vecteur Df, dont les composantes Dif sont des éléments de H,
tel que : o ’

(U-1)f - hi D ¢
lin || —— =0
|h]~0 |n|

et on dit alors que Df est le gradient m.q. de f, Ie gradient défi-
nit donc un opérateur D appliquant une partﬂe]%)de H dans HT. Cet
opérateur n'est pas continu, mais il est dense et fermé& (son adjoint
D* est, au signe preés, l'opérateur divergence sur Hm).



D'aprés un théoréme général, un-élément f ¢ H est
différentiable m.q. si et seulement si on peut trouver une cons-
tante a 2 0 telle que

(1-1) N(u,~-1)£| < a|n| (h € R

.Considérons alors un élément f ¢ 12 N A (lipschit~
zien prp.p. sur Q) c'est-a-dire vérifiant

(u,~1)f] = |n] B-p.p.
et, si p n'est pas bornée, p({f # o}) < o .
A fortiori, la condition (1-1) est satisfaite, de
sorte que toute lipschitziemme dans H est différentiable m.q. :

HN A e by

Naturellement, en tant que champ de vecteurs sur Q,
le gradient Df n'est défini que p presque partcut.

L'existence du gradient m.q. entraine évidemment
celle de toutes les. dérlvées partielles m.q. Par suite, pour tout
vecteur unitaire e = (e*, i = 1,2,...,m) dans BR", la limite sui-

vante a lieu au sens L2 :

(U, -1)f
1im & " -l p ¢
t=0 -t +

On peut donc aussi trouver une suite tn - 0 pour
laguelle la limite ' ' '

Utne-I N
(1=2) ’ lim N £ =ce Di pid
t -0 ‘n :
n™ -n

ait lieu p-p.p. sur Q. Par le proc’dé habituel de diagonalisation,
on peut méme trouver une suite t - 0 telle que la limite (1-~2)
ait lieu pour tout vecteur unitaire e de(R appartenant & une par-
tie dénombrable dense C de la sphére unité et pour tout w € Q



S n
n ‘appartenant pas & un ensemble p-négligeable, Noter que cela

' implique |Df| < 1 p.D.

_ : Dans le cas ol f est llpschltzienne dans L2(R sA),
* ce résultat peut &tre amélioré : la limite (1 2) a lieu, en effet,
dans ce cas pour tout vecteur unitaire e ¢ R et tout x ¢ IR n'ap-
_ partenant pas & un ensemble J{ A-négligeable.

el . Pour 1le montrer, donnons-nous C dénombrable dense
sur la sphére unité et X A-négligeable tels que la limite (1-2)
ait lieu pour tout e¢ C et tout x X, et soit e un vecteur uni-
" taire queléonque; S0it € > 0 quelconque. Nous pouvons trouver un
L ete.C tel que Je-e'| < e. Posons, pour abréger @

R m
<e,Dfy > =T e D f(x) - (x eX°)
SR i=1

Compte tenu de la condition de Lipschitz et de |Df]< 1
_sur)f nous: trouvons

|f(x+tn e) - £(x) - . f(x+tn e') - f(x)
——— - <e Df_ >|. =< | - <€e' Df s
tn _ p.4 tn x
| P(x+t. e) - f£(x+t_ e
+ o T 12 |Df, | |e-e|
~ n
_ f(x+t_ e') - f(x)
< : nt ' - <ce! Dfx>|+25 (x K,
0 :
| —"'-'TCc'Smme 'e." € Cy 11 vient, pour n - o 3
f(x+’cn' e) - £(x)
Il'r_n T -<eDfx>|525

n

" On a donc bien :
f(x+tn e) - f(x)
T - L e Df_ >
A x

pour tout vecteur unitaire e et tout x £ ). Ainsi :




IEMME { - Si £ est lipschitzienne sur ﬁ., on peut trouver un
ensemble][,x-négllgeable dans R™ s un champ de vecteurs Dfx
défini pour x € X° et une suite t, | O tels que l'on ait :

f(x+tn e) - f£(x)

lim - = <¢<e Df_ >
100 tn X

pour tout vecteur unitaire et tout x ¢ R" n'appartenant pas
& X. De plus, on a :

el <1 (x eXD)

Enfin, (si de plus f ¢ Lz(ﬁm,A)) Df est le gradient m.q. de f.

‘ Nous allons améliorer considérablement ce premier
résultat. Examlnons d'abord le cas de l'espace & une ‘seule dimen-
sion (m = 1). Il est f3011e de voir que toute fonction f lipschit-
ziemme sur R est & variation bornée. Elle admet donc presque partout
une dérivée df/dx = a(x), avec évidemment |a| < 1 p.p. Montrons que
f est 1'intégrale de sa dérivée a(x), soit :

. X
2(x) = 20) + | alz)a
, 7 o ,

D'aprés notre remarque préliminaire, nous pouvons

supposer f ¢ LZGR,A), de sorte que f admet une dérivée m.q. qui
(d'aprds le lemme 1) coincide p.p. avec a(x).

Considérons alors les régularisées fr = f * 8 ol
8 est la densité de la loi de Gauss centrée de variance r > O.
On a évidemment encore f. € I? N A et la dérivée m.q. de- f.s s0it
a. ‘est la régulerisée ar =a*g., qui est une fonction continue.
Utilisant le lemme 1, nous voyons que & (x) cofncide avec la déri-
vée au sens usuel 4f /dx (en tout x € R, et non plus seulement p. p.,
puisqu'il s'agit de fonctlons continues). S'agissant de fonctions
. continues, on a ensuite ¢
_ -
£,(0) = 2.(0) + [ a(p)ar

(o]

1'intégrale pouvant 8tre prise aussi bien au sens de Riemann que
de Lebvesgue.




Si r L O, la convergence f - f a lieu alla fois au
Sens m.q. et au sens de la convergence unlforme sur les compacts.,
De plus, a, - a au moins au sens de L2. On peut donc trouver une

suite r J 0 telle que arn - a p.p. Mais, de plus, on a Iarnl < 1
P.p. Le théoréme de convergence dominée s'applique donc, et domne :

X
(1-3) £(x) = £(0) + j a(£)de (v x € B
. ) 0 L

Inversement, si a(x) est une fonction mesurable sur
R vérifiant |a| < 1 p.p., il est clair que 1l'intégrale (1-3) défi-
nit une fonction f lipschitzienne. Ainsi :

LEMME 2 — Une fonction f est lipschitzienne sur R si et seulement
81 elle est de la forme :
- X
£(x) = £(o) + f a(g)dg

0

pour une fonction mesurable a telle que |a| < 1 p.p. Cette fonc-
tion f admet alors la dérivée (au sens usuel) a(x) en presque tout
Xx € R. Si, de plus, f € I?, cette fonction a s'identifie a la

dérivée m.q, de f.

Voici maintenant un lemme concernant les dérivées
partielles. D'une maniére générale, nous dirons qu'une fonction f
sur R" admet en un point x € R la ddrivée partielle Def(x) dans
la direction définie par le vecteur unité e si la limite

1%120 _ﬁx+te)t— £(x) _ D £(x)

existe lorsque t — 0. Nous dirons aussi que f admet au point x
un gradient partiel Bf(x) si la dérivée partielle D f(x) existe
en x pour tout vecteur unité e et vérifie :

Def(x) = ce, Df(x) >

Dans ces conditions :




LEMME 3 - Si f est lipschitzienne sur Bm, elle admet presque partout
un gradient partiel Df. Si, de plus, f ¢ I?, le gradient partiel
Df s'identifie au gradient m.q. de f. .

Dans le cas m = 1, le résultat découle du lemme 2.
Supposons m > 1, et soit £ € LZ(R%,A) lipschitzienne dans R®. Sur
chague droite L paralléle a,un vecteur unitaire e donné, l'ensemble
des points ou Def n'existe pas est négligeable pour la mesure de
lebesgue sur L (lemme 2). Ie théoretme de Fubini montre ensuite que
la dérivée partielle D f(x) existe en tout x ¢ R™ n'appartenant pas
a un ensemble:j’ x-négllgeable. Cet ensemble)i dépend du vecteur
unitaire. ilais nous pouvons choisir une partie C dénombrable dense
sur la sphére unité, et poser

=U‘_)iE

- eeC

de sorte que)ﬁ.est encore négllgeable, et que D f(x) existe pour
tout e ¢ Cet en tout pmntxé)‘[, o

Soit maintenant x £ ) et e un vecteur unité n'apparte-
nant pas a C, Montrons que Def(x) existe. Pour cela, choisissons
 une suite e, dans C convergeant vers e. Pour chaque n, on a
£(x+t e ) - £(x)

lim =D f(x)
t=-0 t en

d'ou d'ailleurs ID £(x)| < 1, puisque f est lipschitzienne, Quitte
a4 remplacer e, par ﬁne suite partielle, on peut donc supposer que

la suite D f(x) converge vers une limite a lorsque n - oo,
n

D f(x) » a
en

Comme f est lipschitzienne, on a d'autre part :

f(x+t en) - f£(x) f(x +te) - £(x)

T T < Ien - e

On en déduit, en faisant tendre d'abord t vers O :

De £(x) - |e -e| < lim f(x+te% - £(x) < 1inm f(x+te% - f(x)
n n — ]
< Denf(x) + e ~e|
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puis en faisant tendre n vers l'infini :

lim f(x+te% - £(x)

= 8a

puisque |eﬁ-e| ~ 0 et D, £(x) - a. Donc la dérivée partielle D £(x)
n
existe pour toute direction e.

Il reste & montrer qu'il existe un gradient partiel
Df(x) pour tout point x f“ﬁﬁ Si la fonction f est dans I?, cela
découle aussitdt du lemme 1 : pour tout e unitaire et presque tout
X, on trouve en effet :-

f(x+tne) - f(x)
T - <e Df_ >
n X

ou Df est le gradient m.q. Mais cette limite coIncide évidemment
pour presque tout x avec la dérivée partielle D_f(x) dont nous
avons déja établi l'existence. Il existe donc bien presque partout
un gredient partiel qui s'identifie avec le gradient m.q. Df. Dans
le cas général ou f est lipschitzienne sans &tre dans L2, l'exis-

tence p.p. du gradient partiel découle de notre remarque prélimi-
naire,

Nous sommes maintenant en mesure d'établir notre
premier résultat fondamental.

THEOREME { - Toute fonction f lipschitzienne sur RT est différen-

tiable presque partout sur mm. Si, de plus, f ¢ I? s le gradient

de f, défini presque partout, s'identifie & son gradient m.q.

Il suffit, comme d'habitude, de raisonner dans le
cas £ € AN L2. Soit )¢ l'ensemble négligeable du lemme 2, hors
duquel le gradient partiel existe et coIncide avec le gradient

m.q. Df. Il faut montrer que f est différentiable (au sens usuel)
en tout x £ .

Soit donc X £, et a = Df, le gradient partiel
(2 m.q.) en ce point. Supposons que la limite :



-11=

1im l»f(x+h) - f(gc)’—<ab > | -0
|n{-0 n|

‘s o m ' .
n'ait pas lieu : on peut a;ors trouver dans R \0 une suite hn 0
avec pour tout n @

lf(x+hn) - f(x) - < ahn >
2e>0

b

Posons |hn| =r, >0, et soit e = hn/rn le vecteur
unitaire de hn._Quitte & extraire une suite partielle, on peut sup-
poser que la suite e, admet une limite e (compacité de la sphere
unité). De plus, f &tant lipschitzienne, on peut (quitte & extraire
& nouveau une suite partielle) supposer que la suite

'f(x+hn) - f(x)
o]

admet une limite b. On a ainsi :

£(x+r) eh) - f(k)

-b ;3 e =e
T, o n
f(x+rn en) - £(x)
- <ae_ > 2e>0
r, n

donc, en particulier, |b - <ae >| > 0, soit :

b # <ae >
Mais, f étant lipschitzienne :

f(x+rn}en) - f(x+rn_e)

< |e —e]
T, n
: £(x+r, en) - f(x+r  e)
On a donc T ~ 0, d'ou résulte :
n
‘f(x+rn e) - f(x)
b = 1lim
Tn

Mais cette limite vaut < ea > , puisque a est le
gradient partiel en x. On conclut donc b = <ea > , d'ou contra—-

diction. Par suite, f est différentiable en tout x £ X.
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1.3 = Un théoréme de continuité.

Dans les énoncés qui suivent, nous dé31gnerons par H
un espace de Hilbert LZ(Q Cl,p) mini d'un groupe continu d'opéra-
teurs unitaires Uy » h ¢ R® y Supposé vérifier la propriété :

(a) u, £(Y) = £(U, Y)

pour toute fonction f mesurable sur R et tout Y ¢ H tel que £(Y) ¢ H.
D désignera l'opérateur gradient sur H.

Ia premiere question que nous nous posons est la sui-
vante : étent donné un élément Y différentiable m.q. dans H, soit
Y ¢ ﬁD, et une fonction f sur R admettant (en tout point ou p.p.)
une dérivée f' et telle que f(Y) ¢ H, a-t-on £(Y) € by et

DE(Y) =£f(Y) DY =*

J'ignore si cette propriété est vraie en toute géné-
ralité. #ais elle est vraie au moins pour les lipschitziennes.
Poscons d'abord un lemme.

LEMME 4 - 51 une suite X dans un espace LZ(Q,CLp) converge faible-
ment vers une limite X ¢ L2(Q,Cl,p) et admet p~-p.p. une limite
Y e LZ(Q,CX,p), alors X = Y p-p.p.

Quitte a remplacer Xn par xn-X et Y par Y-X, on peut
supposer X = 0. 9Soit donc Xn —= 0 faiblement dans L (Q,,p) ety au
sens. p-p.p., X =Y ¢ LZ(Q @,yp). Montrons Y = O p-p.p.

~ Supposons d'abord u bornée, soit par exemple Jp(dw) = 1.
D'apreés le théoréme d'Egoroff, pour tout € > 0, on peut trouver
As € QL tel que

P(AE) > 1-¢g
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e* qde la convergence Xh ~'Y soit uniforme sur A . Cela 1mp11que
A Xn ~ 1A Y fortement, et donc faiblement dans L2. On a donc :

L] Y” = 1lim <1 y 1, ¥ >

My M= m AEXn a7
Mais_<;1A€Xn ’ 1A€Y > = < Xn" 1A€Y > - 0, puisque Xn - O faible-
ment, Donc :

Choisissons alors €, i O'et,‘ comme ci-dessus, pbur chajue n
A= Asn , avec P(An) > 1 -€, et 1AnY = 0. Le théoréme de conver-
gence dominée donne alors (pu;sque Y € I?)

JYZ = lim =0

I ¥

Donc ¥ = O pu-p.p.

~ S0it maintenant p non borné. Sur {Y-O}, on a bien Y = O,
Posons P =Y u, de sorte que la mesure P est bornée. Posons de m8me
Xn/IYI et Y' = Y/|Y| sur {Y # 0}. Comme l'appllcatlon Z -2
=.Z/|Y| est une 1sométrie de 1°(Q, O,u) sur 1P (Q,&,P), on a

X, = O faiblement dans L (Q O,P) et aussi Xn -~ Y' P-p.p. D'apres
ce qui préceéde, cela entraine Y/IYI O P-p.p., ce qui équivaut a

Ce lemme posé, passons a la proposition qui nous intéresse,

PROPOSITION {1 - Soit ¢ une fonction lipschitzienne sur R et a sa
dérivée (définie p.p.). Pour tout Y différentiable m.q. dans
¢(Y) est différentiable m.q. dans H et admet le gradient :

() D ¢(Y) = a(Y) DY (u-p.p.)

On peut, évidemment, supposer ¢(0) = O. Comme ¢ est lipschit-
zienne, on a |p(Y)| < |Y|, par suite ¢(Y) ¢ H. Utilisant (a), nous
pouvons ensuite écrire :
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| (U, -1) ¢(V)] = |o(u, ¥) = o(¥)]| < [(U, -I) Y|

Wais Y € 5y par nypothese, d'ofl”(Uh -I) Y| < |[n| ||DY|l. Par suite,
il existe une majoration de la forme

(v, -I) ¢(V)] s Cln|
d'ou résulte que ¢(Y) € By -

L'existence de D ¢(Y) étant ainsi établie, il reste & montrer
qu'il est bien donné par la relation (b). Pour établir ce point,
nous allons utiliser le lemme 2. D'aprés ce lemme, toute fonction

lipschitzienne sur R nulle en x = 0, est de la forme :
X

(c) p(x) =AJ a(g)ag la| < 1 p.p. sur R
5 o

Désignons par £ la classe des fonctions mesurables a sur R
telles que |a| < 1 p.p. et telles que la lipschitzienne ¢ associde
& a par la relation (c¢) vérifie la propriété (b).

La suite de 1a démonstratlon va comporter deux points :
i/ la classe S6 contient les fonctions a continues sur R telles
que |a| < 1, et ii/ la classe <5 est fermée pour la convergence
ponctuelle. Il en résultera que & contient toutes les fonctions
de Baire sur R majorées p.p. par 1 en valeur absolue. Compte tenu

dé la forme générale (c) des llpschitziennes sur R, le théoréme
en résultera., '

i/ & contient toute fonction a continue sur R telle que
la| < 1.

En effet, soit a continu sur R avec |a| < 1, et ¢ définie
par (c). Nous savons d4ja que D ¢(Y) existe. Il suffit donc de
montrer que, pour toute direction e, la dérivée partielle m.q. de
9(Y) dans cette direction est D, ¢(Y) = a(Y) D_.Y. Autrement dit,
‘on peut raisomner dans le cas m =1 (groupe Uy, a4 un parameétre
h € R : ce qui n'implique en aucune manidre Q = R).

Choisissons alors une suite h, - 0 dans R (hn #0), et telle
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que l'on ait p-p.p. & la fois :

— = Dg(¥) et ~—f— - DY
“n n
Convenons de poser
U, Y
ﬁ;%:Y J a(g)dg = 0 sur {0, Y - Y = 0}
Y ' '
On peuf donc écrire : .
. , ‘ Y
h
(Uhh.-l.), o(Y) (Uhn-I)Y o n
(a) T T T L T T X J a(g)ag
n n hn Y

Ie premier membre de (d) converge p-p.p. versDp(Y), et le
premier facteur du second membre vers DY. Ces deux limites sont
nulles p-p.p. sur l'ensemble

C, = Tim {UhnY-Yéo}

de sorte que la relation Dp(Y) = a(Y) AY (=0) est vraie L=DePe
sur CO. C

Hors de C_, on a U, Y=Y p-p.p. (puisque D¥ existe au sens
u-p-p.). Comme a(Z) est cBntinu sur R, il en résulte :

Uh Y
1 n
vy | al®a - s
by Y

u=p-p. sur le complémentaire de CO. Ainsi, la relation (d) passe
a la limite, et dorme Dp(Y) = a(Y) DY p-p.p. hors de C, » d'ou
résulte le point i/.

ii/ 1la classe o est fermde pour la convergence ponctuelle.

En effet, soit a, une suite dans <% telle que an(x) - a(x)
pour tout x € R. Par hypothese, |a | < 1 p.p. sur R, d'ol aussi
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la] < 1 p.p. sur R. Posons :
X X
0a(x) = | a,(8)ag 5 o(x) = [ a(z)ar

o ‘ o

Ie théordme de convergence dominée dorme évidemment o, (x) = 9(x)
pour tout x € R, et ¢ (¥) - ¢(¥) p-p.p. sur Q. Comme ¢ et ¢ sont
lipschitziermes, on a aussi | (Y) - o(¥)]| < 2}Y} p-p.p., de sorte
que (par convergence dominée) la limite ¢ (Y) - ¢(Y) a lieu aussi
au sens L2.‘

Notons maintenant ceci : Py et ¢ étant lipschitziennes, leurs
gradients vérifient

e (V)| < |DY] 5 [Dp(¥)| = |DY| p-p.p.

En effet, pour ¢ par exemple, la relation

(U, -1) .9(Y)
iy ’

l p(U,Y) -I |, Y -Y|

"'_FET"_ ST

passe &4 la limite (moyennant le procédé habituel d'extraction de
suites h ) et donne |D, ¢(Y)| < |D Y| p-p.p. pour tout vecteur
unitaire e appartenant & une partie dénombrable dense sur la
sphére unité, ce qui entraine ID@(Y)I < |DY| p-p.p.

Jals, en ce qui concerne les a, » On a par hypothése D @n(Y) =
an(Y) DY p-p.p. On en déduit donc :

|%n<Y>| IpY| = IDYI op-p-

Comme an(x) - a(x) pour tout x € R, cette inégalité passe a
la llmlte et donne

(e) la(Y)| |DY| < |DY| L=P+De

(Cette subtilité est nécessaire ici, car la relation |a| < 1
P.p. sur R n'entraine pas |a(Y)| < 1 p-p.p. sur Q, puisqu'il peut
exister des ensembles B ¢ R négligeables dans R pour lesquels les
{Y € B} ne sont pas p-négligeables dans Q). De la mlme manidre,
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nous avons : ‘
(1) 2, (Y) DY ~a(¥) DY (u-p.p.)

D'autre part, la suite des gradients D ¢ = a (Y) DY est
bornée en norme par [|DY|]. On peut donc en extraire une suite par-
tielle convergeant faiblement dans I?. Mais, le gradient étant
un opérateur fermé, cette limite faible est D ¢(Y), puisque

9, = 9 € 5, dans I, L'unicité de cette limite entraine alors :

(g) a,(Y) DY - D o(Y)  faiblement

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 4. En effet,
2,(Y) DY = D o(Y) faiblement, d'aprés (g) ; a,(Y) DY - a(Y) DY
p-p.p. d'apreés (f), et, d'aprds (e), cette limite a(Y) DY est
dans I?. D'eprés le lemme 4, donc, ces deux limites coincident,
et on a :

D o(Y) = a(Y) DY (u-p-p.)

(ce qui achdve la démonstration).

A titre de corollaire, déja implicite du reste dans 1le
dernier point de la démonstration ci-dessus,'nous obtenons le

résultat suivant, qui constituait en réalité notre objectif prin-
cipal ¢+ = '

THEOREME 2 - Pour tout élément Y différentiable m.g. dans un
espace de type H ci-dessus, et pour tout borélien B négligeable
pour la mesure de Iebesgue dans R, on a DY = O (p-p.p.) sur
l'ensemble {Y ¢ B}, soit :.

'1B(Y) DY = 0 (ufp.pé)

En effet, soit B négligeable dans R. Appliquons la propo-
sition précédente A& la fonction a(x) = 1B(x). La lipschitzienne
associée ¢ est identiquement nulle, puisque

. A
o(x) = J 15(8)dg =0 v x ¢ R

0]
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On a donc ¢(Y) = 0 et D ¢(Y) = O p~p.p. ILa proposition
donne ainsi O = D o(Y) 15(Y) DY p-p.p. D'olt le théoréme,

REMARQUE - Tout 1'intéret du théoréme vient, évidemment, de ce
que B négligeable dans R n'entraine nullement 1 (Y) 0
u~-p.p. dans Q. (Dans le cas d'un espace L2(Q a., P), par
exemple, la loi de probabilité de la varigble aléatoire
Y e L2 peut évidemment posséder des atomes ou, plus géné-
ralement, une composante étrangére & la mesure de Iebesgue)

Ce théordme est d'ailleurs implicite dans 1'énoncé de 1la
Proposition précédente : car la dérivée a(x) d'une lipschitzienne
¢ domnée sur R n'est en réalité définie que presque partout sur
R : pour que la relation D ¢(Y) = a(Y) DY reste vraie p-p.p. si
1'on modifie arbitrairement a(x) sur un borélien B négligeable
dens R, il est évidemment nécessaire d'avoir DY = O p-p.p. sur
{Y ¢ B}. '

A titre d'exemple, prenons a, (x) = 14s0 04 aZ(X)-= 1#>0 .

Dans les deux cas, o(x) X, . D'aprés la proposition, donc,

Y ¢ ﬁb a,Y+ € 3D et DY DY = DY

+ 1Y>o 1Yzo

Ce qui implique évidemment

DY =0 sur {Y =0}  (p-p.p.)

Compte tenu de notre remarque préliminaire, nous pouvons
énoncer 4 titre de corollaire commn au théorime et & la Propo-
sition :

COROLLAIRE - Pour toute fonction f lipschitzienne sur R™ et toute
fonction ¢ lipschltzlenne sur R, la fonction ¢ o f est lip-
schitzierme sur R™ et son gradient, défini p.p. sur R y coin-
cide p.p. avec (a o £f) Df, ol a est la dérivée de ) (définie
'P.p. sur R) et Df le gradient de f (défini p.p. sur R"). En
particulier, pour tout borélien B négligeable dans (R, on a

Df = 0 p.p. sur {f € B} ¢ R"
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Nous sommes maintenant en mesure d'améliorer notablement
la Proposition 1 ci-dessus :

PROPOSITION 2 - Soit Y un élément différéntiable dans un espace H,
et a une fonction mesurable et localement intégrable sur R.
Posons

X

ox) = [ a0 (xem

0o

si ¢(Y) et a(Y) DY sont dans I, alors ¢(Y) est différen-

(v) DoY) = a(Y) DY

Quitte & traiter séparément a+_et a_ , nous pouvons supposer
a8 ¥ O. D'aprés la Proposition 1, la propriété (b) est vraie lorsque
a est 1l'indicatrice d'un borélien de R. Elle est donc vraie pour
tout e combinaison linéaire finie d'indicatrices, donc en parti-
culier pour les fonctions étagées. Comme a est » 0, donnons-nous
une suite de fonctions étagées a, > O telles que a (x) 1 a(x) en
tout x g R, d'ol aussi ¢ (x) T ¢(x) en tout x ¢ R (p,(x) =

j %(5)48). 0n & done 8,(1) 1 a(1) et (1) T 9(1) wop-p. aur 2.
Par convergence dominée, on voit ensuite Py (Y) - ¢(Y) dans I?, et

de méme a (Y) DY - a(Y) DY dans 12 (car ¢(Y) et a(Y) DY sont dans
12 par hypothése). Comme D o, (Y) = a (Y) DY et que D est un opé-
rateur fermé, il en résulte ¢(Y) € by et D o(Y) = a(Y) DY.

N.B. L'hypotheése Q(Y) € I? n est pas reellement indispensable.

Si 1'on a seulement a(Y) DY ¢ 12, ¢(Y) définit une F.A.I, sur I,
c'est-a-dire que ¢(Y) n'appartient peut-&tre pas a I?, mais ses
accroissements Uh_¢(Y) - ¢(Y) sont dans 12 : ce qui. suffit pour
définir le gradient m.q. de ¢(Y), qui est encore égal & a(Y) DY.
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2 - CONSEQUENCES POUR IE SQUEIETTE.

Il existe plusieurs fagons de définir le sQuelette d'un
"ensemble Ac:lR mais il s'agit de nuances plutdt que de diffé-
.rences essentielles. Nous adopterons la définition suivante :

/ 301ent G = A l'1nter1eur de A et F = & son adhérence,
avec év1demment G «¢ F. D'un point de_ vue physique, nous ne sommes

'pras capables de distinguer l'un de l'autre deux ensembles ayant

~méme intérieur G et m@me adhérence F. C'lest pourquoi nous défini-
rons le squelette comme une propriété du couple (G,F) avec évi-

  ;..dqmment5G c F, plutdt que de 1l'ensemble A lui~mBme.

De31gnons par_pA=~pG la fonction habituelle définie sur

T - g® en. posant .

p(x) = da(x, 6°) (x e RY) .
 f Réppelonéuque 1l'aval et 1l'amont d'un point x sont définis
" par les relations : o

Cav(x) = {y & p(x) = o(y) + | %=y}
Au(x) = {y : o(y) = o(x) + |x-y|}
Nbus dirons qu'un point est sans amont si Am(x) = {x} est

réduit au point x lul—méme. Nous désignerons par S l'enseumble des
points sans amont, et nous poserons par définition du squelette

Sy ge A

5, =SNA=sSNF
On note que l'ensemble S des points sans amont ne dépend

_' 'que de la fonection Pgr c'est-a-dire de G = A et non de A lui-méme,
i ;Ayec A'=G et A' = G, le squelette de A' sera donc

X ='sé=sn'§=sAn§

] C'est du reste ce squelette SG =85 NG qui présente le
'lplus a* 1ntérét : de fait, en tout x £ G, p est identiquement nul

ik
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au . voisinage de x, de sorte que le point x est sans amont. On a
donc l'inclusion :

(2-1) | AG c 5,
Maintenant, comme on sait, p est une fonction lipschit-

zienne sur R , de sorte que les deux théoremes du paragraphe pré-
cédent peuvent lui &tre appliqués. '

D'aprés le Théordme 1y p est différentiable p.p. sur Rr™.
Nous désignerons parji]ﬂensemble négligeable dans Rm sur lequel
p n'est pas différentiable, et par Dp le gradient de p, défini en
tout x €. On rappelle que l'on a 1'inégalité :

(2-2) - | I.Dlpxlrs1 V.icné)t,

 Voici un premler résultat simple : 1l'ensemble ponctuel {o}
étant évidemment négligeable dans R, le corollaire du théoréme 1
‘nous montre que Dp = 0 presque partout sur l'ensemble G° = {p = O}.
Ainsi, presque tous les points de ¢¢ sont sans amont, soit

(2-3) ¢° = s P.P.

Pour ce qui est de (G)%, 1'inclusion est d'ailleurs par—

~ tout vraie, et non pas seulement p.p., comme nous l'avons vu. Mais
sur la frontieére 0G de G, nous obtenons un résultat nouveau : pres-
gue tous les points de 0G sont dans le squelette. En particulier,
pour gue le squelette soit négligeable, il est nécessaire gque 0G
soit négligeable (mais peut-&tre pas suffisant).

Nous allons maintenant améliorer la relation (2-2), en
montrant

VIDP| = 1G p.p.

Tout X € G a un aval contenant des points distincts de x,
donc admet une dérivée partielle égale a -1 dans une direction e
 au moins. Si donc x € ¢ V), on a nécessairement |Dp, | = 1. 51
maintenant x £ G, on & p(x) = 0 : comme p ne peut pas prendre de
valeurs négatives, le gradient, s'il existe, ne peut &tre que nul,
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Au total donc, nous trouvons : .
(2-4) | Do, | =165(x) - v x 4R

En particuller, la relation (2—3) peut étre précisée
comme suit : ‘

(2-31) % nG°
Examinons maihtenant la.restridtion
5(G) =SNG

du squelette & 1l'ouvert G (N.B. : ne pas confondre cette restric-
tion S(G) et le squelette SG de l'ouvert Gy qui, avec nos défini-
tions, est 5, = SN G).

Nous désignons par D(G) « S(G) l'ensemble des points mul~
tiples de G (c'est-a-dire ceux dont 1l'aval contient plusieurs seg-
ments de droites distincts). Alors, nécessalrement :

(2-5) S D(G) « X

En effet, si x ¢ D(G), il existe au moins deux directions
€, et e, distinctes selon lesquelles la dérivée partielle vaut —1.
Mais cela est incompatible, d'aprés (2-2), avec l'existence du gra-
dient. Donc x € W.

En ce qui concerne S(G),lui—mémé, je ne suis pas arrivé &
montrer sa negligeabilité - bien qu'elle paraisse trés plausible.
On sait seulement que D(G) lui-m8me est dense dans S(G), mais
D(G) = S(G) n'est pas nécessairement négligeable (il y a des contre-
exemples). A dire vrai, 1l'ensemble S(G)\D(G) des points simples du
squelette semble beaucoup plus "rare" que D(G). Dans tous les exem-
ples usuels, les points simples apparaissent comme des terminaisons
d'arcs de D(G) (dans R®) ou des points frontidres de nappes de D(G)
(dans\R ). A titre de conjecture, j'avancerais volontiers l1lténoncé
suivant : '

Conjecture : L'aval de S(G)\D(G) est négligeable dans R".

Mais je n'ai pas de démonstration,
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On sait, aussi, que p est différentiable sur 1l'ouvert
G N 5(G)° y qui est l'intérieur de G\S(G), appelé aussi domaine
de régularité de p. On en déduit donc

(2-6) - ¢ N c ST6)

Mais cette inclusion peut &tre stricte, puisque 3(G)
n'est pas toujours négligeable. I1 y a 1la du reste un paradoxe
apparent, car le cas ou S(G) n'est pas négligeable correspond
& des ouverts & plutdt "pathologiques" : néanmoins, p doit res-
ter différentiable presque partout sur S(G). |

I1 est commode de résumer les résultats précédents :

THEOREME 3 -~ Avec les notations précédentes, p est différentiable
en dehors de 1l'ensemble négligeable ), Son gradient vérifie
|| = 1a

sur le complémentaire de JE. Le comﬁlémentaire de G est contenu

dans S, et o
ANG ¢ SA

Sur la frontidre 0G de G, les points qui n'appartiennent pas
au squelette sont dans g soit

OGnScc’[ ou éGﬂ)l_ccS
Sur G, enfin, on a les inclusions

D(G) e MN & < S(G)

(et 1f6galité D(G) = S(G) =xN G

Notons encore, pour &tre complet, le résultat suivant,
dd a F. Maisonneuve : ‘

0G N S « D(&)
Comme OG n]_c est contenu dans S, il en résulte aussi

N DG NS




Ainsi ’

COROLLATRE - Tout point de la frontidre OG ou le gradient existe
' (et vaut alors 0), c'est-a~dire presque tout point de 3G,
est limite de points multiples du squelette et appartient

lui-m&me au squelette.

3 — LA CONTINUIT: ABSOLUE DES EROSIONS.,

Avec les mémes notations que 01-dessus, introduisons maln-
tenant les ¢rodés par les boules ouvertes et fermées de rayon r » O.
Soit :

. w— . [+]
Gr = 3 © rB 3 Fr =G @ rB
avec
[+ —
Fr = Gr H Gr c Fr
On a aussi bien :
G.={p>r} 3 F.={p2r]

Limitons-nous au cas ou G est borné. Nous désignerons par k@ ou,

simplement, par A la mesure de Iebesgue sur G. A une constante prés

de normalisation, on peut interpréter A comme une probabilité sur
G et p (ou plutdt sa restriction & G) comme une variable aléatoire.
Désignons par V(dr) la loi de la variable p sur (E,JBE » Ag), de
sorte que les volumes de nos érodés sont :

(o4}

v(e) = | vax) 5 v(E) = [ v

r
r+o0 r-0

Nous allons montrer que l'on a en fait V(G ) = V(F ) pour
r > 0 (ce qui revient & dire que la frontidre OF est négllgeable)
et méme plus :
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rTHEOREME 4 - La mesure V(dr) est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R \{o}. Autrement dit, il existe une
densité ((x) telle que

v(e,) = V(x) = [ e(x) ax (v = > 0)

Ia restriction r > 0 est essentielle, car V(G) peut treés
bien &tre strictement supérieur a V(G), 1la frontieére 0G pouvant
ne pas &tre négligeable.,

'Pour démontrer cela, nous allons utiliser le corollaire
du théordme 2, puisque p est lipschitzienne sur RT.

Soit C un borélien négligeable dans ®,\{o} (on suppose
donc x > O strictement sur C). D'aprés le corollaire rappelé ci-
dessus, on a i '

Dp =0 p.p. dans R® sur {p € C}

Mais d'autre part |Dp| = 15 P-p. d'apres le théoréme 47 %
Comme p est > O sur C, soit {p € C} ¢ G, cela implique |Dp| =
P.p. sur {p € C} et donc que 1l'ensemble {p € C} est lui-mlme né-
gligeable. Ainsi A(C) = 0, ol A est la mesure de Lebesgue, en-
traine V(C) = 0 d&s que O £ C. iais cela entraine que la restric-
tion de la mesure V & R \{o} est absolument continue par rapport
a la mesure de Iebesgue. ' ‘ '

N.B. Dans le cas_é 2 dimensions, la densité £(x) donne un sens a
la notion de longueur de la courbe de niveau {p = x} pour x > 0
(dans 83, il s'agira de l'aire de 1a surface de niveau correspon-
dante) .

Compte tenu de notre remarque préliminaire, on peut encore
énoncer '

COROLLAIRE - Pour G ouvert quelconque dans R™ y les frontiéres des
érodés G @ rBet G © rB sont négligeables pour tout r > 0.
Meme énoncé pour les dilatés F e rB et F @ rB d'un fermé F.




On déduit, évidemment, aussi, par dualité, du théoréme 4
la continuité absolue (pour r > 0) de la mesure associée aux dila-
tés d'un compact.




