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LA DESTRUCTURATION DES HAUTES TENEURS
ET ILE KRIGEAGE DES INDICATRICES

0 - UN PEU DE POLEMIQUE.

Dans une commnication présentée au dernier congres de
1'APCOM, A. Journel nous,propose une méthode "nouvelle" pour
l'estimation des fonction de récupération, & savoir le krigeage
des indicatrices (il s'agit é4videmment du krigeage propre ou -
autokrigeage de chacune des indicatrices de coupure considérée
séparément : le cokrigeage complet de la famille de ces indica-
trices colncide, comme on sait, avec le krigeage disjonctif).

- On pourrait épiloguer sur la nouveauté d'une méthode qui ne semble
pas différer de la technique bien connue qui consiste & travailler
sur les "variables utiles". Jusqu'ici, & vrai dire, cette tech-
nigue des "variables utiles" était plutdt considérée comme un
expédient désespéré, auquel on n'avait recours que lorsqu'il
n'était vraiment pas possible de faire autrement (gisements de
type stockwerk voués & une exploitation trdés sélective, par
exemple). L'élément réellement nouveam est, semble-t-il, que 1l'on
nous présente maintenant cet expédient comme une panacée, et que
1l'on nous suggeére de l'utiliser dans tous les cas s il stagirait
de la méthode de 1l'avenir, destinéde & supplanter rapidement ces
vieux trucs périmés que sont le krigeage disjonctif, le moddle
mltigaussien ete...

Pour justifier ce qui semble de prime abord une régression
de 10 & 20 ans en arridre, on attendrait des arguments solides,
théoriques et surtout expérimentsux. Ves preuves expérimentales,
qui seules seraient décisives, il n'y en a pas encore, semble-
T-il : puisqu'il s'agit d'une méthode nouvelle, nous les attendons
avec impatiehce. Sur le plan théorique, A. Journel avance deux sortes
d'arguments. En premier lieu, le krigeage des indicatrices est beau-
coup plus simple, et plus facile & comprendre pour les praticiens.



En second lieu, il ne nécessiterait le recours & aucune hypéthése
et ne dépendrait d'aucun modele.

Ie premier argument mérite, & bon droit, le nom d'"argument
de facilité": il est de nature plus démagogique que scientifique
ou méme simplement pratique. Car, aprds tout, la méthode des
"polygones d'influence", elle aussi, est beaucoup plus simple que

le krigeage et plus facile & comprendre pour les praticiens., Est-
ce une raison pour y revenir ? Ie second argument me semble dou-
teux Jui aussi. I1 évoque un peu 1'éloge ironique que 1l'on peut
faire d'une personne qui parle de ce qu'elle ne connait pas :

"au moing, elle n'a pas de préjugés? Peut-&tre, maig elle a peun
de chances aussi de tomber juste. De m&me, une méthode indépen-
dante de toute hypothése sur la nature du phénoméne augquel on
1'applique n'aura que fort peu de chances d'&tre adaptée & celle—
ci. En réalité, on a toujours des préjugés : et ces derniers sont

en général d'autant plus grossiers et simplistes qu'ils sont moins
conscients et que l'on a au départ moins de commaissance véritable
de ce dont on parle. De mBme, il n'existe pas de mode opératoire
sans modéle gu moins implicite, Car les domnées empiriques sont
parfaitement miettes, et ne suggérenﬁ d'elles-mémes aucun mode
opératoire particulier. Si nous choisissons tel algorithme plutdt
que tel sutre, c'est que nous pensons plus ou moins confusément
qu'il y a une certaine adéquation entre cet algorithme et la gran-
deur que nous souhaitons estimer. Et ce modeéle implicite sera en
géréral d'autant plus simpliste gqu' on ltaura choisi moins consciem-
‘ment. Ia méthode des polygones d'influence rne semble liée & aucune
hypothdse : c'est bien pourquoi sa valeur est douteuse. Ie mod2le
implicite qui lui correspond (teneur constante sur le polygone
dtinfluence de chague sondage) se révéle en effet indéfendable

une fois qu'on 1l'a explicité.

Dans ce qui suit, j'examine le modéle implicite sur lequel
repogse le krigeage des indicatrices. C'est le modele "en mosalque" :
partition aléatoire de l'espace en compartiments & chacun desquels
gsont affectées des teneurs constantes, indépendantes et identique-

ment distribuées, Ce modéle, treés particulier, n'est du reste



nullement dépourvu d'intérét. Il existe sans doute des phénoménes
auxquels il s'applique en premiére approximation, du moins tant
que 1l'on se limite aux variables & support ponctuel. Ce modele
(et ce moddle seulement) vérifie la condition d'autokrigeabilité,
moyernant laguelle le krigeage propre des indicatrices colncide
avec leur cokrigeage, c'est-a-dire avec le K.D. Mais les choses

se gétent d&s que 1'on change de support. Si l'on conserve la
condition d'autokrigeabilité pour les variables non ponctuelles,
on déduit de ce modele une formle de changement de support de

type correction affine qui se révéle en opposition assez grovssidre

avec la réalité (et avec le simple bon sens). Mais déja au niveau
ponctuel le modele en mosafque présente des caractéres trés spé-
ciaux : par exemple, toutes les indicatrices ont le m@me corrélo-
gramme., Or, l'étude expérimentale des variables utiles a jusqu'ici
toujours mis en évidence, au contraire, un effet assez prononcé

de destructuration des teneurs élevées, dont les mod2les bigaus—

siens usuels rendent parfaitement compte. De ce point de vue, les
deux modeles (mosalque et bigaussien) se présentent un peu comme
deux extr8mes, entre lesquels existe toute une gamme de modéles
intermédiaires possibles : nous en proposerons une, qui présente
l'avantage de rester damns la classe générale des lois hermitiennes.

le variogramme d'ordre 1, défini par :

= 1
ﬁ(h) =3 BllZy - z1]

(qui est effectivement un variogramme, en ce sens que -y, est
une fonction de type positif conditionnel) doit pouvoir fournir
un test intéressant : dans le cas mosaique, en effet, Y4 est
proportionnel & vy, dans le cas bigaussien, aun contraire,_y1 est

proportionnel & la racine carrde de y. (du moins si l'on prend

comme variables les anamorphosées gaussiemnes), d'olu un critére
expérimental possible pour mieux choisir le modéle. Il apparai~
tra ainsi peut-8tre que 1'intér&t principal du "krigeage des
indicatrices" aura été de suggérer indirectement ce critire,
et d'attirer ainsi 1l'attention sur le variogramme d'ordre 1.



1 = I'EFFET DE DESTRUCTURATION DES TENEURS EIEVEES.

Tous ceux qui ont eu l'occasion de manipuler des "variables
utiles™ ont pu constater un effet de destructuration des hautes
teneurs, qui semble constituer une loi assez générale : plus la
teneur de coupure s'élédve, plus se détériore le variogramme de
la variable utile. Aucun modéle réaliste ne peut ignorer ce phé-
noméne. Pour le krigeage (autokrigeage) des indicatrices, il con-
viendrait donc de connaftre la covariance propre de chacune des
indicatrices de coupure. Mais, dés que l'on applique une coupure
un peu ¢levée, la covariance correspondante échappe en général &
une inférence statistique sensée. C'est pourquoi A. Journel suggeére
d'adopter systématiquement, pour toutes les coupures, la m@me cova-~
riance, qui serait la covariance associée & la médiane (en principe
la plus facile & estimer). On voit par 14 s'introduire un risque
assez sérieux de surestimer la "zone 4'influence" des teneurs éle-~
vées, dfol un_biais gystématique par excds, puisqu'en procédant

ainsi on ne tient pas compte de cette destructuraticn. 7

Regardons comment les choses se présentent au nivesu des
mod&les. Soit Z(x) une F.A., stationnaire, m son espérance, 02 sSa
variance, p(h) et o(h) = 02 p(h) son corrélogramme et sa cova~
riance, y(h) son variogramme, F(dz) la loi monoveriable de 2(x)
et F (dz, dz') la loi bivariable de 2 = Z(x) et Z' = Z(x+h)
(1'indice p = p(h) est simplement destiné & rappeler que Z et %!
ne sont pas indépendantes, mais sont lides par le coefficient de
corrélation p = p(h)). IL'indicatrice de la coupure X la teneur z
au point x est

I,(x) = 1{Z(x)zz}
C'est une F.A. stationnaire admettant la moyenne

E(I,(x)) =P(2=2 2) =1 - ¥2)

et la covariance
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(1=1) o, (h) = J J F(ag, ag') - (1-F(z))
Z 2

que 1l'on peut écrire gussi @
(1-1%) cz(hj =P(Z A Z" 2 32) -P(Z 2 2)P(2" 2 z)

En particulier, pour h = 0, on a Z = 2%, et il vient :
(-2) - Var(L) = ®z) (1-3(2)

N.B. En intégrant en z 1l'expression (1-2) de la variance de 1t'in-

dicatrice Iz s On voit apparaltre l'indicateur S de disper-
sion
+00 +00
(1=-21) J Var(IZ) dz = J P(z)[1-F(z)] az = S

-—00 —CO

Nous reviendrons un peu plus loin sur cette remarque.
Dans le cas d'une anamorphose Z = ¢(Y), ol ¢ est une fonction
croissante, les indicatrices sont évidemment conservées : il est

équivalent de couper en y sur Y ou en z = o(y) sur Z.

Ainsi, dans le cas d'un moddle bigaussien (Y, Y'), on aura

n

2 2
(1-3) o (h) = & = (B _,(y) (&)
nx1

n'!

(y est défini par z = ¢(y), r est le coefficient de corrélation
des gaussiennes Y et Y', qui se déduit de p = p(h) par les rela-
tions habituelles). Cette formmle (1-3) permet un calcul extr&me-
ment rapide de la covariance cz(h)- On peut,voir sur la Figure 1
1'allure de ces courbes pour les coupures y =0, 1, 2, 3, 4 et 5.
Pour des raisons de commodité, on a pris r(h) = (1—|hl)+ ce qui
ne nuit pas & la généralité (puisque oz(h) est en réalité une
fonction de r), et permet une comparaison graphique. Four la

wéme raison, au lieu des covariences, on a porté sur la figure
les corrélogrammes correspondants. On est frappéd de 1'intensité
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de 1'effet de destructuration. Il ne faut sans doute pas chercher
ailleurs la raison du succés pratique du modéle bigaussien.

I1 est visible sur la Figure 1 (et on peut démontrer faci-
lement) que, dans ce moddle, le comportement,de la covariance

o,(h) autour de h = 0 est en Vy(h), soit e::1’|h|1/2 pour un vario-
gramme linéaire a l'origine, Cela implique, comme on sait, que

les courbes de niveau (dans l'espace & 2 dimensions) {Z(x) = z}
n'ont pas de longueur définissable (leur dimension fractale est

3/2) : c'est 1a une propriété bien connue des processus gaussiens.
Pour nous, cette propriété implique surtout que les indicatrices

sont toujours en corrélation beaucoup moins bonnes que les geus—

siennes elles-mémes, et cela pour toutes les teneurs de coupure.
On en déduit que, dans le cas bigaussien, substituer l'autokri-

geage des indicatrices au K.D. doit entrainer une perte dtinfor-
mation tres substantielle.

Notons en passant une formule que j'ai eu l'occasion de
commenter ailleurs : en dérivant en r l'expression de la covae~
riance oz(h), on obtient la densité de la loi de Gauss & deux
variables

0
5% 9, = &,.(2,2)

dtou 1l'on déduit

r
Gz(h) = J gr,(z,z) ar?
o

so0it explicitement
r 2%
=1 1+x dx
(1-4) o,m) = | e =
o 1-x

et, en particulier pour z = 0, la forimle bien connue :

_ 1 .
co(h) = 5= Arc Sinr



On vérifie sans peine sur cette formle (1-4) que le compor-
tement gutour de r = { de la covariance g, est effectivement en

=N

2 — LE MODELE EN MOSAIQUE.

Lteffet de destructuration est particulierement intense
dans le cas bigaussien. Pour obtenir, en sens inverse, un modéle
sans destructuratiom, considérons le cas suivant

r

(2-1)  F(az, dz') = p §,(dz") Fldz) + (1-p) F(dz) P(dz')

Autrement dit : Z et Z' sont égales, avec la probabilité p,
ou indépendantes et de méme loi F, avec la probabilité (1-p). Il
est immédiat que le coefficient p qui figure dans le mélange (2-1)
est nécessairement égal au coefficient de corrélation (d'ol la
notation p).

I1 existe effectivement des F.A. stationnaires admettant

des lois bivariables du type (2-1). Leur forme générale est celle
du modeéle en mosailque déja évoqué. De fait, si pour chague point x
la loi bivariable de (ZX, Zy) est, pour tout y, de ce type (2-1),
chague réalisation de la F.A. définit une relation d'équivalence
entre points de 8" : deux points x et y sont équivalents si Zy =
z_y €t la classe de x est l'ensemble des y pour lesquels cette
égalité a lieu, 11 s8'agit ainsi d‘'une partition aldatoire de & .
Ia probabilité pour que x et x+h tombent dans le mBme compartiment
est p(h) & Z_ et Zein
nellement pour x et x+h dans des classes distinctes (ce qui a lieu

avec la probabilité 1-p(h), Z, et Z_,, sont indépendants.

sont alors égaux. Au contraire, condition-

N.B. : Je considére ici comme oiseuse.la question de savoir si
cette indépendance conditionnelle 2 & 2 entraine 1'indé-~
pendance conditionnelle n & n, pour n points tombés dans
n comparbtiments distincts.



Dans ce modéle, si ¢(z) est une fonction quelconque, on a :

2
E[9(2) ¢(2")] = p E[9%(2)] + (1-p) (E[9(2)])

de sorte que le coefficient de corrélation de 9(Z) et de o(Z')
est encore égal a p. En particulier, toutes les indicatrices IZ
ont le m8we corrélogramme p(h) que la F.A. Z(x) elle~mBme : il
n'y a aucun effet de destructuration, ni des teneurs élevées re-
lativement aux teneurs médianes, ni des indicatrices par rapport
aux varigbles originelles.

Au lieu de la covariance propre de l'indicatrice Iz(x); on
peut eussi considérer les covariances mixtes de Iz(x) et IZ,(x+h)
associées a deux coupures et & 2 points différents, soit :

Oygr(0) = 0ov(L,(x) I,Gem)) = | [ ¥ (az, az") - (1-2(2))(1-B(z"))
z z! :

Dans le modéle mosalque, on trouve pour ces covariances mixtes

0,51(0) = p(W)[1-F(z v 2*) - (1-F(z)) (1-F(2")]
soit 1

(2-2) o, 4(h) = p(h) F(z A 2') [1-F(z v 2")]

zz!
Comme ces covariances sont le produit d'une fonction p(h)
qui ne dépend que de h et d'une fonction qui ne dépend que de
(z,2'), elles vérifient automatiquement la condition 4'autokri-
geabilité ¢ dans'le modele mosaique, krigeage propre des indica~
trices (ou de toute autre fonction o(Z))et K.D. coincident.

Cette propriété est caractéristique. Autrement dit, le
modéle mosalgue est le seul qui satisfasse & la condition d'suto-
krigzeabilité des indicatrices. I1 s'agit donc bien du modele
implicite associé am krigeage propre des indicatrices.

En effet, cette condition d'autokrigeabilité s'écrit, comme

on sait ¢
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(2‘3) GZZ'(h) = )\(h) K(Zr Z')

pour une fonction A ne dépendant que de h, et une fonction K ne
dépendant que de z et z'. Prenons, en particulier, h = 0. Quitte
a mltiplier K(z, z') par un facteur convenable, on peut choisir

A(0) =1
Ory en h =0, on a Z = %' et done :

o, 4(0) =K(z,2') =1~ Rzv z") - (1-F(z))(1-Fz"))

zz'!
Reportant cette expression de K(z,z') dans la relation (2-3),
on voit que l'on doit avoir :

(o]

JF Fp(dz,dz') = A [1-F(z v 2z")] + [1-a()J[1=-F(2)][1-F(z")]
Z

N C——s

clegt-a~dire :

Fp(dz,dz') = A Sz(dz') F(dz) + (1—)&) #(dz) P(az?) |

avec alors nécessairement A = p : il s'agit bien du moddle mosalque.

Ie Krigeage en Modeéle Mosafque.

Comme toutes les transformdes @(ZX) ont le m@me corrélogramme
p(h), tous les krigeages ont les mdmes poids. Ainsi, & partir des
z(xa) expérimentaux, krigeage propre et K.D. colincident, et condui-
sent & l'estimation suivante :

(2-4) Px(dz) =2 2% 8, + (1A% P(az)
04 44

pour la loi des teneurs ponctuelles dans un domaine V, les coeffi-

cients A® 4tent définis var le systime :

o = J
A paB v J pB’X ax
v
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Il s'agit en somme, simplement, de l'histogramme des valeurs
z, expérimentales (avec pondération des fréquences par les poids
du krigeage) mélangé & la loi générale F (qui se voit attribuer
le poids complémentaire 1 - 3 A%).

4 ceux du krigeage Z; de Z, = 1 | 2(x) dx. Autrement dit, on a

Noter que lea poids A% sontI par construction, identiques
v

i
bien :

Z; = J z Fx(dz)
ce qui est indéniablement satisfaisant. g

5 — CHANGEMENT DE SUPPORT EN MOSAIQUE.

Fermons maintenant les yeux & la réalité physique, et cher-
chons a former un modéle de changement de support en étendant aux
variables non ponctuelles la condition d'autokrigeabilité qui ca~-
ractérise le modéle au niveau ponctuel. Nous exigeons donc que la
variable :

(3-1) Zy = 1 [ Z(x) ax
v

<

puisse se mettre sous la forme :

pour une variable X dont les indicatrices IZ(V) = 1y, constitue-
ront avec les Iz(x) un_moddle autokrigeable. Dans ces conditions,
X doit admettre la mlme loi F que les Z(x) eux-mémes. En effet,
soit F'(dx) la loi de X. A partir de donnédes expérimentales

z(xa) = z, , on forme (par K.D. ou, ce qui est ici équivalent,

par autokrigeage des indicétrices Iz) une egtimation de la mme
forme que (2-4) :

Pr*x =3 A% 5, + (1= %) P
4 a
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Mais 1l'espérance du K.D. (les z, étant substitués aux Za)
doit redomner P'. Comme E(&Z ) = P, il vient :
«

F=(2A% F+ (1-Z2%) Fr

Comme on ne peut pas avoir I A% = 0 pour toutes les configu-
rations de krigeage (voir, par exemple, le cas ol il n'y a qu'un
seul point expérimental) on conclut P' = F : ainsi X admet la
méme loi F que Z(x) . En réitérant le raisonnement déja fait
dans le cas des variables ponctuelles, on en déduit encore que

pour chague point x la loi de deux variables X et 2 = Z(x) est
de la forme :

F(dx,dz) = r F(dx) 6x(dz) + (1-r) P(ax) P(daz)

ol r est une fonction du point x. Ainsi, & X fixé, l'espérance
conditionnelle de 2%(x) est :

E[2(x)/X] = r(x) X+ (1-v(x)) m

Dtapres (3-1), on en déduit :

2) = ¢ [ Bl2(x)/3] ax =

v X+ (1-rv) m
v

avec
= Jd
ry =% J r(x) dx
vV

Ainsi, l'anamorphose (3-2) est nécessairement du type
correction affine

c.
- = L (x-
(3-3) Zy = g(X) = = + — (Xm)
avec une variable X équivalente en loi aux variables ponctuelles :
X=2

et un coefficient Ty = V/c nécessairement égal au rapport des
écarts types.



I1 y a donc une cohérence implicite dans 1l'attitude de A.
Journel qui recommande & la fois la correction affine et le kri-
geage propre des indicatrices.

Mais revenons maintenant & l'estimation locale. Ies Z(Xa) =
z, étant connus, la loi de X est estimée par K.D. (= krigeesge
propre) selon la formule déjh dcrite :

_ 4 4
Pr=2y 8, + (1-SAg) F
et des A% déterminés par le systéme :

a -
M Pog = Ppx
Or pBX y corrélation de Z(x,) et X ne diffdre pas, d'apres (3- 3)

du coefficient de corrélation de Z(x ) et Z., lui-mBme :

V'

- Jgv
»pBX g gy

En réintroduisant, pour plus de clarté, la matrice des cova~- .
riances @

2

%ap = © Pap

il apperait ainsi que nos coefficients x% sont la solution du
systéme de krigeage suivant :

o, .o
(3-4) Ay Sup = o gy

Ils ne coincident pas avec les coefficients du krigesge de Z

v lui-
- . . 154 o4 -
w8me, Si ces derniers sont les Ag (tels que Ay GGB GBV)’ on a,
en effet,

(3-5) Ay === A

o
Oy K

Et cela est logigue : on'doit, en effet, avoir pour le K.D., de X1
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X*=ij*(dx)=Ex$za+(1-2)\$) m

et donec, dtaprds (2-7), pour le krigeage de Zy lui-ngme :

* o'V Sy o 0'V o
ZV -—m+v—G—-(X*—m) —'O,“Zhv- Za"' (1—?2}\‘[) m

ce qui impose bien la relation (3-5).

Mais on voit lag conséggence : comme le rapport q/cv est plus
grand que {1 (et, en général, nettement plus grand), l'estimation
F* de la loi de X : '

_ 0 ,a _ o o4
Rx = Ax &+ (1 c,V;E)\K)F

va présenter des risques considérables d'apparition de densité

- négative. Outre les conditions habituelles %g > 0 (pas de poids
négatifs) les poids du krigeage devraient vérifier la condition
supplémentaire :

"Z)Aa < L
K Oy

certainement trés sévere (puisque o/oy est =< 1).

Ces graves anomalies indiquent que 1'autokrigeabilité du
modéle mosalgue ne peut pas s'étendre aux variables & support
non ponctuel. D'olu résulte que le changement de support par sim—
ple correction affine doit également &tre rejeté.

Cela est du reste assez évident a priori. Pour un petit
support V, en effet, dans le modeéle mosalque, on aura soit

Zy = Z(x)

si V est inclus dans un seul compartiment de la mosaique (ce qui
a lieu avec une probabilité assez voisine de 1 lorsque V est petit),
soit :

Zy =T a; 2(xy) (Za; =1)
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sl V chevauche des compartiments distincts : dans le premier
cas, la loi est P, la méme que pour le support ponctuel ; dans
le second, elle est beaucoup plus concentrée. ILa loi résultante .
est donc un mélange de la forme

Fy = (1-A) P + A P

ol F* est beaucoup plus concentrée que F : on est bien loin de
la correction affine, A

4 - IE VARIOGRAMME D'ORDRE 1. ' -

51 Z est une variable aléatoire positive et F sa loi, les
relations :

(23] [* 4]

J 1., 42 = Z . j [1-P(z)] dz = B(Z) = m
0 0

donnent trés simplement :

o
J (15,5, - B(1,.,)) dz =2 -m
o

Dans le cas d'une variable Z quelcongue (non nécessairement
> 0) cette relation subsiste. De fait, en définissant Z+ et Z_

par :
Z+ =2 1220 ; Z—- == 2 1Z<o
on trouve
(2]
| T1gep = 1+ 7(2)] a2 = 2, - B(z,)
o
° °
J [1222 -1 + F(Z)] dz = = J. [1Z<Z - F(Z)] dz = — Z_ + E(Z_)
-03 —-00

d'ol résulte encore :
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+o0
(4-1) I [y, -1+ ®2)] dz=12-m

00

Cette relation simple permet de relier les covariances
des indicatrices & la covariance de la F.A. elle-méme. Considé-
rons en effet la covariance mixte :

— . — Tt
Gzz,(p) = E[(1zzz 1 + F(z)> (1z'zz' 1 + Pz ))]
et intégrons en z et z' : compte tenu de (4-1), cela donne 3

” GZZ.(p) dz dz' = E[(Z—m)(zr_m)] _ COV(;ZP,Z')

Ainsi, la covariance o(h) d'une P.A. s'exprime simplement
& 1l'aide de la famille czz,(h) des covariances mixtes des indi-~
catrices de coupure IZ(X) et IZ,(x+h), selon la formule :

(4-2) | o(h) = Jf dzzp(h) dz dzt

On peut alors se demander ce que représente 1l'intégrale

(simple) de la covariance propre cz(h) de l1l'indicatrice de cou-
pure Iz(x).

On a déja vu que , pour h = 0, cette intégrale, qui représente
alors 1'intégrale en z de la variance de l'indicatrice IZ, est
égale a l'indicateur de dispersion S :
+o0 . R avy] . .
j Var(I,) dz =f Mz) [1-F(z)] dz = S

—00 —-00

Dans le cas général (h # 0), il est plus agréable de rai-
sonner sur le variogramme. En effet, l'expression (IZ - I;)2 ne
prend gue deux valeurs : 1, si la coupure z tombe entre Z et 2°',
et O autrement, ce qui s'écrit :

N
(1, - Iz) - 1Z A2'<z < Zv 2
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et, en intégrant en z :
1.2
J (I, -1,)" daz = |z - 2|

Posons »
]
Yz © % E(lIz - Iz‘ )

En intégrant en z, nous trouvons donc :
+00 '

| voas =g fin, - 11%e] = L mClz-2 D)

Ainsi, si 1'on désigne par F (dz, dz') une loi bivariable
symétrique en z et z' admettant des marginales égales 4 F(dz),
et si 1'on pose, selon des notations qui se comprennent d'elles-—
m8mes

f Lo
_ 1 ' — ' '
Sp =3 Ep(IZ—Z ) = 7 | J |z-z"| Fp(dz, dz?)
~+00 +00
(4-3) 4 S, = 5 E(lz=2) =1 | | Je-s| Waz) Fazn)
400
=j ®(z) [1-B(z)] dz
N -3

1l apparait que l'intégrale en z de la covariance propre o,(p)
de l'indicatrice de coupure est donnde par :
+e0

(4-4) { o,(p) dz = S, - 5 = 1B (2-2']) - 3 Ep(lz—z'l)

Dans le cas d'une fonction aléatoire, avee 72 = 2. et 2! =

x
Z y cette formule devient :

X+h
+00

y cz(h) dz = S - sp(h)

-—00

I1 est plus agréable d'introduire le variogramme de 1'indicatrice

2
v,(8) = 5 BI(T (x) - 1, (x+h)) ]
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Crn trouve alors :
, o _ 1
(4-5) sz(h) a4z = S (py =5 Bl12g = 2,1)

Ainsi, si nous définissons le variogramme d'ordre 1 en
posant :

z_ )

Y1(h) = % E(sz+h - xl
il apparait que le variogramme d'ordre 1 est égal a 1'intégrale
en z du variogramme des indicatrices de coupure I, . Dol ré-—
sulte en particulier que 71(h) est un vrai variogramme (i.e. -t
-y, est de type positif conditionnel). Plus généralement, mon-
trons le résultat suivant :

THECREME - Soit %(x) une P.A.I.-0 au sens strict. Alors, pour |
; tout réel a tel que O < a s 2 la fonction Yo définie en po-

sant

Ya(h) = % E(lzx+h - zxia)

est un variogramme (i.e. : “Yq est de type positif condition-
nel).

(Par FAI-0 au sens strict, on entend que les accroissements

Z(x+h) - Z(x) sont stationnaires (en x) au sens strict, et non
pas seulement stationnaires d'ordre 2 : il suffit, en réalite,
de supposer que, pour toute fonction ¢ telle gque cette espé-
rance existe, E[q;(ZX+h - Zx)] ne dépend que de h).

Pour démontrer ceci, partons dfune fonction f£(x) quel-
congque, et soit N une poissonnienne d'espérance 6. Définissons
une F.A, Z1(X) en posant :

N
z,(x) = [£(x)]

Sa covariance (non centrée) est :

<2,(x), 2,(y) > = e OL1E(x) £(¥)]
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En particulier : g,% [1-f2(x)]
12,(x)] = e |
Soit alors Zo(x) la F.A. obtenue en normant Z1(x) :
Z (x) = 2y %) |
X) = ——
° HZ1(X)H

Elle admet la covariance

| - 2 [£(x)-£(y) 12
(4-6) o(x,y) =e 2 [2(x)-£()]

Ainsi, pour toute fonction f£f et tout 6 > O, 1é-fonction
définie en (4~6) est de type positif. Si maintenant nous rempla—-
gons f(x) par une PAI~O0 (au sens strict) Z(x), il en résulte, en
passant & 1l'espérance, que la fonction :

~-t(Z Z

2
x+h x) }

o

Ct(h) = E [ e
{qui ne dépend que de h) est une covariance pour tout +t > 0.
Choisissons alors « (0 <« a0 <2) et substituons & +t une va-

riable gléatoire positive T obéissant & la lol stable de parametre
a/2, définie par : '

_ . 2 0/2

On trouve ainsi que l'expression @
~alz_. -2 |
E(Cy(h)) = B ‘[e xHh X }

est encore une covariance pour tout a > 0. Par suite :

a
1 - e_alzx+h_zx'
E

a

est un variogramme pour tout a > 0. Il suffit alors de faire
tendre a vers O pour voir que la fonction @



a
Ya(h) =’E[lzx+h - 2|7l
est elle-m@me encore un variogramme.

N.B. On rapprochera ce théoréme du résultat plus simple suivant :
si y(h) est un variogramme, (y(h))B est encore un variogram-

me pour tout rdel B tel que 0 < B < 1.

La démonstration part du théordme connu selon lequel y(h)

-ty(h) est uneccovariance

pour tout t > O : on substitue & t une V.A. T » O telle que

est un variogramme si et seulement si e
AT —anP }

E(e )=e

B

d'ou résulte que e”® est une covariance pour tout a > 0, et par
suite YB est un variogramme.

5 - EXEMPILES.

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations (légdrement
abusives)

S = % JJ[z-z'l Fp(dz,dz') 5 S,

P = % jjlz-z'l P(dz) P(dz')

pour toute loi bivariable symétrique Fn(dz,dz') admettant des mar-
ginales égales & F(dz). De mdme, dans le cas d'une F.A. station—
naire (au sens strict) :

VA

v (B) = 5y = $ (]2 )

x+h ~ xl

UOREENLSERNL

a - Une inégalité,

Pour toute V.,A., X admettant un moment d'ordre 1, on a :
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1/2
E(|X]) < (E(x)) /

avec égalité si et seulement si |X| = E(|X|) p.s., crest-a-dire
si la loi de X est concentrée sur deux points symétriques par
rapport & 1l'origine,

N

Appliquons ceci & X = |2-Z'|, lorsque Z et Z' admettent la
loi bivariable Fp. Comme on a : :
| ] ~— . '»2 — 2
E(lzz']) =258, ;5 E((z2')9) =2 o*(1-p)

r~

il vient :

(5-1) S scl/?—;—o

p

Soit encore, pour les variogrammes :

(5-1) v,(n) <V3 v(n)

J'ignore si 1'égalité peut &tre atteinte dans ces inégalités.
Rappelons seulement que, dans le cas ol 2 et 2' sont indépendantes

(et non pas seulement sans corrélation), l'indicateur de disper-
sion § = 3, virifie 1'inégalité suivante, plus sévire que (5-1) :

- O
S = So <

V3

avec égalité si et seulement si la loi F est une loi uniforme

sur un segment de droite. (On en déduit qu'il ne peut pas exister
de FAST possédant de bonnes propriétés ergodigues (fortement mé-
langeantes) pour laguelle (5-1') deviendrait une égalité : car
pour h = = on trouveralt Yy < v/ V3).

b - Modéle mosafque.

Avec la loi bivariable du modele mosalque :
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dez,dz') = p Gz(dz') Fldaz) + (1-p) F(dz) F(dz?)
il vient :
(5-2) | 5, = (1-p) 5,
soit, en termes de variogfammes :

(5=-21) ' 71(11) = —Sé y(h)
(s)

ou 8 = S, est 1'indicateur de dispersion de la loi monovariable F,
et 02 sa variance. Ainsi, dans le mod&le mosalque, le variogramme

d'ordre 1 est proportionnel au variogramme d'ordre 2,

c - Modele bigaussien.

Pour toute gaussienne centrée X, on a
E(|X]) = \/-T% Var X

Par suite dans le modéle bigaussien les anamorphosdes gaussiennes

vérifient toujours :

(5-3)

Ie variogramme d'ordre 1 est donc ici proportionnel & la racine

carrée du variogramme y : son comportement autour de h = O est

donc trés différent de celui que prévoit le moddle mosalque
(effet de destructuration treés intense), ce qui doit permettre,
dans les applications, de procéder 2 des tests trés simples pour
discriminer ces deux modéles.
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d - Modele bilognormal.

Dans le cas lognormal, p et 02 désignent le coefficient
de corrélation et la variance du logarithme des variables, et

non des variables elles-memes. Par contre, y et Y4 désignent les
veriogrammes d'ordre 2 et 1 des variables elles-m&mes. En parti-
culier :

2
y(h) = m? 962.[1 -e 9 (1—9)]

Pour calculer le variogramme d 'ordre f, partons de 1l'ana-
morphose :

~

2
7 =p 0¥ — /2

ouY est gaussiehne réduite, et reportons-nous & la formule (1-4).
Ia covariance de 1l'indicatrice ly,y » soit cy(p) est donnée par :

p _ .
1 1+x dx

Gy(p> = P j € ——

o VQ—XZ

et nous devons calculer 1l'intégrale :
-2 /2 oy
H(p) = J Gy(p) dz = m e o j e oy(p) dy

Comme on a @

2
S
60’()"‘ e 1+p
3p %y Pl T 5
2n V1-p
on trouve d'abord :
2
—g2 +00 S A
2 H(p) _me 972 de e T+0 ay
op 2n v1—p2 —c0
2
_d® o %
_.ng e 4 e
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D'aprdés (1-1), on a ensuite :

s, - 8 = H(p) - Hj

o p

-9 P x8
mo ., 4 J o 4 dx
2 Vn 5

i
=
™
—
o
u
Q]

G ‘qj‘

== p

V2
Dol enfin :

° Vo

ol G est la fonction de répartition de la loi de Gauss., En p = 1,

Sl—Sp=2m:EG(—G-)‘ —G<o\ﬁ—;—2\,‘] .

-

on a ensuite Sp = 0, d'olu

A2
[
=

—
N
G2

NN

~ll°

—
i

_—
Al

et enPin :

(5-4) Sp =m [2 G< o -159) - 1]

ou, -en terme de variogramme

) -]

(5-47) Ty = w [z o/ 22

Y1, 4ésignant cette fois le variogramme de fh Z(x).

e - Modele bigamma.

Nous considdrons maintenant le cas ol Z et Z' sont des
ganra (de paramétre a) svec une loi bivariable Fp définie par
sa transformée de Iaplace :

E[e-—kz—pZ'] = 1 o
[1 + N+ pu+ (1-p) Ku]
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ou sa densité :

- |

1 z _z!

e (2.2") = 1 r () £ (2Y)
( p(z,z ) nE; Pn (1-p)2 ~TFa (1‘9) n+a 1=

_ (1=0)%  r(an) o7

n F(a) n!

!

(fn+a est la densité de la loi gamma réduite de paramdtre a + n).

On sait que cette loi bivariable est celle d'un processus marko-.
~alhjy

vien du type diffusion (avec p(h) de la forme e

Changeant A en -iu et p en +iu dans l'expression de la trans-
formée de Iaplace, il vient immédiatement :

(5-5) p[et (22N 1
Le [1 + (1-p) u2]®

drolt résulte :
Ep(lZ-Z'[) = Vi-p . B (|z-2'])

Sp = SO Vi-p

clest—-a~dire

Ainsi, exactement comme dans le cas bigaussien, le vario-
gramme d'ordre {1 est proportionnel & la racine carrée du vario-

gramze d'ordre 2.

Pour calculer le coefficient de proportionnalité, partons
de (5-5) écrite avec p = 0O :

prein(z=21)y _ 1 = 1 : go-t mtut
[e ] (1+u2)a F(a) J © a%

O

qui montre l1l'équivalence en loi :

2=Z2' = X V2 Ta
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cu X est gaussienne réduite et T, gamma (o) réduite indépendante
de X. Par suite :

r(3+3% r(a+d
Vi T(a)

E(|z-2'|*) = 2

et, pour A = 1

s =4 E(|z-2']) = rla + )
o 2 B Vr I'(a)
il vient ainsi : ( 1) '
MNa + 5
(h) =8 = —_— v 1= .
Y1 P Vr T'(a) ° '

D'autre part, la'variance 02 est égale 4 @, et par suite :

y(h) = ay1-p

d'ou la relation cherchéde :

| Pla + %) /-0
-6 y)= = Vi

I'(a)

Iorsque a tend vers 1l'infini, on obtient & la limite (comme
il se doit) la relation (5-3) du cas bigaussien.

6 —~ IE MODELE HERMITIEN.

Considérons maintenant avec quelques détails le modéle her-
mitien le plus général., Dans ce modeéle, les anamorphosédes gaussien-—
nes Y, Y' admettent comme lois bivariables des mélanges de lois de

Gauss & 2 varisbles. Plus précisément, la loi bivariable de (¥Y,Y')

est définie par ses marginales (loi de Gauss de densité g(y)) et
des coefficients T, tels que :

BE(H (V)/Y') = T &8 (Y')
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Sous réserve de comvergence, la densité d'une telle loi
bivariable stécrit :

) = T B EG) B ely) ey
n=o :

Ty = 1» T, = E(YY') = p). J'ai montré ailleurs que les T défi-
nisgent effectivement une loi si et seulement si ils sont de la
forme

+1
(6-1) T :J " w(dr)
-1
ol =(dr) est une loi de probabilité concentrée sur (0,1) : ce
quil revient & dire que toute loi hermitienne est un mélange de
lois bigaussiermes gr(y,Y') de la forme :
+1
(6-2) £(y,y") =J g.(7,5") w=(dr)
-1

(ou encore que toute hermitiemme se déduit 4'une bigaussienne en
randomisant le coefficient de corrélation r).Dans tout ce gui suit
nous supposerons vérifide cette condition (6-1).

AT =p fizé, considérons la famille hermitienne définie
par (6-1), sous la condition @
+1
(6-3) | rwan) =

-4
i

Calculons Sp : compte tenu de (5-3) et de ltexpression (6-2)
du mélange bigaussien, il vient immédiatement :

+1
= 1 7 oldr)
(6-4) sp e L Vi-r (dr)v

Comze V 1-r est une fonction concave sur (-1,1), on en dé-
duit immédiatement que S_ est maximale (& p fixé) lorsque la loi

w(dr) est concentrée en son barycentre p, imposé par la condition
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(6-3), et minimale, au contraire, lorsque = est concentrée sur
les deux points r = *# 1, soit respectivement pour

=8
“Max o
“Min 2 -1 2“1

avec respectivement

pmax

S

-e

:....._.Q_."'_ .
PMin {2 =x

s

ou encore, en introduisant pour plus de clarté l'indice S de dis-
rersion de la loi de Gauss réduite, qui est :

S = e
(6=5) V' )
1_.
S =S Yi-p; s = S
Pllax " Puin V2

et, dans le cas général :

(6=51) S }%P < Sp < S Vi-p

Ie modéle mosalque figure comme cas particulier de notre

modele hermitien général. On 1l'obtient en prenant :

B = p 5.1 + (1-p) & (p = 0)
c'est-a-dire
To=1 3 T, =0p (vn=>1)

il lui correspond la valeur :

Sp = S(1-p)

Ainsi, le cas bigaussien (w concentré en un seul point p)

est un cas extrémal : il correspond =zu maximum de destructuration.
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Chose curieuse, le minimum de destructuration n'est pas obtenu

pour le modéle mosaique, mais pour Barin concentrée en (-1 et +1).
A ce minimm de destructuration est associée, tout comme pour 1le

modeéle mosalque, une relation de proportionnalité entre les va-
riogrammes d'ordre 1 et 2 (au lieu d'une loi en Yy ~V¥ dans 1le
cas bigaussien).

On notera aussi qu'a ce minimum de destructuration (wMin
concentré en -1 et +1) est associde une loi bivariable trés par-
ticuliere, puisque corcentrée sur les 2 bissectrices Y = + Y!,

7 — UN EXEMPLE DE F.A. A TOI HERMITIENNE.

Donnons, pour terminer ce tour d'horizon (qui s'est finale-
ment élevé quelque peu au-dessus du point de vue du seul "krigeage
des indicatrices") un exemple de fonction aléatoire non triviale
admettant des lois bivariables hermitiennes. Partons de la remar-
que simple suivante : soient 21 et 22 deux gaussiennes réduites
et X une V.A. quelconque indépendante de Z, et Z,- Posons:

2 = Z1 cos X + 22 sin X

~Alors 2 est une gaussienne réduite indépendante de X.

En effet, on trouve immédiatement pour la loi conditionnelle
de 2 & X fixé : '
| u?, 2 2 2
iuz -3 (cos® X+ sin“ X) -
E[e™7%/X] = e = e

ol

expression qui ne dépend plus de X.

De la méme fagon, considérons deux F.A. gaussiennes station-—
naires Z1(x) et Zz(x), d'espérance nulle, de variance unité et ad-
rettant la m8re fonction de covariance p(h), et soit X(x) une FAT-O
(au sens strict) indépendante de Z, et 2, . Posons

(7-1) Z(x) = Z1(x)‘cos X+ Zz(x) sin X



Pour chague point x, la V.A. 2(x) est une gaussienne réduite
indépendante de la F.A. X (mBme raisonnement que ci-dessus). Congi-
dérons deux points x et y, et les variadbles 2 et Zy : condition-
nellement lorsque la réalisation de X est fixée, on trouve cette
fois :

. u2+v2

/5] = e 2

E[e:i.uzxi-ivz - p(h)uv cos(Xi—Xy)

(avec h = x~y). La loi bivariable est donc définie par :
2,2
iuZX+in - & Zv
Efe 1 = E[e

-p(h)uv ch(X&-X&)

]

Comme X est une FAI-0, l'espérance qui figure an second mem-
bre ne dépend que de h : d'ol la stationnarité de 1la loi bivariable
(ce qui veut dire que Z(x) est stationnaire d'ordre 2 ainsi que
‘toutes les anamorphosées @(ZX)). Et la loi bivariable elle—mBme
est une loi hermitienne, avec

(1-2) 1, = 0() Bl(eon(kyy k) ]

EXEMPLE : Si X est une FAST ne prenant que les deux valeurs O et
n/2, on obtient un mod2le du type mosalque. L'espace entier est
divisé en deux classes (un ensemble gléatoirec-et son complémentaire)
selon que Z_ = 0 ou n/2 : sur le premier ensemble Z(x) colncide

avec Z1(x), sur le second avee ZZ(X).

Notons pour terminer que la loi de Gauss ne reste pas inva-
riante par changement de support dans ce moddle trds curieux (7-1).
De fait, lorsque la réalisation de X est fixde, la variadle

ZV=%JZ(X) dx

v

apparait comme une gaussienne d'espérance nulle et de variance

Var(ZV/X) = %2 J J p(x~¥) cos(Xi—Xy) dx dy
Vv
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On trouve donc pour la lol de ZV :

2
iuz, - % %2 JJ p(x=y) cos(Xijxy)dx dy
yv

(7-3) E(e ) =E e

Cette loi se présente comme un mélange de lois de Gauss ad-
mettant la meme moyemne (nulle) mais des variances différentes. En
langage bref, Zy est une gaussienne a variance randomisée. Cette

remarque pourra peut-&tre servir de point de départ pour élabqrer
de meilleurs mod&les de changement de support.

~

ANNEXE -~ UNE PROPRIETE DE L'INDICATEUR DE DISPERSION. S.

Je note ici, pour ne pas l'oublier, une propriété de 1l'indi-
cateur S qui n'a guére de rapport avec ce qui précdde, mais pourra
servir a l'occasion. A toute loi monovariable F, nous associons

son indicateur SF défini par :

+c0
(a-1) Sp = j

-0

P(2)(1-K(2)az = } [[ ¥(az) |z-2'| Bazr)
Alors : |

TEROREME - Lg fonctiomelle S, est une fonctionnelle concave sur

[

RO

l l'espace des lois monovariables,

En effet, on remarque que la fonctionnelle :

B S, -3 ” w(dz) |z-z'] plaz’)

it une forme quadratique sur l'espace des mesures sur R. Il

5 B

ormal de lui associer la forme bilinédaire correspondante :

Sp,#,'= %_JJ p(dx) |x-x'| pt(dx')

En particulier, si F et F' sont deux lois, on trouve :

S(p-pr) = Sp * Spr = 2 S5 po
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Mais on a nécessairement :

En effet, la mesure p = P-F' vérifie la condition |p = 0. .
Comme —|h[ est de type positif conditionnel, i} en résulte bien

S(popry = || w(a0) |ex'| paxt) <0

avec d'ailleurs égalité si et seulement si F = F'. Ainsi

S, . +3
P op |
(a~-2) SF,F' = ——5— )
Soit alors P et F, deux lois, et A ¢ (0,1). Posons :

it

Ry (1-2) F, + A P,

On en déduit aussitdi

2 2
S, = (1-A)° 8. + 2 A(1-A) 8 +2° S
Fy F, FoF, F,

et, compte tenu de (A-2)

2 2
Spmo= (1=A)° 8, + A(1-2) [Sp+ S, ]+ A° S
P F, PR, P,

D'ou le théoreme.

COROLIAIRE ~ La fonctionnelle

! a(Fr,p') = Vz Sppr — Sp — Sp
; constitue une distance sur l'espace des lois monovariables.

En effet, considérons sur R une PFAI-0 Z(x) admettant le
variogramme % |h]. On trouve
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_d(F,F') = | J(F(dx)-F'(dx)) Z(x)) = uzF-zF,"
Par suite :
CA(B,F") = |2 Zgll = (|25l + HZF-"Z_FnH
d'ol résulte 1'inégalité triangulaire :
a(F,F") < a(P,P*) + dA(P', ™)

D'autre part, on a déja vu que d(F,P') = O entraine F = F' :
il stagit donc bien d'une distance. ’ -



