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LES APPIICATIONS IDEMPOTENTES

par

G._ MATHERON

1 — PRELIMINAIRES

Dans ce qui suit,fD désignera un treillis complet, c'est-

a dire un ensemble muni d'une relation d'ordre, que nous noterons

et tel que toute famille d'éléments A; dans ¢P admette dans &P un

plus‘petit wmajorant, que nous noterons[J\Ai y €t un plus grand mi-

norant, gque nous noterons N Ay Ceci implique 1l'existence dané &P
d'un plus grand élément E et d'un plus petit élément ¢ .

Dans les applications, P pourra &tre l'ensemble PP (E) des
 parties d'un ensemble donné E (et dans ce cas les notations Us N »
c etc... auront leur signification ensembliste usuelle), ou bien

une classe de fonctions sur un espace donné (et dans ce cas £y
représentera un Sup). D'autres cas pourront se presenb'r. 1’ar
exempie, si E est un espaoe topologique, on pourra travailler sur
l'espace des fermés x ou des ouverts g% Sur 3, par exemple, 1'Inf
d'une famille A € ¥ coincide avec lt'intersection ensembllste N Al,
Par contre le Sup est la réunion fermde U A .

Une application b 2 97 > P est dite croissante si A c A'

dens P implique ¢(A) < ¢(A'). Elle est dite idempotente si ¢ 0 ¢ =

= ¢ (le plus souvent, nous écrirons ¢ au lieu de ¢ o ¢). Elle est
dite {y~propre si :

(1 : application identique)

bo(IUd)=4¢
et MN-propre si
¢o(1rw)=¢

Uhe application cromssante, ‘idempoftente et {_~propre (resp.,
- M~propre) sers dite, par abrevzatlon c.i.) (resp. c.i.n).
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On dira aussi que ¢ est extensive si ¢ o I, et anti-extensive
si ¢ ¢ I. Une fermeture est une application croissante, extensive et
idempotente ; une ouverture est une application c., i. et anti-exten-—
sive., les ouvertures aussi bien que les fermetures sont & la fois
c.l.ly et c.in &

Dans le cas olt @ est mni d'une complementatlan ﬂ (par

- exemple si =P(E)), les applications c.i. et c.i.  se corres—
pondent par dualité. En posant ¢* = [ ¢ [ , il est clair en effet
que ¢ sera c.l.|) si et seulement si ¢* est c.i.n, et réciproquement.

Dans 1le cas€7)=0°GRn), on s'intéressera parfois plus spécia=-
lement aux applications ¢ compatibles avec les translations (i.e.

t¢ = ¢t pour toute translation 1), ou t-applicatiods. Il est facile
de voir que les résultats que nous allons établir resteront vrais

si nous remplagons partout dans chaque énoncé le mot "application"
par le wot "t~application" (on le voit en remarquant que les diverses
classes B, , dé ete... définies ci-dessous‘sont automatiquement
stables par translation dés que ¢ est une t-application).

Voici un premicr résultat simple, qui nous servira de fil
conducteur : ' '

Soient ¢ une fermeture et y_une ouverture sur >F . Alors
Y? est c.i. et gy est c. i.Nn. '

Ces deux énoncés se déduisant l'un de 1l'autre par dualité,
il suffit de démontrer le premier d'entre eux. Posons

b =v9
Il est clair que ¢ est croissante. Comme y est une‘ouverturé,

onmayeclIdol¢=rypc g, donc g vy pc o 9= o (idempotence et
croissance de ¢), puis vy 9 Y ¢ « y ¢ (croissance de y), c'est-a-dire

bbb




Meis ¢ o I entraine 9 y 9oy ¢, d'OU Y 9 Y 9 DY Y Q=1 @
clest-a-dire ¢ ¢ o ¢ . D'ou 1l'égalité

bb=4¢

¢ est donc idempotente. Enfin, de y g c I Uy 9cI U9 =9, On
tire y o=y 9oy ocyoeoIUy e cvyoo=y ¢, d'olt 1'égalité

¢ =¢ oI Y ¢)

qui montre que ¢ est c.i.y

Nous verrons dans un instant que ce résultat admet une réci-
progue : toute application c.i.|) est de la forme y 9, et toute appli-
cation c.i.N est du type § y. Il existe des applications croissantes
qui sont & la fois c.i.y et c.i.n .(nous apprendrons i les construire,
en raison de leur intér&€t), mais il en existe d'autres qui ne sont
ni c.i.y ni c.isN - et qui par suite ne peuvent pas se mettre sous
la forme ¢ y ou y ¢. Voici un exemple simple :

Prenons BcE (B #E, B# ®). Pour tout A e;gf(E), posons

A si AoBousi Ac B
¢(a) =

B sinon

On voit facilement que ¢ est croissante et idempotente.
Mais

Asi Ac B

it
il

o(A U ¢(a)) AU“B si A¢# B,

]

o(A N ¢e(a)) Asi Ao B

ANB si AAB,

de sorte que ¢ n'est ni c.i.y ni c.i.n .




2 = QUEIQUES CRITERES

Donnons maintenant guelques critéres qui seront constamment
utilisés dans ce qui suit, et d'abord quelques notations.

Pour toute application ¢ : J° — P » nous désignerons par
Im(q;) 1l'espace image ¢(&P), et par {,B (ou simplement B s'il n'y
a pas d'ambiguité) la famille des 1nvar1ants de ¢ :

B = {a: 4= ()]
On a toujours 1tinclusion :
G%) c Im(¢)

et ¢ est idempotente si et seulement si 1'égalitd :

qu) = Im(¢)

est réalisée.

A toute classed c P nous associerons la classe @ stable
pour | engendrée par J3 (i.e. l'intersection de toutes les classes

stables pour |J contenant J8) et nous désignerons par I.:B(ou sim=-
plement T s'il n! ¥y a pas d'ambiguité) l'ouverture associde i @

c'est-a~-dire le plus petit prolongement sur P de la restrlctlon
a B de 1l'identité I. De méme, B sera la classe stable pour N

engendre par @ et 1\73 (ou T) 1la fermeture associée a B (plus

‘grand prolongement sur J° de 1 identité sur {B) Explicitement :

I(A) =U'{j3~ Be®B, Bc A}

-e

-e

I(4) =N {B;5; BeB, Bo A
Critére 1 - Pour que deux applications ¢ et'q;' solient idempotentes
et admettent le méme domaine d'invarience B , il faut et il -

suffit que 1l'on ait :

bt =g b=

“we




En effet, ces relations équivalent a :

In(¢') « B, 5 In() B,

Or, on a toujours $¢ c Im(¢) et «Bd). c Im(¢p'), de sorte
que ces relations sont reallsees si et seulement si

\73¢ = 034). = Im(¢) = Im(d)')

D'ol le critére.
I1 sera commode de désigner par Jd(@_). la famille des

idempotentes admettant le m@me domaine d'invariance B, Ainsi,
¢ € Ja({B) si et seulement si

¢ q)l} = ¢!

0 e} o)

<

=
i

-

pour un élément ¢! € Ja(RR), et ces relations ont alors l:Leu
pour tout ¢' ¢ Jd(xB)

Critdre 2 - Si f est une application quelconque (P P) et
RBecP, on s les équivalences suivantes :
(Bf3\73,-@ £ = b, pour un ¢OeJd(\73)
o £ =4 v b e Ja(B)
o T g€ Ja(B®) pour un b € Ja(B)

Ies deux premiéres équivalences sont évidentes. D'apres
le critére 1, £ ¢ € Ud(\7‘3¢ ) équivaut & f by b = &, et
‘ . o) '
¢Of¢o=f¢o, soit

T 7 by 08 by £ dy =1 b

Comme la seconde relation est en fait une consequelnce
de la premidre, on a blen

by € Jd(‘BqJO) < £ ¢ = b,




Critére 3 - Soit ¢, € JaB), et £ quelconque. Alors :

I B, >B » ¢, te JaB)

En effet, éBf > B entraine f by = b, (critére 2). On a
alors

¢o f.¢0 = q’o ¢o = ¢o et ¢o'¢o t= ¢o £

Done ¢o f est idempotente et admet le mme domaine d'inva-
riance que bo (critére 1). On peut améliorer ce critére comme
suit :

Critére 4 - Soit ¢o € gfd(JB) et f quelcongue. Alors :

En effet, la condition by f= ¢O f est toujours vérifiéde.
‘D'apres le critére 1, on adone ¢, f ¢ JAWB . ) si et seulement si
Yo
d)o f.q)o = (bo‘ .

bo £ e JAUB) o o, T, = ¢,

Critére 5 - Si ¢, est idempotente et f quelconqgue, alors :

|

by f = by = f by est idempotente.

En effet, on a alors f U f ¢6’= f by b, = 1F by
On notera que la relation d'ordre sur 2 ne joue aucun
rble dans les 5 critéres précédents, et aussi bien ces criteéres
concernent des idempotentes quelcongues non nécessairement crois—
santes. Dans tout ce qui suit nous ne considérerons pluslque des-
applications croissantes. En particulier, nous désignerons mainte-
nant par gd(JB) l'ensemble des gpplications croissantes et idem-
potentes (s'il en existe) admettant U2 comme domaine d'invariance.
Nous écrirons aussi éfd(¢) au lieu de cjd(05¢) pour désigner la
famille des c.i. admettant le méme domaine d'invariance que ¢.




Critere 6 - Scoit f une application croissante quelcongue. Alors

En effet, si f est invariante sur B, elle est comprise
entre le plus petit et le plus grand prolongement sur P de l'iden-
tité sur V8 . Inversement, on a I(B) = I(B) = B pour tout B ¢ (8,
de sorte que I c £« T entraire £(B) = B, et B ¢ R, .

@ ~s
e S>B o Ig?c:f‘c I&E

Critere 7 - Soient f et g croissantes et idempotentes telles que
f > g. Alors :

gf
i/ fofgfo ogfgoeg
fy

ii/ gf, fg, fgfetgfg sont croissantes et idempotentes,
et @

fgfe Jifg) ;3 gfge Jalg £)

iii/ f g‘f est la plus petite idempotente majorant g f U £ g ,
g £ g est la plus grande idempotente minorant g f et f g.

iv/ Ies équivalences suivantes sont vrales :
Ja(f g) = Jad(g £f) & fgf=g*t
o« gfg=1~fg

« fgecgtf

Ies inégalités i/ sont immédiates. De
fofgfogf
on déduit, en multipliant & gauche par g :
g f > gfgfogtf
d'ob g f =g f g f. De méme fg D‘g f g o g entraine, en multipliant

par f : f gofgfgnofg, d'ouf g=7*Fg f g. D'apres le critére
1y les relations



fgffg=fgfg==~g
fgafgf=Ffgfgsaf=Ffgt

montrent ensuite £ g £ € Jd(f g). On trouve de méme g £ g ¢ Ja(g f),
d'ol le point ii/.

f g £ est idempotente (ii/) et majore f g U g £ (i). Soit
¢ une idempotente croissante majorant f g et g f

¢ ofg $ogf

On en ddduit (s'agissant d'applications croissantes)

b=¢dofggf=~gf

Donc £ g f est bien la plus petite majorante c.i. de
fgyueft.

Enfin, d'aprés ii/, on aura Jia(f g) = ~jd(g f) si et seu-
lement si £ g £ ¢ \jd(g f). D'aprés le critére 1, cela équivaut &

fgfgf=gf et gf.fgf=fgft

c'est-i~dire (compte tenu des idempotences &tablies ci-dessus) &
la condition unique ,
fgf=gf

d'ailleurs elle-m@me équivalente &
gfg=1g
@dmme on le voit en multipliant & droite par f ou par g).

Compte tenu de iii/, enfin, f g £ = g £ équivaut &
g £f>f g, ce qui achtve la démonstration.

REMARQUE - Noter que si £ = ¢ est une fermeture et g = Yy une ouver-
ture, on a ¢ o I o y, de sorte que l'idempotence de ¢ y et de y P
résulte du critére 7. Au fait que y ¢ est c.i. répond la circons-
tance plus générale suivante : '




Si h est une application croissante quelcongue telle que
g fchef, alors

g fh=gf

Bn effet, en multipliant & gauche par g f les inclusions
ci-dessus, on trouve g f g f=gfcgfhecgff=gif, d'od
1'égalité., De méme, si f g > h > g, on aura

fgh=*~fg

3 — STRUCTURE DU DOMAINE D'INVARIANCE 3.

Si{Pest une partie guelconque de OD, il n'est pas vrai
en général qu'il existe des applications croissantes et idempo-
tentes admettant VB comme domaine d'invariance. Il convient
donc de rechercher les conditions sous lesquelles Ja(J3) n'est
pas vide,

Soit ¢ une application c.i.,0%b==asson domaine d'inva-
riance, T et T l'ouverture et la fermeture assocides & Cé et 8.
D'aprés le critére 6, nous avons déja : ‘

(3-1) | Icoed

et, comme P est contenu dans Bet &, le critére 2 nous donne
aussi

(3"’2)‘ | ;L q_; = 'i' (b = q)

d'ol aussi, d'asprés le critdre 3

(3-3) o Ledaw) ¢ T e Jay)
En fait, on a les égalités

$1=T1 ;5 ¢T=1T
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En effet, ¢ o I entraine ¢ T> L T . Mais T 5 ¢ entraine
To51¢=¢arapres (3-2), et, en multipliant & droite
ITT=1T5¢7, atol 1'égalité ¢ T = I T. On démontre
¢ I =T F . Noter que, d'aprds (3-2), T 1T =T¢T=0¢ 1T,
et de méme T T L = ¢ I. Nous poserons donc

~J

by =TL=LTL1=0¢]1
(3-4) "
by=1T=T1T=¢7%
et 11 vient les indgalités :
(3-5) Icipcdc byl

On note, d'aprds (3-3), que by €t &y sont dans Ja(e).

- Plus précisément, en remarquant que ces éléments ne dépendent que
de I et I, clest-a~dire de ¥B (et non du choix de 1'élément par-
ticulier ¢ ¢ Ja(8B), pourvu toutefois que Ja($B) ne soit pas
vide), on voit que ¢ et ¢M‘sont respectivement le plus petit et
le plus_grand élément de Jd(JB). Comme I est une ouverture et T
une fermeture, on note aussi que ¢ est c.i.n, et o CoedalJe

I1 en résulte que J3c T est compldtement réticuld (pour
1'ordre induit par <) si JdE3) n'est pas vide.

En effet, soit B; € J3 une famille d'éléments de B . On
a évidemment | By € B, soit | B, = I Bi), donec, d'aprés (3-4)

¢(U By) = ¢ I(UB;) = ¢, (UB;) = T T(UB,)

L1

c'est-a-dire, puisque I(UB;) = U By
T(UBy) = ¢(UB;) € B
On trquﬁe de la m8me maniére :

LB, = 4(rBy) € B
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Ainsi, la famille B admet un plus petit majorant dans 3B ’
savoir IQJB ) eB, et un plus grand minorant dans & s & savoir

a
I(rB;) ¢ B .

Il se trouve que la réciproque est vraie. En effet, soit
® - J° complétement réticulé pour l'ordre, induit par « (i.e.
IQJB ) et I(nB ) € B pour toute famille B, dans 73 ) I1 faut
montrer que <Jd(65) n'est pas vide.

Soit A € 2. T(A) est 1'intersection dé 1la famille des
B ¢ {3 tels que B> A. Cette famille admet donc un plus grand
minorant dans J3, puisque JB est un treillis complet, soit
I T(A) ¢ B. Désignant par by = L T cette application c.i. ,
nous avons donc

J@@mrc NG

il
EY S ’, . ~ ..
Hlais, /3 étant contenu dans . et dans V3, on a aussi

T(B) = I(B) = B pour tout B €~73, donc aussi ¢M(B) = B. Yar suite
B 2& . D'oll 1'égalité ‘
| M

B = J%M

qui montre gque 1'élément by €St dans :fd(JB). Ainsi
THEOREME 3 - Pour qu'il existe des applications croissantes et
idempotentes admettant un sous-ensemble ~8 domné de P coumme

domaine d'iﬁvarianée, il faut et il suffit que B soit complé-
tement réticulé pour l'ordre induit par <, clest-a-dire :

Twm) e® 5wy c B

pour toute famille dans & .
SCHOLIE { - Cette condition &tant remplie, on a de plus

TUBy) = eUB) 5 L(NB;) = 4(nB;)




-] Do

pour tout ¢ € Ja(B). De plus Ja(B ) admet un plus petit
élément ¢ (qui est c.i. ﬂ)et un plus grand élément d’M (qui
est c, 1.U) donnés par

by =TL=1TL=0¢]
(v ¢ € Ja(mB)

=17 =¢ T

]
[
bigm!
L atd

by
On aﬁencore pour tout ¢ ¢ Ja(d>)
Le=T¢=4
et les inégalités

Ic ¢mc¢\c¢McT

Notons maintenant que l'on a nécessairement :
B = Bn B

- De fait, @ n<a& s ‘ V3. Mais, inversemén’c tout Be BN B est

inveriant pour T et L donc pour d’M =1 T . Done @ﬂ B c @ =
=B, et l'égahté -t

Cette condition nécessaire (mais non suffisante) n'est
d'eilleurs pas trés stricte. En effet, soit .@ quelconque dans UQ,
et »f? (45 ) la famille stable pour (resp- pour N) engendrée
par ,.’{30. Posons :

J3 = @o n®,
Mors, on a évidemment V3 o JB et @ ~o ’ (5 , de

sorte que B vérifie la condition
R= Bn 3

En effet, B, c+3 entraine A8 c B, et Bc @, domne '
B c B , d'ol 1'égalité B = 2B . |

~0
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On peut alors présenter le théoréme 3 sous une forme
plus analytique :

SCHOLIE 2 ~ Soit{® une partie de 2. Pour que Ja(/3) ne soit
pas vide, 1l est nécessaire que l'on ait :

(a) A\73=A7§ﬂ»73

Cette condition étant remplie, les énoncés suivants sont
équivalents

i/ JaB) £ ¢ (ou & est compldtement réticuld)
ii/ I(HB) < 3
iii/ UB) « P
iv/
v/

=

(o
=2

WH HR
L L
T R
W
-

En effet, la condition ii/, par exemple, exprime que 1'é1é-
ment (c.i.)) ¢y = I T vérifie $¢ c /3 . Comme I I(4) € &B pour
M

tout A, la condition ii/ équivaut ‘a-@b c ﬂN::s N ~AB. Mais on a
M

tou jours ,@ N B c:,;BqJ . Ainsi, puisque B = B N A d'apres
g =B, i.e. ¢Me.\7d(-?5)

De m8me, iii/ équivaut & by = T ecfd(ﬁ). Comme T 51, iv/ est
dquivalent & T s T = I T cette condition exprime que, pour tout
A €77, 1'élément ¢,(A) est & la fois dans -Bet dans A et bqui-
vaut donec & ii/ De m&me v/ équivaut & iii/. -

(a), cette condition 1:|./ dquivaut & 8

REMARQUE - Soit ~% quelconque = 42. On peut toujours supposer
B=Bn B

(quitte & remplacer YA par cette intersection). Mais en général
on n'aura pas I(B) c B, et Ja(B) sera vide. Mais considé-
rons l'application c.i.y ¢1 définie en posant : ‘

v, =11
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Elle admet le doman.ne d invariance nﬁ I(,%) avec«BcJﬁ
‘ Soient I1 et 11 l'ouverture et la fermeture assocides & 05’ et
,481 « On a donc ‘

@Caﬁ” = I(B) c @

I1 en résulte ~8, = A/, soit I, = L . Comme b, € Jd(JQ1) ,
on a aussi

N3 =03, N B,

Mais, en général, l'inclusion 73 c:,7:=§'1 (i.e. T1 c I) sera
stricte. Pour que 1'égalité 'f1 =T ait lieu, il faut, en effet,
avoir AR = .?31 y clest-a~dire <JdaW3) # o.

Comme I, = I T c T, on voit que 1'élément maximim de
| Jd(.:B )s qui est I I vérifie

I T1>c:;‘[,i;=¢1

. Mais, buiSque A731 = ~75¢ par consfruction, on a aussi by ,;[,1 'f1
e o
et donc 1'égalité :

I, 1,12

sera stricte en général : pour Que l'on ait 1'égalité, i1 faus
(et il suffit) que T I et I ¥ aient le méme domaine d'invariance,
qui est alors nécessairement P N 73, c'est-i-dire B : 1'éga-
1ité n'a done lieu que si dd(xTS) n'est pas vide,

On aurait pu, évidemment, faire la construction en sens

~

inverse, en partant de by = T I » avec cette fois .\732 N3,
‘ Jﬁcn’/& , soit I =T 1c1 1, . Cette fois, c'est 1'élément

mnimal 12 o qul reste égal a T I s tandis que l'élément maxi-

ma.l;,zI2 est:II o
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4 = PLUS PETITE MAJORANTE C.I.|U , PLUS GRANDE MINORANTE C.I.N

Soit ¢ croissante et idempotente, .72 son domaine d'inva-

riance. Nous voulons établir l'existence d'une plus petite majo-
rante c.i. (p.p. M c.i.y) et d'une plus grande minorante c.i.n
(p.g.m c.i.n) de ¢. Partons de la remarque suivante :

Soit A € . On aura ¢(4) = I(A) si et seulement si

Ao ¢(A). En effet, I étant une ouverture, on a toujours
A > I(A), de sorte que ¢(A) = I(A) entraine A o ¢(A). Mais,
en sens inverse, A > ¢(4A) entraine I(A) o I ¢(4) = ¢(4)
(car I ¢ = ¢, Scholie 1). Mais ¢(4) o LI(4), d'aprés le méme
scholie, et donc I(A) = ¢(A). De la méme fagon, ¢(A) T(4)
si et seulement si A c ¢(4).

Ceci conduit aux définitions suivantes :

Domaines d'extensivité et d'anti-extensivité.

Nous appellerons domaine d'extensivité de ¢ le sous-ensemble

:~7§¢ de R défini par
(4-1) ~7§¢={Ic¢}={‘-’f=¢}

‘ : ‘ A
et domaine 4'snti-extensivité de ¢ le sous-ensemble B, de J° dé-
fini par : ' '

(4-11)

¢

"

= {I> ¢} {£v= b}

Ie domaine d'extens:.\rlté JS est stable pour U infini, et

contient -\73 De méme ‘B est stable pour N infini et contient A& .

b

De fait, siAied?,¢ s i.e. ¢(Ai)cAi y ON a 3

o(N A;) e nelay) en Ay

| A : |
et donec N 4A; 6\734) . Comme A = ¢(4) pour A € /3, ona-\rsc-\@q) ’
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~ e
et donec R c ,\é\q’. Méme démonstration pour ng; o Ainsi :

[ 4

v ~
TB e B 3 T8 B
~ (> ¢
et ces inclusions sont, en général, strictes. Néanmoins :

/~B=,~ﬁ¢n~f§¢=5sn,~2,3

( puisque ¢(A) = A équivaut & A c ¢(A) et Ao ¢(4)).

I1 est donc naturel d'introduire 1'ouverture &"‘ associde

v
au domaine d'extensivité ,.73¢ » puisque celui-ci est stable pour |,

et de méme la fermeture § associde au domaine d'anti-extensivité
A

By, ¢

$(a) =y (B BeS, » Be Al

“ ,
BeJ3, s Bo A}

4)\(A)=ﬂ{B o

En fait, § est la plus petite ferme ture majorant ¢, et de

méme,\ q‘f est la plus grande ouverture minorant ¢.

, En effet, soit, par exemple, ¢ une fermeture et »T3q) son
domaine d'invariance. L'équivalence :

/N

)
P> ¢ ﬂ»BCPcNBq,

est évidente. Or, supposons 9 o ¢ . Si A € B_, on a donec

A= ¢(4) o ¢(a), et par suite A 6.7/3\4, . Ainsi r\ﬁ@ c "ﬁcb . Inverse-
ment, supposons B ¢ ﬁtb . On adonec I>o¢ sur /B , et par suite
¢ est majorée par ie plus grand prolongement sur de la restric-
tion de I & A8, , c'est-a-dire ¢ ¢ ¢. Autrement dit, on a > ¢
sieet seulement si B, C,J?q’ y donc si et seul‘ement‘ si g o $. Par
suite f{) est bien la pTus petite fermeture majorant ¢. De lg méme
fagon, on montre que ?1; est la plus grande ouverture minorant ¢ .
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P.p.M c.i.y et p.g.m coieN &

Ltapplication ¥ $ est c.i.|y , puisque M est une ouverture
et § une fermeture, et de méme § ¢ est c.i.) . On a d'ailleurs :

Fe=18=0850¢
$¥=T¥=¢¥C¢

En effet, sur B, par exemple, on a ¢ = I , d'aprds (4-1').
Comme ¢ o 4; oo %pumque Jf est li plus grande ouverture minorant
¢) il en résulte ¢ = ¢ = I sur B

(4-2)

¢,etdonc$$=£$=@$.

Comme § > ¢, il en résulte § § = ¢ § > ¢ ¢ = ¢ Démonstra-
. v .
tion duale pour 4} U

Ces deux éléments gsont dans Jd(4)

(4-‘3) $8edalw)  §3e Yaw)

En effet, A/B(b C"’Bq, donne d'abord ¢ ¢ = ¢, et fTBq) c "Bq, donne
x 4’ = (b . D’Ou : o

‘Comme q‘f&) =¢ ¢, d'aprés (4-3), il vient ensuite : -

¢?b’$=‘¢¢$ =¢$=

Ainsi, les deux condltlons du critere 1 sont remplies, et

b e Jal(e).

Nous allons maintenant montrer que (p ¢ est la p. p ¥ec. i.y
‘de(betq)q;sapp.mcl.n.

I1 suffit de raisonner dans le cas de q‘f{;} (celui de (b\ &:
se traite par dualité). Nous savons d4éja, d'aprés (4=2), que la
01U ¥¢ma30re Ge ‘ : :
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Montrons d'abord que ¢ est c.i.l) si et seulement si

La condition est suffisante, puisque 5 $ est c.i.y . Inversement,
supposons ¢ c.i.ly , soit :

b o(TUY) =¢
On en déduit (I Y ¢lofI U ¢) = (TyUu U ¢ o(TUG) =I U ¢
Etant croissante, idempotente et o I, I U ¢ est alors une

fermeture., Comme ¢ o> I |J ¢ pour toute fermeture majorant ¢ , I U ¢
est donc la plus petite fermeture majorant ¢, soit

A
IUb =19
Mais, ¢ étant c.i.y , il en résulte :

b=0d=0o(Tyue) =¢

€<

ce qui constitue ie résultat annoncé. Nous pouvons donc, au pas—
sage, énoncer le

THEOREME 4-1 - Une application ¢ est c.i.ly (resp. c.i.n) si et
seulement si elle est de la forme ¢ = y ¢ (resp. ¢ = 9 y) pour
une ouverture y et une fermeture ¢.

Montrons maintenant que, dans 1le cas général, $ $ est la
plus petite majorante c.iq; de ¢.

Soit, en effét, ¢' une c.i.y . On a donc ¢' = J"$' dtapres
ce que 1l'on vient de voir. Si de plus ¢' o ¢, la plus petite fer-
meture majorant ¢', qui est $',majorel$,,et de méme §' o J. Par
suite :

=0 P o8P o

T et m @ est bien 1la p.p.Mﬁc.i.U de ¢o
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En résumé :

THEOREME 4-2 ~ Soit ¢ croissante et idempotente. La plus petite
ferme ture @ majorant ¢ (resp. la plus grande ouverture~¥ mino-
rant ¢) admet _eomme domaine d'invariance le domaxne d'enti-
extensivité ~B (resp. le domaine d'extensivité ) de ¢ .
L'application ¢ est la plus petite majorante c. 14J de ¢ ,

et ¢ J'sa plus grande minorante c.i.n . De plus, J ¢ et ¢ m
sont dans Ja(¢) et vérifient :

Yo-18-08 5 $¥=T&=e&

Enfin, @ et m vérifient les relations :

Y A

$=10d8 ;5 T=1n8¢

Notons encore les relations suivantes :

v oA

oW =n (w3 , BB, B4l

(4-4) |
| b ¥ =y (® ,Bed, , B A

La premiére montre que la p.p.M c.i.L)$.$ constitue le

plus grand prolongement sur J° de la restriction de ¢ 3 son do- -

maine d'anti-extensivité d§¢ . De méme § { est le plus petit

prolongement sur ~° de la restriction de ¢ A rd§¢ .

On démontre facilement la premidre d'entre elies, en remar-
quant que la famille des B e}ig“qui contiement A admet un plus
petit é1lément, qui est $(A). Par suite l'intersection des ¢(B)

B parcourant cette famille, colncide avec ¢ $(4) = ¢ §(4).

v A VI\'
Comme ¢ ¢ est c.i.y , soit ¢ ¢ o(I U ¢) =¢ ¢y On 8
encore :

$

€<

v A
bon=

‘ ’ ‘ A
pour -toute application croissante h telle que I < heIy $ @ = ¢y
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et de mBme § &Dh' = $ $ pour I o h' >IN $ % = &l. En particulier,
avec h=Tyd¢eth' =IN¢ :

oIy =¢ 9

(4-5)
by o(Ine) =¢¢

Domaines de | et de M~propreté.

On peut définir le domaine de | J~propreté de ¢ comme l'en-
semble des A € <7~ pour lesquels ¢(A) =-¢(A.U ¢(4)), et de mBme son
domaine de (-propreté comme l'ensemble {¢ = ¢ o(I N ¢)} . Ces do-
maines vérifient la propriété suivante :

b=voTu®} = (v=08>58, U,
(4-6)

]

b=¢oIne)} = {¢=0¢38 >.8,UF,

En effet, de ¢ =« I U ¢ c & résulte que ¢(A) = ¢ $(A) entrai-
ne $(A) = (AU ¢(4)), soit {¢ = ¢ &} < {&b = ¢ o(I U ¢)}. Inverse-
ment, si ¢(4) = ¢(A U ¢(L)), on a A ¢(4) o ¢(4) = ¢(a U ¢(4)),
et done AU ¢(4) € By , done P(AU $(4) = AU G(A) = AU b(a)
et par suite ¢ $(A U ¢(4)) = &(& U $(4)) = ¢(4). D'apres (4-5),
cela entraine ¢ $(4) = ¢(A), et {b = ¢ (I YU P} c (& =¢ §} .

D'ou 1'égalitd. ‘ :

| Comme on a $ =1 sur B ’ l'inclusion.hﬁk c {4 = ¢ $} est
immédiate. Si A € B , soit A = §(A), on a d'une part ¢(A) = ¢ $(4),
d'autre part ¢ $(4) = ¢.$ $(A). Mais ¢.§ ¥ = $ ¥ = ¢ §, puisque
& ¥ e Ha(¢e) (critére 1), done ¢ B(A) = ¢ $(A) =‘¢(é}, de sorte que

{¢.$ ¢ §} contient aussi le domaine d'extensivité. B, .

¢

Ies applications & la fois c.i.y et c.i.n .

Venons-en maintenant &4 un autre résultat important. Partant

d'une idempotente ¢, nous pouvons former sa p.p.M c.i.l ¢1 = $'$ .
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Comme ¢1 majore ¢, l'indgalité $ o ¢1 montre que $ est encore

la plus petite fermeture majorant ¢1 y Soit $1 = § . Par contre,
1tinclusion $'c $1 est en général stricte, de sorte que la p.g.

m c.i.N de ¢1 sy qui est by = $1 ¥1 mgjore la p.g.m c.i.r)$ ﬁ de ¢.
On peut ensuite former la p.p.M c.iel ¢ = 12 $2 de ¢, 5 et ainsi
de suite & 1'infini. En réalité, le processus se bloque d&s la
seconde étape, et l'on a ¢3 = ¢, « En effet, nous allons voir

que la p.g.m c.i.N d'un® c.i.| est & la fois c.i.n et c.i.y ,

et de méme la p.p.M c.i.y d'une c.i.n est & la fois c.i.y et
c.i.n . ‘

Pour démontrer cela, posons un lemme, valable seulement
8i le treillis ~/” est distributif.

LEVMME 4-1 - Lorsque le treillis - est distributif, si ¢ est
c.i.y, ¢ o(IN ¢) est encore c.i.y et appartient & ~F d(¢) .
Si ¢ est c.i.n, ¢ o(I U ¢) est encore c.i.n et appartient &
Ja(y). N

Montrons, par exemple, le premier énoncé. Comme (I N ¢)o ¢
= ¢, le critdre 3 montre ¢ o(I N ¢) € Ja(¢). Posons |

h=¢oINng)

I1 faut montrer h = h o(I Y h), d&s que ¢ est c.i.y . Explicite-
ment, on a |

RoIUh=¢[(TUG(ITN) N (TUGIN)]
.Or, les inégalités IcIyde o(I n ¢) ¢« I U ¢ donnent
bcdo(IUdo(Ing))ecel(Iyud)

Cqmme ¢ est c.iy, on a en fait ¢ = ¢(I Y ¢) et par suite 1l'éga-
1ité o ‘ : o
b (TudoIne) =¢

D'oll une premidre simplification dans 1'exﬁression de h o(I Uh),
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qui devient :
hofIUuh) =¢ [N (TUPo(Ine))]

Utilisant maintenant 1l'hypothése que le treillis P est
distributif, nous pouvons écrire :

NI U(IN)=(TndUendéolIng))
Comme ¢ o(I N ¢) est dans ¢, il vient :
NI Ue(INg))=(INdUeo(Ing)=(Tyd)olny

Ainsi

ho(Iyh)=¢o(Tyde)o(Ine)
Mais, ¢ étant c.i.y, on a ¢ o(I Yy ¢) = ¢ . Donc :

ho(Iyh)=¢ ofIng)=

Par suite, h est c.i.U .
Venons-en au résultat principal :

THEOREME 4-3 - Iorsque le treillis (/"’ est disﬁributif, la plus
petite majorante c.i.|y d'une application c.i.n ’ ainsi que la,
plus grande minorante c.i. n d'une application c.i. U sont & a la
fois c.i.y et c.i.n . |

En effet, soit par exemple ¢ c.i. n et ¢ ¢ sa plus petlte
magorante c.i.J . Posons

=¢$olIned)

de:'sorte que h est encore c.i, | d'aprés le lemme 4-1.. Comme ¢ @
majore ¢, qui est c.i.n par hypothése, on a les inégalités

h3¢$°(lﬂ‘¢)v:¢o(ln¢)=
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Comme h est c.i.ly , h o ¢ entraine ensuite que h majore la
p.p.M c.i,y de ¢, soit h o ¢ 3. Mgis l'inclusion inverse est évi-
dente. On a donc 1'égalité
h=4¢3
Ainsi ¢ $ = ¢ $ o(I N ¢ $), ce qui signifie que ¢ & est
c.iN &

REMARQUE - La distributivité du treillis <P joue un rdle essentiel
dens la démonstration du lemme, et donc du théoréme 4-3, Mais
dans la plupart des applications, le treillis J° est effective~
ment distributif. C'est, évidemment, le cas pour ~° = ~P(E) ,
ou encore lorsque, au lieu de J°(E), on prend un espace 3, g?
ou ~J6 (espaces des fermés, des ouverts et compactifié de l'es-
pace f6 des compacts d'un espace topologique E), puisque ces
espaces éont stables pour la réunion et l'intersection finies.

Le treillis ¢® est encore distributif lorsqu'il s'agit de 1'es—

bace de toutes les fonctions, ou bien des fonctions s.c.s., ou

. des fonctions s.c.i. (on le voit en raisommant sur les surgraphes

de ces fonctions).

Ies représentations ¢ = v ¢ d'une c.i.y *

D'apres le théoréme 4-1, ¢ est c.i.y si et seulement si
elle admet une représentation ¢ = y ¢ pour une ouverture y et une
fermeture ¢. Mais cette représentation n'est certainement pas uni-

que. On a déja noté, par exemple, que l'on a ¢ =,l $‘= L $ .

- En fait, pour ¢ c.i. donnée, la classe des ouvertures
Y telles que 1l'on ait ¢ = y¢p pour une fermeture ¢ ne dépend pas
de cette fermeture ¢ (qui peut, ou non, coincider avec @). Plus
précisément : ' '

Soit ¢ c.i.y , et y. une ouverture. Pour qu'il existe une fer—
- meture ¢ telle que ¢ = vy ¢, il faut et il suffit que 1l'on ait

Icycd
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Ia condition est suffisante : si I c vy m yonaldbcy b
c (lf $. Mais, ¢ étant c.iy, ¢ = J: @ I @, et par suite ¢ =

la fermeture ¢ = @.

Inversement, supposons ¢ = vy ¢. Cela implique
= y(~3
~75¢ y( CP) c "ﬁ’Y

et done e~§¢ cﬁY y 80it I « y. D'eutre part ¢ o I domne ¢ =y ¢ o v,
et par suite § o y. D'olt la conclusion.

En ce qui concerne ¢, de Yy «c I on déduit b =Y 9c o, et
donc

92§

Mais i1l n'existe pas de limite supérieure unique pour ¢.
Par contre, en sens inverse, étant données une ouverture y et une
fermeture ¢, on peut facilement reconstituer le domaine d4'inva-
riance B et le domaine d'anti-extensivité B pie b =10,

I1 est clair d'abord que mB(b est 1l'image de r\qu) par y
B = y(B)c.B |
o = Y(By) = By

, N |
Quant au domaine d'anti-extensivité, JB¢ y 11 contient

~B
¥ )
«73QP SRR

puisque ¢ majore @. Plus précisément, on trouve :

|

A ' .
(4-7) /175¢—{Y=¢}={A:ﬂBG@(P,’Y(B)CA‘CB}
_ En effet, y 9(A) ¢ A équivaut & v 9(A) < y(4), donc aussi
&y ¢(4) = y(4) (puisque Yy = y 9). Par suite : |

AB(’,:{Y:‘-H

Maintenant y ¢(A) c A domne y(B) ¢ A c B aveec B = g(4A) e\}i‘acp.
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En sens inverse, si y(B) ¢ Ac B pour un B ¢®B , on en déduit
Y(B) c ¢(4) ¢ ¢(B) = B, puis y(B) c y o(4a) = ¢?A) c y(B). On a
donc v o(4) = y(B). Mais y(B) ¢ A c B donne aussi y(B) = y(4).
Donc ¢(A) c A et A € gﬁ@ . D'ol la seconde relation (4~7).

On a évidemment, par dualité, des résultats semblables,
qu'il est inutile d'expliciter, dans le cas d'une c.i.N ¢ = ¢ Y.

5 — IE TREILLIS COMPLET DES IDEMPOTENTES.

Les résultats obtenus ci-dessus se comprennent mieux
lorsque 1l'on sait que l'ensemble des applications croissantes
et idempotentes sur un treillis complet P est lui-m€me complé-
tement réticulé, ainsi d'ailleurs que l'ensemble des c.i.| et
1'ensemble des c.i.N W

Pour établip simplement ces résultats, il est commode
d'introduire la motion d'application surpotente ou sous-potente.
- Une application £ de P dans A sera dite surpotente si

ffof

et sous-potente si

ffcf

L'ensemble des applications croissantes et surpotentes

est stable pour {] infini et pour l'autocomposition . De méme,

l'ensemble des applications croissantes et sous-potentes est sta=-
ble pour N infini et pour l'autocomposition.

\ En effet, soit fi une famille de surpotentes croissantes.
Posons f = L}fi. On a £ o fi s €t done £ £ o fi fi o fi pour
chague indice i, Par suite £ f o f; = f, et £ est surpotente
(et, évidemment, croissante). Comme f f o f entraine f f.f f o f f,
ltautocomposée f f d'une surpotente f est elle-méme surpotente.
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Dans ces conditions, toute famille fi de surpotentes ad-
met une plus petite majorante idempotente, et de méme toute famille

;i de sous-potentes admet une plus grande minorante idempotente.

Considérons, en effet, une famille fi de surpotentes, et
la classe ¢ des sous—potentes g telles que g o U fi' Cette classe
_d? est stable pour l'intersection (car pour toute famille g. dans

Zs N gj majore chague £y et est elle-méme souspotente) et pour
1'autocomposition (car g o fi entraine g g o fi fi o fi pour che~
cune des surpotentes f sy €t d'autre part g g est encore sous—
potente) . Posant 8y = N {e, 8 € £}, on a donc encore 8y € &
Cet élément 8, est ainsi la plus petite majorante sous-potente
de fi.

Mais en fait 8o est idempotente. En effet, 8, 8, € &
puisque & est stable pour l'autocomposition, et 8, 8, € 8y s puis-
que g, est sous—potente.‘ Comme 8o est le plus petlt élément de <,
" on a aussi 8y 85 2 &, et par suite 1'égalité 8y 85 = 85 *

On peut encore raisonner comme suit. Désignons par !
la classe de surpdtentes stable pour | et l'autocompositiqn engen=-
drée par les f; (ou simplement par f = fi) - c'est-d-dire 1'in-
tersection de toutes les classes stables pour | et 1l'autocomposition
contenant les fi (ou simplemept f). Ies éléments de &' sont ma-
jorés par les éléments de &, et en particulier par le plus petit
élément de d’, qui est 1l'idempotente 8o° En effet, la classe des
surpotentes majorées par g, est elle-méme stable pour la réunion
et l'autocomposition, et contient les fi(et f), donc contient @°'.
Par suite, le plus grand élément de &', qui est

=y {h, h € '}

‘est lui-mdme dans @', d'ol f, < 8, - Btant dans @', £ vérifie
£, £, 2 £, (puisque f, est surpotente) et £, £, € @' (car @' est
stable pour l'autocomposition). Mais fo fo c fo (puisque fo est le
plus grand élément de &'). Donc f est idempotente. Comme f = | £;
appartient 4 C', on a aussi f ¢ f « Mais alors :f.’o est également
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dans £ (elle est idempotente, donc sous-potente, et majore £ = | fi)‘
Done fo D g, Comme on a aussi f, 8y 9 il en résulte fo = 84

Ce résultat s'applique, en particulier, dans le cas ou
les f; sont idempotentes (donec surpotentes). Nous conviendrons de
désigner par v fi la plus petite idempotente majorant les fi .
Par dualité, on établit de méme l'existence de la plus grande idem-—
potente A fi minorant les fi :

THEOREME 5-1 - L'ensemble des idempotentes est complédtement réti-
culé. Pour toute famille ¢; d'idempotentes, 1l'idempotente
N est la plus petite sous-potente majorant les by - C'est
aussi le plus grand élément de la classe de surpotentes
stable pour \J et 1'autocomposition engendrée par U ¢y » On a
un énoncé dual pour A by .

COROLLAIRE 1 - L'ensemble des c.i.J et 1l'ensemble des c.i.M sont
” complétement réticulés. :

Pour le démontrer, on peut refaire le raisonnement ei-
dessus, en se limitant aux majorantes croissantes,,sous-potentes.
et propres pour l'union (classe stable pour N ). Il est plus sim-
ple d'utiliser les résultats antérieurg s si les ¢; sont c.i.y ,
elles admettent une plus wtite majorante c.i.y ¢ & savoir la plus
petite majorante c.i.|j de v ¢; - De méme, A b; = ¢ admet une plus
petite majorante c.i.y, qui est ) ¢. Comme chaque b; est c.iu,
¢ c ¢i entraine ¢ $ c by . On a done ¢ § < A by » C est—a—dlre
1'égalité A by = ¢ o/ A1n31, les c.i L)forment un treillis com~
plet, et nous avons meme démontré un résultat plus fort, & savoir

[ 2]

- COROLLAIRE 2 - Pour tcute famille de c.i.ly ¢1 y A ¢ est encore
‘“ c.i Ll‘ De mBme v ¢i est c.i.N pour toute famllle de c.i.N

Mentionnons encore un résultat :

~ COROLLAIRE 3 - Si J° est un treillis distributif, la plus petite
majorante c.i. d'une famille de c.i.n est & la fois c.i.yy -
et c.i.n . MBme énoncé pqur'la plus grande minorante c.i.n

d'une famille de c.i.|
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En effet, si les ¢; sont c.i.n, v b; est encore c.i.n ,
d'aprés le corollaire 2 : la plus petite majorante c. i.y des )
qui colincide évidemment avec la pu.p.M c.i.y de la c.i NV ¢ est
donc & la fois ec.i.y et c.i.n (théordme 4-3).

Fermeture c.i.|y , ouverture c.i.n .

Sur le treillis complet des idempotentes, l'application F
définie en posant F ¢ = ¢ ¢ (p.p.M c.i.|) de ¢) est croissante
(bcd'=P¢cPo¢') extensive (¢ ¢ F ¢) et idempotente (P F b =
=F ¢). C'est donc une fermeture, que nous appellerons fermeture
C.i.J. De méme, l'application G : G ¢ = ¢ § est une ouverture sur
le treillis complet des idempotentes, & savoir l'ouverture c.i. Ne

Ia famille des invariants de F (les c.i.|J) est donc stable pour A ,
et celle des invariants de @ (les c.i- N) est stable pour v (cf. 1le
corollaire 2).

Utilisant le critére 7, nous voyons que F, F G, F G F etCaa.
sont encore des idempotentes (sur le treillis des idempotentes)
et '

FG
FoFGPR Dpgp PGFGEOF

G F est d'ailleurs cii.y, et P G c.i.A (puisque G est une
ouverture, et P une fermeture) c'est-a-dire : ‘

GF‘(tlszFd:)

GF ¢

FG(bAPG) =FG ¢
(G‘F ¢ représente la p.p;m<c.i.n de la p.p.M c.i.|) de ¢).

- D'aprés le théoréme 4—3, on a d'allleurs ici (pourvu que
P soit dgistributif) :

-e

FGF=GF GFG=GPF
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Nous reportant au critére 7, nous voyons que les quatre
idempotentes FG, GF, FGF et GFG admettent le méme domaine d'inva—
riance, qui est ici simplement constitud par la famille des ¢ &
la fois c.i.y et c.i.n .

Etude de v ¢

Soit ¢i une famille d'idempotentes, et ¢ = v ¢i sa plus
retite majorante 1dempotente. Proposons-nous d'étudler les do-
maines N’bd) d'invariance, ,\Bq) d'anti-extensivité et ,5/3¢ d'extensi-
vité de ¢ .

Soit § 1la plus petﬂ.te fermeture majorant ¢. De § o b o s
résulte § o ¢1 y done cb oV ¢ . En fait, on a 1'égalité. En effe'b,
pour toute fermeture 9, ¢ o ¢ équivaut & 8 ¢>¢; v i, donc aussi
N ’\ Y 4 .
a9od;, Vi, s0it 9 o v ¢; « On a done

$ =V 4,’\1
ce qui est équivalent &

A N
(5-1) | - ~By =N B,

i
(en effet, une fermeture ¢ majore une ferme ture ¢4 8i et seulement

si ,(B c ,.75 - Done ¢ majore | g, si et seulement si ,-\Z-} c n,\mq) :
i

la plus petlte ferme ture majorant U P; 9 C test-a-dire v cp admet
donec N ,,B comme domaine d'invariance),

Pour le domaine d'extensivité, on trouve seulement :
‘ v : v L s v
U,\Z)d). cr\73¢ , soit v “bi c ¢
—~—r1

En effet, A c ¢; (4) pour un indice i, entraine A c U ¢, (4)
c $(4), et pour le domaifie d'invarianee :

(5-3) ) , ,“,\Sq):an ..73¢i
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= B, N3, > (N3 5,050 (B, nd,) =-na,)
(car-\Bq’— ¢m$¢:(n ¢i)m(u'6¢ﬁ >N ﬁ(bin\zq)i -n$¢i.

En fait, on peut caractériser beaucoup mieux ~8, . Pour le
voir, désignons par y la plus petite ouverture majorant les $i ’
soit :

On a donc :
N FAY

Yoed
Mais $ = vy $i oy @i , et donc :

A

v A |
Y$D(U4’i) O(Uq’a) DU‘I\’/iv(biDU‘I’i

~ce qui entraine

Yéove; =¢

Ainsi, ¢ ¢ vy $ c X @. Mais, vy @ étant c.i.y , cela implique |
que ¥y @ coincide avec la p.r.Mc.i. de ¢, soit

(5-4) - y6=070

A
I1 en résulte que l'on a y = LJ&& = ¢ sur,ﬂ%¢
v

donc aussi y = | ¢i (puiSque.¢i = ¢i sur 4§¢ )o Comme ¢ ¢ =
i

=y $ et ¢ elle-meme admettent 1e-méme‘domaine d'invariance £B¢ ’
il en résulte :

Q$¢l ’

(5-5) R =B = lun® , Bend, )

' Pour obtenir une seconde caractérisation de QB¢ y nous-uti-
liserons le lemme suivant :

LEMME 5-1 - 8i ¢ =v ¢; » on a les égalités :

¢=(Udy) 0o¢=1¢o (Ud;)
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En effet, on vient de voir que l'on a ¢ = U ¢; sur '\%(b » Comme

/\75¢ c (\73’:‘, s 11 en résulte

=Ud;) o

On en déduit (critére 3) ¢ o(y ;) € Ja(¢), done en particu~
lier ¢ o(y ¢ ) est idempotente. Les inclus:.ons :

¢=¢¢:¢du%):u%ou¢n:u%¢i=u%
entrainent done (puisque ¢ o(y q,i) est idempotente)
¢odoUdy) oV =¢

et par suite 1'égalité :
| b= ¢ o(U ¢;)

Ce lemme posé,montrons que ¢ et Y by ont le méme domaine
d'invariance, soit

En effet, soit B € nB,, c'est-d~dire ¢(B) = B. La relation
= (U ¢;) o ¢ (lemme 5-1) donne alors ¢(B) = b;(B).

Inversement, supposons B = |J ¢; (B). On a B o cpi(B), done
B¢ \73,4, pour chague indice i, soit B €N ,\73¢ s et B=y ¢;(B).

Dtapreés (5-—5), cela entraine B ¢ “734; y Ce qui acheve la démonstratlon.
Enongons :

THEOREME 5-2 - So:.t ¢ = v 4’1 pour une famille d':Ldempotentes by

Alors s e
¢=O®¢i ’ b = Vd’l
X v v v
'\B(I,DU@% ’ ¢3U1
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Autrement dit, v by et U é; ont le méme domaine d'invariance.
De plus, on = ¢ U Ml = ¢ sur ,JB¢ y et la p.p.M c.i.yy de ¢
est ¢

bo=Ud; b

Enoncé analogue, par dualité, pour A by -

Ie treillis complet Ja(PB).

_ Dans le cas ou les ¢p; admettent le méme domaine d'inva-
riance <&, les résultats ci-dessus se simplifient notablement.
Posons ¢ = v by

D'aprds (5-3), on a d'abord B c JB¢ sy S0it ¢ ¢; =
pour chague i, (critdre 2), ce. qu1 implique ¢; ¢ idempotent (et
€ Jd(ﬁ%), critére 3). De by ¢J J (crigtre 1) découle :

b1 245 oUbg) DY 45 by = U by
3 ]
et, comme *i ¢ est idempotent, il en‘résulte
¢'¢3V¢‘j=

Mais by ¢ =v ¢ donne ¢ ¢ < ¢, dtol 1'egalité
¢ b =4¢ . Comme on g déga va ¢ by = ¢1 y 11 en résulte (critére 1)
b e Jaly; ), soit -

b € Ja(vB)
Soit alors ¢' un élément quelconque dans <Ja(JB), véri-
fiant donc pour tout indice i (critére 1)
A T A S

On a donec, en partlculler, L’¢ o ¢t = ¢, ée qui implique
(crltére 3) _

' o(U ¢;) € Ja(<B)
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On a évidemment aussi (puisque ¢ est dans J4EB))
¢ o(Udy) cd' ov gy =0 b =4
Mais d'autre part
¢* o(U b)) DU ' by =U ¢
Or, ¢' o(y (bi) étent idempotent, ceci implique :
o' o(Ubs) >v iy = ¢
On a donc en fait 1l'égalité
$* oy ¢;) = ¢
D'olt le :

THEOREME 5-3 - Pour tout Bc o , tel que Ja(JIR) # @, Ja(va)
est un treillis complet. Pour toute famille ¢; dans Jas) ,

Vv by et A ¢, sont dans Jd('fS) et sont donnés par les rela-
‘tions :

Y q"i‘: ¢! O(U ¢1) ’ A ¢i = ¢ O(D ¢l)

ol ¢' est un élément quelconque dans Ja(B).

- 6 — LE THEOREME DE LA MEDIANE.

On a vu (Théordme 3) que Ja(RB) n'est pas vide si et
~ seulement si J3 est complétement réticulé. Soient B = \23¢ et
A = /@a deux parties de 7 compldtement réti‘culées, telles
que '?.;>¢ c “7805" » et soient ¢ un élément quelconque de \fd(JS),
a un élément quelconque de Jd(J3'). Ia condition - '@q, < B,
gse traduit (eritére 2) par.

=4

Considérons une famille B; d'éléments de n%(b.,En tant
que famille dans '\@4’ sy elle admet un plus petit majorant dans
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.f.]?q) y qui est
¢ WU 3B) =TI, UB) B,

Mais Bi est aussi une famille dans ,\B y puisque ,.75¢ c$
et admet donc & ce titre un plus petit magoran’c dans AB y qui est

«UB) =T, (UB) € B,

De r'35>q)c: “%a résulte 'fa U Bi) c T¢ (U Bi)' Mais en général, ces
deux éléments sont différents. Pour qu'ils coincident, il faut et
il suffit que 1'on ait

(6-1) b =0o, i.e. T, = Toc sur 73

b ¢

N

Supposons cette condition vérlflee. Soit A 6,\7:3 y €t Bi la
famille des B € By, tels que Bc A. On a done (pulsque .73(‘) c B3, ) s

UB; =UalB) ca (U Bi) c a(a) =
et par suite d'aprés 1l'hypothdse (6—1)’:
T, (UB) = ¢ (UB) =« (UB) cA

Comme ¢ (U By ) E«Bq) y cette relation exprime que tout A e@ admet
un plus grand mmorant dans (\75¢ y €% par suite :

(6~2) Ly(4) € By, ¥ AEBy
I‘Jésignons' par |
b = Ty Ly

le plus petit é1lément de 'Jd(ffﬁd)), et par p7§

by SON domaine d'anti=
extensivité. | '

Je dis que la condition (6-2) équivaut & la suivante :

(6-3) o | | r\'/z-”a - ,(734’111
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En effet, ;¢(A) € B, entraine ¢, (4) = g¢(A) = £¢(A) c 4,
et donc A 5.33¢ y donc (6-2) entraine (6—3)

Inversement, si (6~3) est vérifide, A€ J3, entraine A erb ’

et done ¢ (4) = (A) c A : mais cela entraine gw(A) € By » ot
signifie que tout A ¢ B, admet un plus grand minorant dans .73
donec que (6-2) est vérifiée.

Bouclons la boucle, en montraht que (6-2) entraine & son
tour (6-1). Soit B; une famille dans &B¢. On a (puisque By, O NE@)

(6-4) T¢QJ B;) = ¢ (U B;) > Ta (UB)) =a (UB) > U a(B;) élJ (B;)

d'ou _
L, ¢ UB) =¢ (UB) 5L, a(UB) >UB
Mais, par hypothdse, (6-2) est vérifide, de sorte que
L, @ (U By) e-ﬁ% : comme U B; « L « (UB) o (LJBi) et que cet
élément est dans B, o, il coin01de avec 1e plus petit majorant de
U B; dans ¢ , qul‘est ¢ (U By). Ainsi :
¢ (LlB ) = a (U B; ) « a (U B, )

Or 1l'inclusion inverse résulte de (6~4). On a donc 1'éga-

1ité
« (UBy) =¢ (U B,)

pour toute famille Bi‘dans QB : (6=1) est donc vérifiée.
Soit enfin o = 1 I, le plus petit S1ément de {Id(JB ).

Je dis que les condltlons équlvalentes (6~1), (6-2) et (6-3)
équivalent encore a : ‘

(6~5) >‘ ay D by

En effet, supposons (6-2) vérifide, c'est-a-dire
L¢<J3a).c ;@¢ « On a en fait £¢<Jga)'= g@¢ (cér,j5¢ c B, et
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l,q,(ﬁd,): ~723¢),a I1 en résulte l'q, 0o € Ja( \75¢), done

a, 2 ;Lq) oy 2 by

et (6~5) est vérifide. Inversement, si ay o ¢, pour tout A 6\73
on ad=q(4) o ¢ (A), donc A G\7B¢ . Ainsi (6~5) entraine (6—3)

Ainsi :

THEOREME 6-1 — Soient a et ¢ idempotentes telles que \734) c 3,
c'est-d-dire a ¢ = ¢, ¢ le plus petit élément de Jd(x@ ),
% le plus petit élément de Ja( <Ba). Alors, les condltlons
suivantes sont équivalentes :

i/ ¢ = a, c'est-a-dire Td) = 'fa sug ﬁd)‘

ii/  Tout A dans 5, admet un plus grand minorant dans @¢
soit ;¢(ﬁa) <73y -

113/ B c 57’5‘4)
m

iv/ o6y D 4y

On a évidemment un énoncé analogue par‘ dualité. En réunis-
sant le théoreme et son dual, on obtient le

COROLIAIRE - Si CL et J3 sont complétement réticulés dans P , et.
si on désigne par ¢, by » (am et aM) le plus petit et le plus
grand élément de <Ja(PB) (resp. de Ja(X)), les conditions
suivantes sont équivalentes : :

i/ bp € @y © Gy © by
m M

i1i/ Be (L, et tout A € (Xaduet un plus grand winorant
et un plus petit majorant dans B.

iv/ % est un sous-treillis de o, et toute famille IBi
dans 3, admet les mémes bornes supérieures et in-




B

-férieures au sens de &L et au sens de 3
L,N3By) =1 (NB) 5 I, W3 =TIg(UB)
Immédiat. Noter simplement que la condition i/ entraine Bec 2.

A \'g
On voit que .qu) N .\)34) constitue la plus grande partie 4
de P vérifiant les con&‘itionstu corollaire, pour /3 donné,
pourvu Sewlement que \7§¢ N \7:3’4) soit un treillis complet. Il en
m "M

est bien ainsi, comme nous allons le voir dans des conditions un
peu plus générales.

L'élément médian.

THEOREME 6-~2 - Le treillis <J° étant supposé distributif, soient
fc.ijyet g c.i.n telles que £ o g. Alors, il existe unme
application a c.i. et c.i.M vérifiant : ‘

v

foaog ‘,\Ba=«\73fn

o

A . A
a = g€ =8

B>  Hhe
M Fhg

-

"

A v
o = o

VoA AV
En effet, posons a = £ g et o' = g £f. a est c.i.y, et

\'a A v

Malsf:gentralnef:g, etfgv-g. Onadoncg
=g fg-= g £ > g. Pour A € B, so0it A = a(A), il vient ainsi
g a(A) = &(a) o g(A), donc g(A) c A, car g est une ouverture,
et par suite A ¢ \75 . On a done \75 c\Bf N \B » €t par sulte
1'égalité :

R o \é/ A
(a) "Ba = N 0\73g
qui implique
, v A A VM A
=fg=gfg
. o ‘
~ Soit maintenal?/t 3 =ITva eta=1I A oo Comme f est une ouver-~
. . . . ’ v v
ture,0naa=fé\cé\,'e‘bdonc&c§.Maisa,=f§::g§;g
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. .« AN ~ A Al A
entraine aussi a« > g, d'ou o = g.

v A
De méme o = i'/ § c £ £ =f (puisque f est c.i.|y) donne
v A A ¥ N
%c f.Mais £ F g = o (puisque g est o I) donne f < a, d'ol

1'égalité., On a donc

foanog
(o)

v e A A

a=f , a=g

L'étude de a' = g f conduit de méme, par dualité, i

31‘30&':3

A v
a' = g, c\{'=f

On a done & = &' et & = &'. Ainsi 1'ouverture c.i.n de

b

la c.iy & = @ @ , coincide avec a' = o ¥, qui est done & la fois
c.i.y et c.i.n (théordme 4-3). De mBme, la fermeture c.i.|y de o
va coincider avec a. Mais, puisque a' est a la fois c.i. et c.i.n,
cela implique a = a', ce qui achdve la démonstration. |

Notons quelques propridtds de cet élément « =7 é\ =z f.
Tout 4! abord, on a

‘ v &
(6-6) a=fvg=FfAg
En effet, a o> ¢ =f et a o g, d'apr‘es‘ le théoréme, dtou
a>fyUs
Soit alors une 1dempotente ¢ majorant £ Ug . On en déduit
¢:fet¢:g.bonc¢:¢¢:gf @+ Il en résulte a = * v g
On montre par dualité o = £ A . o |

On g aussi

(- - a=gnff=fyude
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En effet, f, plus grande ouverture minorant £, ou, aussi
bien, minorant 1l'ouverture c.ien £ f'de f, est donnée par :
v A Vv
£f=INf<t
On en tire

ANV A
Ntftg .

138

v v
a=fé\=(1ﬂ€f)oé\=

A

>

VoA AV A A
Mais f g=a=gf, et f g = f, puisque la fermeture f

. A AN A AY Y A ALY
mgjore la fermeture g, donc f f g = £ gft=ff, eta=gnNnTfL.

Démonstration analogue pour la seconde relation (6-7).

Cette formule (6-7) montre que o est lié de manidre trds
simple a l'ouverture c.i.n de f et 4 la fermeture c. i.y de g, soit
£ {et g g respectivement : on a, en effet :

v ‘v
‘f:ff:a=f§=§f:§§5g
et, d'aprds (6-7)

A

=1y ntf=anfHude

Cet élément est ainsi, en un certaln sens, a "mi-distance"
entre f et g. |

Un exemgle intéressant est fourni par le cas :

ou b, et by sont le plus petit et le plus grand élément d'un
Jd(dB) donne. On a donc ici

v<£ A A
a=¢M¢m:¢m¢M

et
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Nous reportant au corollaire du théoréme (6-1), nous
voyons que r\B est ainsi la plus grande partie réticulde ¢ de
I vérifiant les conditions du corollaire , dd(\@) est le
plus grand majorant de Ja(B) pour la relation 'éfd(JS) < Ja(&)
définie par i/ ((l)m c ay et ¢y > ocM) .

Notons que o = q‘SM &\'m = (‘}m JM est le seul élément & la
fois c.i.y et e.i.n dans Jd(\Ba).

En effet, soit a' c.i.y et c.i.n dans Q'Td(JSa). On a

done
a' =TI a'=9 g
o o
A ~e A\
« —I'a by = Ia ¢M

Or. b, © amc al donne ¢ ca » donc aca' De m@me,

a' c Gy < (bM donne ¢M:> a , donc a>a'y et ltégalité « = a'.

Réciproquement, (toujours en supposant <P distributif)
d'ailleurs, on a Js = 73 si et seulement si Qd(\@) admet un
unique élément & la fo:Ls c.i.yet c.in .

Cela est nécessaire, d'aprés ce qu'on vient de voir.
‘Inversement, si Ja(/B) ne contient qu'un seul étément c. id)
et c.i.N celui-ci colincide a la fois avec 1'ouverture c. :L.n
 de ¢y et avec la fermeture c.i.|y de ¢ . On a done

v v

by Tp = ¥y &»‘m

Or a = J’IM q’)m = é’\m d\:M est toujours compris entre ces deux é1é-
- ments. Il leur est donc ici égal, et cela implique o € Ja(B),
soit r\Ba =3B,
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7 ~ POINT DE VUE DES PARTITIONS ASSOCIEES.

Nous avons vu (critéres 1 et 2) que la relation de pré-
ordre «E& cfg8¢, entre idempotentes se traduit algébriquement
par :

b =¢'o ¢

(¢ admet ¢' comme facteur & gauche, ou (' factorise ¢ & gauche).

La relation d'équivalence associde (r63¢ = B ,, soit ¢ = ¢' ¢

et ¢' = ¢ ¢') & ce préordre peut s'derire : ¢ € Ja(¢!). Ies classes
d'équivalences correspondantes sont les Ya(~3) que nous avons &tu-
diés.

Du point de vue algébrique, nous pouvons aussi con31dérer
1'autre relation :

=4 o ¢!

(¢' factorise ¢ & droite). Il s'agit bien d'un préordre entre
idempotentes (car ¢ = ¢ 0 5 ¢ = ¢ 0 ¢' et b' = ¢' o ¢“ entrainent
b =¢ o ¢* o " =¢ ") D‘une<maniére générale, f et g étant des
applications quelconques, non nécessairement idempotentes, nous
dirons que f se laisse factoriser & droite par g si 1l'on peut
trouver une application h- telle que

f=hog

Il est facile de voir qu'il en est ainsi si et seulement si 1'équi-
valence modulo g (A = A'(g) si et seulement si g(A) = g(A')) en—
traine 1l'équivalence modulo f (f(A) = f£f(4A')). Pour toute applica-
tion f, 1l'équivalence modulo f définit une partition e dont les
classes d'équivalences sont les f_1 o £(A) cA”P, A parcourantrsa.
Le prébrdre : @ h tel que £ = h g signifie que la partition ng

est plus fine que- nf (chaque classe d'équivalence modulo f est
réunion de classes modulo g), ce qui s'écrlt 31mplement :

glogeslor
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Iorsque g est idempotente, s'il existe h tel que £f = h o g,

on peut toujours prendre h = f, En effet, on trouve alors f o g
hogog=hog. Donc £f=7Ff o g.

En résumé, entre idempotentes, le préordre en question

s'éerit
Togrc ¢l o

b =¢ ¢ e ¢
et signifie que la partition n¢, est plus fine que n¢ .

A ce préordre est associde la relation d'éguivalence :

b=0 4 et ¢t =4 e ¢ op =4 ogam, =1,
(soit = ¢(4) = ¢(A') si et séulement si ¢'(4) = ¢'(4ar))

On note d'ailleurs que, si f et g sont des applications
quelconques, les relations

f=fg et g=8*f

suffisent pour entrainer l'idempotence de f et g.-

En effet, de £ = f gon tire f £f =f g f. Mais g f = g,
done £ £f=fg ==,

Classes admettant un plus grand élément.

Notons un premier résultat :

 LEMME 7-1 - Soit ¢ une application idempotente (non nécessairement
croissante). Pour que chaque classe d'équivalence modulo ¢ ad-
mette un plus grand élément, il faut et il suffit qu'il existe

une application ¢ extensive et idempotente telle que $

(a) : b o=4¢ ; 96 =9
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En effet, supposons que, pour chague A la classe ¢ 'o ¢(A)
modulo ¢ contienne un plus grand élément, soit 9(A). On a ¢(A) o A.
Comme ¢(A) appartient & la classe de A modulo ¢, on a ¢bop(4) = ¢(4).
La classe de ¢(4), coincidant avec celle de A, admet le mlme &1é-
ment amximal ¢(4), soit ¢(A) = ¢ ¢(A). Enfin, ¢ Stant idempotente,
¢(A) et A sont dans la méme classe, donc ¢ ¢(A) = g(4).

Inversement, supposons vérifide la condition (a). Soit A!
un élément de la classe @'1 ¢ (A) de A, soit ¢(A') = ¢(A). Des re-
lations (a), on tire @(A') = ¢ ¢(A') = ¢ ¢(A) = ¢(A). Comme ¢ est
extensive, il en résulte : A' c ¢(4') = ¢(4). Mais ¢ @(A) = ¢(a),
d'aprés (a), ce qui montre que 1'é1lément o(A) appartient 2 la
classe de A, Comme il majore tout A! dans cette classe, il en
constltue le plus grand élément.

Naturellement, le cas le plus intéressant sera celui ol
¢ et ¢ sont idempotentes et croissantes : ¢ est alors une ferme-
ture. Notons que, si l'idempotente ¢ du lemme 7-1 est croissante,
il n'en résulte pas nécessairement que l'idempotente extensive P

soilt croissante : on pourrait trés bien avoir A' = A sans pour
autant que le plus grand élément 9o(A') de la classe de A' soit
inférieur & ¢(A). Ie théortme suivant domne la condition néces-
saire et suffisante pour que ¢ soit croissante, c'est-a~dire une
ferme ture : ‘

THEOREME 7 = Soit é idempetente et cr01ssante. I1 existe une fer-
eture ¢ telle que '

(a) bo=¢ ;3 o9b=g9
si et seulement si on a, pour toute famille A; dans R :
(b) b (U A) =6 WU ay))

Pour chague A € P, ¢(A) est alors le plus grand élément de
la classe de A modulo ¢.
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On a, évidemment, par dualité, un énoncé analogue pour
une ouverture y vérifiant (a), et N am lieu de Y dams (b) : y(A)
représente alors le plus petit élément de la classe de A.

En effet, supposons (a) vérifié. D'aprés le lemme, o(A)
est le plus grand élément de la classe de A:modulo ¢, et de plus
A' ¢ A entraine ici ¢(A') c ¢(A). On a toujours ¢(U A;) o U &(4y),
¢ étant croissante, d'ol :

$(U 4;) o ¢(U o(4,))

bpuisque ¢ est idempotente, Multipliant & gauche par ¢, et tenant
compte de (a) et du fait que ¢ est croissante, on en tire

9 (U A1) 59U 4(4)) >U 9 b(4y) = U o(4y)
Multipliant & nouveau & gauche par P 3

¢ (U4 o9 (U $(4;)) > 9 U 9(4y)) o ¢ (U4

la derniere inclusion résultant de ¢ : I). Compte tenu de ¢ 9o = &y
1'inclusion ¢ (U ¢(4;)) > ¢ (U A;) devient , |

b (Ue(a)) 50 (U A)

L'égalité (b) en résulte.
Inversement, supposons (b) vérifide. Posons pour tout
A e F°s

S p(a) =y {ar q)(Af’)‘ < ¢(A)}

¢ est manifestement croissante. On a:évidemment,A.c ¢(A), puisque
$(4) c $(4), donc ¢ est extensive. En utilisant (b), il vient ensuite :

6 9(8) = & (U 904 £ 4(a)  (W]) = ¢ () = $(8)

o |

~CP>¢”(A)“ U (A" 2 ¢(a") < ¢ 4(8) = $(8)} = o(a)
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Soit ¢ ¢ = ¢ et ¢ ¢ = ¢. Ces relations entrainent 1'idem-
potence de 9. Donc ¢ est une fermeture vérifiant les relations

(a).

COROLIAIRE {1 - Une ouverture y vérifie les propriétds (a) et (b)
si et seulement si elle est compatible avec | @

(e) YU &) = U v(4)

Car, si ¢ =y, /8, est stable pour la réunion, et {J ¢(4;)

ecggY : (b) entraine zc) et réciproquement.

‘Dans le cas W = Qa(E), les ouvertures compatibles avec la
réunion sont assez triviales. En effet, pour chague x ¢ E, on a
soit y({x}) = @, soit y({x}) = {x}. Désignons par A, l'ensemble
des x tels que y({x}) = {x}. Si l'ouverture y est compatible
avec la réunion, on trouve @ ‘ |

v(a) = U v({x}) = AN A
Xch

Ie plus grand élément de la classe de A modulo y est alors :
9(4) = (AN A U A

Dans le cas B = [R™? l'oﬁverture AN A  n'est compatible avec
les tremslations que si AO = ¢ ou AO = Rn, soit les deux ouvertures
triviales y = ¢ et y = I. ' '

Si une idempotente vérifie la condition (b) du théortue,
elle est nécessairement c.i.l) .

En effet, on a nécessairement ¢ o ¢ (car ¢(A) appartient
4 la classe de A, dont le plus grand é1lément est ¢(A), d'od
$(4) < 9(8)) et donec 9 5 I Y &y, ¢ &tant une fermeture. On a done,
d'aprés (a) : - ’

bcoo(IUP) cbo=¢

et 1'égalité.



En fait, ¢ vérifie mBme 1la propriété plus forte :

¢ (U4 = ¢ (U elay))

On le voit en écrivant ¢(U 4;) = ¢ ¢ (U A) =¢ ¢ (U Cp(Al))
= ¢ (U 9(4;)).(Car toute fermeture ¢ vérifie la propriété (v)).
Ainsi :

COROLLAIRE 2 - Si ¢ vérifie les conditions du théoréme 7, elle
est nécessairement c.i.y . De plus, on a po>IUd et :

(b1) o (U Ay) = ¢ (U olay))

Etant c.i.y, ¢ est de la forme

b =g f

pour une ouverture g et une fermeture f (par ekémple g‘= J, £ =q).
Des relations (a), on déduit alors : pgf=¢9etgfo=gftf.
Donc p £ =9 gf f=¢9gf=g9, Mais ¢ £ = ¢ entraine ¢ o £ et
donc £f 9 = 9. On g donec ¢ = g f = g&f9=g o9, soit en résumé :

b=&9 » 9=989

Ia réelpquue est vrale $ car si ¢ = g ¢ pour une ouverture g et
une fermeture ? telle que @ = 9 g ¢y On a bien ¢ ¢ pet o= ¢.

Notons aussi que 9 = cp g o entralne cp g€ Jd(cp), d'apres ‘
le critire 1 (¢ar 9 g 9 =9 et 9 9 g = 9 g)s

COROLLAIRE 3 - Une idempotente vérifie les conditions (a) et (b)
de 1lténoncé si et seulement si elle admet la représentation
¢ = Yy 9 pour une ouverture y et une fermeture ¢ telle que :

?P=9v 9

Cette fermeture ¢ est identique & cel]e qui vérifie les rela~ -
“tions (a). '
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8 = IDEMPOTENTES S.C.S. SUr F OU /G

51 E est un espace topologique, l'espace F des fermés est
un sous-treillis de JA(E) : 1'inf y est encore domné par l'inter-
section N F, 5 mais le sup est la réunion fermée (J F . Nous no-
terons {J F cette union fermée, ou Sup dans le sous—treillis

FcR, qu'il faut évidemment soigneusement distinguer de l'union
ordinaire Fi» qui est le Sup de la méme famille F; » mals dans
le treillis J°® lui-m@me. L'espace E sera supposé L.C D., et le
treillis g sera aussi muni de sa topologie habituelle.

En ce qui concerne l'espace G, il ne constitue pas un
treillis complet (sauf si E est un espace compact) puisqu'il ne
contient pas de plus grand élément. Nous lui adjoindrons donc
1*élément E, et nous poserons ‘

~G = S| (B}

Cette notation est cohérente : 0, en effet, n'est pas, au
sens strict, stable pour 1'intersection (du moins si E n'est pas
compact), puisqu'il ne contient pas l'intersection de la famille
vide, qui est E. L'espace obtenu en ajoutant 1'élément E & 46 re-
présente donc bien la classe stable pour l'intersection engendrdée
par A .

Du point de vue topologique, l'espace ~f» s'identifie au
compactifié de G , E jouant lé rble de point & 1'infini, dont
les voisinages ouverts sont les complémentaires des sous—ensembles
compacts de 6. La famille des {K : n.e,¢s, K£ K } » K décri-
vant ~/© constitue donec un systéme fondamental de v0151nages ou-
verts de E dans ~ . Une suite Kh dans ~fO converge vers E au sens
de S5 8l et seulement si elle n's pas de valeur d'adhérence ‘dans
- JG, autrement dit si, pour tout K, €G, 1l existe N tel que
K, & K, d&s que n > N. Pour le reste, la topologie de JK» ne
dlffére pas de la topologie myope usuelle de v . '

Dans 1le tfeillis«@@ 1'inf est encore l'lntersectlon
n K;. Par contre, le Sup est l'unlon fermée {J K, Ky seulement si
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la réunion K; est bornée, Lorsque la réunion |J K; n'est pas bor-
née, le Sup est 1'élément maxifal E de ~ . Pour unifier les nota=
tions relatives & & et ¥, nous poserons

Sk, = UX; s81UK, est bornée
i =
E

sinon

(sauf toutefois si & doit &tre considéré comme un sous-treillis
de ¥ : dans ce cas, il faut impérativement distinguer le Sup au
sens de G et au sens de % : le premier sera alors noté G et le
second ).

Sur l'espace 3 des ouvérts, dual de 3 , le Sup coincide
avec la reunlon ordlnalre, et 1'Inf est l'intersection ouverte

hn Gl"‘, gque nous noterons ﬂ Gi . Le treillls % sera muni de sa
topologle usuelle, ‘

Soit, maintenan’c, ¢ une idempotente sur A ou sur Fy et
B = n7§>¢ c § ou & son domaine 4° invariance qui est donc un sous-
 treillis de 3 ou % . Le domaine d'anti-extensivité /B ,et ‘aussi~fs
sont stables pour 1! intersectlon ordinaire. Par contre, le domaine
d'extensivité et la classe N sdnt‘stables, non pour la réunion
ordinaire en général, mais pour la réunion fermée {J : K ef\ﬁ en-
traine K e y Mmais non Y Ky E«/S A cette ques’clon de notation }
pres, les résultats précédents sont applloables. On devralt en prin-
cipe distinguer les applications c. 1°U sur -G ou ¥, pour lesquelles

4§ ('KD $(K)) = ¢(K) (X € & ou 3)

et les c.i.| usuelles : toutefois ~G et F étant stables pour la -
 réunion finie, K |J ¢(X) ne diffdre pas de la réunion usuelle
KU ¢(K), et on peut tgnorer cette dlstinctlon_.

Si l':Ldempotente ¢ est s.c.s. sur ~ ou % , son domaine
d'extensivité ,\TS est fermé dans ~G (ou ).

En ‘effet, si K, - K avec K, c q’(Kn)’ o;n.f;r'ouve, ¢ étant s.c.s.
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Kc lim ¢(X)) « Tim ¢(K ) < ()

v
Donc K € ~Be.

Notons d'ailleurs querﬂ% s étant nécessairement stable
pour la réunion fermée {J, en tant que domaine d'extensivité
d'une idempotente sur e ou %, sera fermé s'il est de plus
gtable pour ltintersection décroissante.

On sait que la condition : F fermé dans o ou F, est
la condition nécessaire et suffisante pour que 1l'ouverture asso-
ciée soit s.c.s. Ainsi : Si ¢ est s.c.s., la plus grande ouver-
ture & minorant ¢ est elle-mé@me s.c.s.

N.B. : on devrait écrire J au lieu de J, puisque l'on a 3

$(K) =T {E' : X' € B, K' c K}

v
avec la réunion fermée et non la réunion ordinaire, et de méme -~

au lieu de~3§ . Nous ne le ferons cependant pas, pour ne pas
trop alourdir les notations : ici encore, d'ailleurs, cette
distinction Serait‘illusoire $ en effet,«4§ étant stable pour
la réunion fermée, &(K) est dans rvg, de sorte que l'on a aussi

WO =U (K, & ef, ke

avec la réunion ordinaire.

Du domaine d'invariance 3 de 1l'idempotente s.c.s. ¢,
et de son domaine d'anti—extensivité,jg; on peut seulement dire
qu'ils sont stables pour l'intersection décroissante.

' En effet, K, ¢1K‘entraine ¢(Kn) l $(X) pour toute appli;

cation s.c.s. croissante (c'est méme, comme on sait, la condition

nécessaire et suffisante pour qu'une application croissante soit

s.c.s.)« I1 en résulte que 1'on a encore K = ¢(K) ou K o ¢(K) si |

Kn»ﬁ ¢(Kn) ou-K, 3_¢(Kn). )

.
.
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Si ¢ _est s.c.s8., sa plus grande minorante c.i.n est encore
S.c.8. En effet, la p.g.m c.i.n de ¢ peut s'écrire ¢ ¥, et on a vu
que $'était s.c.8, dés que ¢ est s.c.s. (et d'autre part le produit
de composition de deux applications croissantes s.c.s. est encore
S.C.8.).

De la plus petite majorante c.i.|, on ne peut, semble~t~il,
rien dire en général. Toutefois :

Une application c.i.y ¢ sur Jo ouFest s.c.s. si et seule-
ment si § et § sont s.c.s. '

En effet, soit ¢ c.i.y et s.c.s. On a déja vu que J est
alors s.c.s. Mais, ¢ étant c.i.y, on a ici o =1 U ¢, de sorte
que $ est aussi s.c.s. Réciproquement, si J et @ sont s.c.s., la
c.i.y ¢ = $’$ est elle-m&me s.c.s. comme produit de composition
de deux s.c.s. Résumons ces maigres résultats. ‘

THEOREME 8-1 - Si ¢ est croissante, idempotente et s.c.s. sur aﬁk.
ou F, $ est s.c.s., ainsi que la p.g.m c.i.n ¢ J de ¢ dé est
fermé, I3 et 5% sont stables pour 1'intersection décroissante.
Pour qu'une c.i.y ¢ soit s.c.s. sur,vﬁ> ou %, 11 faut et 11
suffit que ¢ et ® soient toutes deux s.c.s.

On rappelle gqu'une ouverture y est s.c.s. sur o ou g si

et seulement si~B_ est fermé. De méme, une fermeture ¢ est s.c.s.
sur 46 ou ¥ si etfseulement si ~B_contient un systéme fondamental
‘dé‘voisinages de chacun de ses éléments : pour tout B € /3 et tout
ouvert ¢ o B, on peut trouver B! ¢ Jg et un ouvert G' tel que
Bec G' ¢ B' ¢ G. Done : - A
COROLIAIRE : Une c.iJdJ ¢ est s.c.s. si et seulement si <é est fermé

et JB contient un systéme fondamental de v0131nages de chacun de
’l ses eléments.»_

Fefmeture-s;c.s, d 'une t-idempotente sur @ﬁi(ﬁp).

-~ Dans ce paragraphe, nous nous’ limitons au cas E = R" et aux
'T-appllcatlons, pour la raison suivante ¢ si f est une r-applicatian
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croissante sur fo » en posant pour tout ouvert G :

fg(G) =y {£f(X), X € 6, K c G}

on a toujours fg(G) € %, et fg est alors s.c.i. sur . (Ce ré~
sultat ne subsiste pas en général si f n'est pas une t-application).
On sait de plus qu'en posant, pour K ¢ J6 @

£(K) =N {£,(6), ¢ € @, &> K}
on a également fk(K) cJo f), > f. De plus, f, est s.c.s. sur SO

et plus précisément, constitue la plus petite gpplication crois-
sante et s.c.s. sur J6 majorant f.

Plagons-nous dans le cas d'une gpplication ¢ eroissante,
idempotente, sur J6 et compatible avec les translations : alors
¢g et by sont elles-m€mes idempofcentes sy €% ¢ » en pazticulier,
est la plus petite idempotente s.c.s. majorant ¢ sur 6 . Nous

dirons que ¢, est la fermeture s.c.s. de 1l'idempotente ¢.
k .

En effet, soit ¢ 1-c.i. sur o (R*). Posons pour tout

Gegz

bg(6) = U {¢(K), K c G}

On sait que ¢g(G) €% et ¢, est s.c.i. sur & . Notons que
K c G impliquant évidemment ¢(X) c ¢g(G), on a aussi :

(a) bg(8) = U {0(K) ¢ o(X) < ¢,(6)]

Montrons que & est idempotente. Nous savons que ¢ est

. =) ,
- s.c.i. Donc, pour G ouvert et K compact tel que K (pg(G), on
peut trouver K' ¢ & avec K' c G et K (bg(G') pour tout ouvert
G! = K'o ’ '

Choisissons alors B ouvert borné (done B compaet) tels que :

K'c BcBe G
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Il vient alors

K c ¢g(3) c ¢(B) ¢g(G)
On en déduit que :
bg bg(6) = U {$(K), K c ¢g(G)}
se met sous la forme :
bg bg(@) = U {4 ¢(B) = &(B) = ¢(B) c ¢,(a)]
Compte tenu de (a), cela entraine :
by bg(6) = 4,(a)
et by oSt idempotente.

Montrons maintenant 1'idempotence de by . Plus généréle—
ment, soit ¢' t-c.i. sur é? y €t posons pour K ¢ Jo @

op(K) =N {4'(6), &> K}
Comme G > X entraine ¢'(G) o ¢1(K), on a aussi :

(a') W(B) =N {67(E) ¢ 47(6) > ()}

Maintenant, on sait que byt est s.c.s. sur V6 . Ainsi
G o ‘bl'c(K) (¢ ¢ @4, X E‘:!%o ) entraine g G! ¢ %, 6'oK tel que
1l'on ait ¢£(K') c G pour tout compact K' « G'. Choisissons B
ouvert borné tel que

K‘CBC-ﬁcG'

drtol ¢
$bp(K) c ¢"(B) c ¢1(B) c @

- Alors 7 |
Cbp 0p(B) = {er(6), 6o (R}
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peut s'écrire

of Gi(K) =N {$'(B) = ¢'(B) > LK)}
Comparant avec (a'), on conclut :
b G(K) = ¢L(K)
et ¢ est idempotente,

Dol le :

THEOREME 8-2 - Soit ¢ une t~application croissante et idempotente
sur o (&%), b la restriction & & de son plus petit prolon-
gement sur J9, et by la restriction & V6 du plus grand pro-

longement de q, sur ® . Alors q, est croissante, idempotente
et s.c.i., sur 9 et ¢, est cro:.ssante, idempotente et s.c.s.

sur ¢ . Plus précisément, by est la plus petite ma;orante
c:L.scs.,deq;surJCo .

De méme, soit ¢! une t-c.i. sur & (R™ ), ¢k la res-
triction & 4% de son plus grand prolongement sur @, et ¢é la
restriction & g' du plus petit prolongement de (bk sur P .
Alorsd;l'{estci. et s.c.s. sur fo , et ¢! c.i. et s.c.i.
sur 9 Plus précisément, ¢' est la plus grande minorante Cc.i.
etsc:L.deq;surg

Prolongement d'une idempétente.

On peut se demander si une idempotente sur \!_'Zo admet des
prolongements sur <7 tout entier. Nous allons voir qu'il en existe
effectivenent, Mais,‘ comme il s lagit d'une question purement algé-
brique, ol les notioms topologlques ne jouent aucun rdle, nous
avons tout mteré’c &4 nous placer dans un cadre plus général.

Nous désignerons donc par &L une partie complidtement réti-
culée queleconque de ¥ ., Nous noterons Us et n‘a le Sup et 1'Inf
dens CL, pour les distinguer du Sup et de 1'Inf dans J qui



-5 4

restent désignés par |y et N + De méme, pour une famille by idem~
potente sur A, Va.¢i et Ay ¢i désigneront la plus petite idem~
rotente sur &L, majorant cette famille, et la plus grande idem-
potente la minorant.

A Soit donc ¢ idempotente et croissante sur OL, VB, ,wé; et
<JSa ses attributs habituels au sens du treillis CL (qui sont
done ¢ (L). Nous désignerons par ¢ et ¢ le plus petit et le plus
grand prolongement croissant de ¢ sur ~® , soit pour tout P ¢ P :

(®) =y {¢(a), A e, Ac P}

@) =N {e(a), A ety AD P}

En général ¢ et ® ne sont nullement idempotents. Mais tout
prolongement idempotent ¢i de ¢ = s'il en existe - devra vérifier

¢cb; T

 En fait, ¢ est surpotent, et § est sous-potent.
En effet, raisohhons, par éxemple, dans le cas de ¢ . On a
¢ 4(P) =y {e(h), A ek, Ac $(P)}

Comme ¢(A) € & pour A € 72, et que A c P entraine ¢(4A) < ¢(P),
on a d'autre part ’

6(P) = U {6(4), 4 € A, $(4) c $(P)}

Or, la famille des ¢(A), ¢(A4) c $(P) est une sous-famille
de celle des ¢(A), A c ¢(P) (& savoir, celle des A ¢ B, c ).
On a donc

&(P) « ¢ ¢(@)

Etant surpotente, ¢ admet une plus petite majorante idempotente
sur dfg(voir paragraphe 5). Désignons-la par ¢_ . De méme, lg
sous-potente ¢ admet une plus grande minorante idempotente ¢, -




55

Toutefois, nous ne savons pas encore si ¢_ et ¢ _ coIncident sur O
avec ¢.

Mois, par hypothdse, €L est une partie compldtement réti-
culéde de P ., Donc (théordme 3) il existe des idempotentes sur PP
admettant X comme domaine d'invariance. Soit m 1l'une d'entre
elles (par exemple 1'élément minimal y = n = Ta I, » ou 1'61é~
ment meximal ny = I, Ta de Ja(Y)). Alors, posant :

¢' =¢ on

on obtient effectivement un prolongement de ¢ sur~f: en effet,

¢' est idempotente, car n o ¢' = ¢', puisque ¢' applique J° dans
X et que n est invariante sur &L, et ¢'(4) = ¢(n(a)) = ¢(a)
pour A € ¢ . Du reste, n(P) = L et ¢(A) = d@h montrent que
le domaine d'invariance de ¢' est identique au domaine d'inva~ -
riance d@a de ¢.

~ Mais ce prolongement idempotent ¢' de ¢ sur VP, majorant
¢ majore aussi la plus petite majorante idempotente ¢_ de ¢
¢' > db_, et de méme ¢' < ¢, . Des lors, pour A€ (XL, on a
o(4) = ¢'(4) o ¢_(A) o ¢(8) = ¢(A). Done ¢_(A) = ¢(4), et de
méme ¢, (4) = ¢(A). Par suite ¢_ et ¢ _sont effectivement des pro-
longements de ¢, et ce sont donc le plus petit et le plus grand
prolongement de ¢ sur P . '

Ainsi

THEOREME 8-3 ~ Pour toute partie <L compldtement réticulée de R,
toute idempotente croissante ¢ sur (X admet un plus petit et

un plus grand prolongement par une idempotente croissante

SU.I'@.
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9 — EXEMPIES.

Donnons, pour terminer, quelques exemples construits &
partir d'une ouverture y et d'une fermeture ¢. D'aprés le cri=-
tére 7, on a.

P2y 9D >2YPYDY

<38

Y
?

Y ¢ et ¢ vy etc.. sont idempotentes, ¢ v ¢ et ¢ vy ont
méme domaine d'inveriance, ainsi que y p ety 9 v 53 ¢ v ¢ est
PYVY P, et de mGme Yy 9 Y = ¢ Y A Y ¢. Enfin, V3 B si

Y Yo
et seulement si y 9 > ¢ vy Ou bilen ¢ y ¢ =y o, ouwbien Y QY=

=9V

De plus, vy g et 9 v ¢ sont c.i.U, 9 Y et v ¢ v sont c.i.N.

Pour vy ¢ et ¢ vy, on le sait déja. Comme I U Yy pclyUoe =9, On

2a9Y9coY9o(IUgY 9 covgop=9yg¢, dol 1'égalits,
qui montre que ¢ y ¢ est c.i.y et de méme y ¢ vy est c.i.N .

Notons encore ceci : si y ¢ est c.i.n (donc & la fois c.i.y
et c.i.n) @ vy ¢ est lui aussi c.i.N et c.i.y. De mlme, si Q y est

c.idJy v @ vy est lul aussi & la fois‘c.i.U et c.i.nN .

En effet, ona ¢y 9>INg y w >INYge9.Donec, si
Y ¢ est c.l.n e

PpY9PoeY9o0o(INoyg)oeoyeo(INye) =9y9
D'ol 1'égalité, qui montre que ¢ y ¢ est encore c.i.n .

Lorsque vy ¢ et ¢ y, donc aussi y 9 vy et ¢ v ¢ sont & 1a f01s
c.i.y et c.i.n, 1'é1ément médian « compris entre ¢ y ¢ et y o v

\,

est particulidrement facile & construire (voir paragraphe 6).
D'aprés la formule (6-7), appliquée avec £ = ¢ vy 9 et & = ¥ 9 ¥,

on a
AV

N
a = §'n ff=1~fyY glg
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Mais f étant c.i.N et g c.iyy On a ¢
r=ff=1f%f g=88=8¢

f=1n¢t g

IUeg

Donc, dans ce cas, 1l'élément médian o sera :

a=(Iyus)NE=((INfHHuUuse

Soit, explicitement :

INovyoe Uy oy

(9-1) ce=(IUyeyY)Novyo

Notons encore que, lorsque Yy et ¢ sont en dualité (y = o¢*),
1'élément a coincidera avec son propre dual :

(9-2) a = g¥

En effet, avec £ = ¢ y ¢‘ef & =Y ¢ Y, On aura encore
\ A
= f¥, et il est facile de voir que cela entraine g = (f)*,
(£)%, atol (9-2).

(o< Oa

Cas d'une ouverture et d'une fermeture topologiques

Soit E un espace topologique, et pour & ¢ P (E)

*

Y =i o(4) -1

. _ ,
(A est l'interieur de A, et A son adhérence). Ici, donc :

vy p(a) = & ¢ y(4) = i1
Y 9 v(a) = A @ch(A)"-"'E

Ia condition y ¢ = 9 Y ¢ n'est pas vérifide, de sorte que Jd(y ¢)
et é&d( P Y) ne coincident pas. Par contre, nous sommes ici dans
le cas oLy @, @ Y, Y ¢ Y €t ¢ Yy ¢ sont toutes les guatre & la
fois c.i.y et c.i.n, d'ol résulte, d'aprds (9-1), que 1'élément
-méfien o est défini par @ .
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(W =ubni-undus

avec de plus @

a:a*

d'aprés (9-2), puisque y et ¢ sont en dualité.

En effet, il suffit de montrer qué ¢y est ~propre (d'ol
résultera, par dualité, que y ¢ est c.i.N , et aussi comme on l'a
Vu, que 9 Y ¢ et Yy ¢ y sont & la fois c.iJJ et c.i.n ).

On a évidemment ¢ y o (I Yo v) D9 v, et il faut wontrer
1'inclusion inverse, c'est-a-dire

TN

(9-3) iur < A

‘Supposons que (9-3) ne soit i pas vérlflee. I1 existe dorc
un x € E avec

° ,
X£A et xeAUA

: De x £ A resulte que l'on peut trouver un voisinage ouvert
V de x disjoint de A

T
V.NA=9

T = N ‘ ,
Mais de x € AU A, nous déduisons que tout voisinage ou-

—t—

vert Vé de x rencontre K(J A , donc contient un point y ¢ V% ad-

mettant un voisinage ouvert Wy c Vg et €ontenu dans le A. Prenons

Vi = Vx ’ d13301nt de. A o« Ainsi y ¢ V admet un v0181nage ouvert

W c V tel que Wy c AlJ A. Comme V est, par hypothese, d1$301nt

-~

o]
de A , cela entraine W& c A. Donc y ¢ A. Oryce¢ VX sy €t VX, dis-

Joint de A est a fortiori disjoint de A ¢ on arrive ainsi & une
contradiction., On coneclut donec ’ ‘

o
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IR

AUUA c

»=ol

d'ol 1'égalité : ¢ y estddonc c.i.y .

Ouverture et fermeture selon un segment de'droite.

Prenons maintenant, sur P(R"), y et ¢ définis par :
y(4) = AL ’ p(4) =
ol L est un segment de droite. Ici encore, y et ¢ sont en dua-

~lité, v ¢ et 9 y, donc aussi y ¢ y et 9 y ¢ sont & _la fois c.i.y
et c.i.N, et de plus la condition : '

YP=OoY9Q

est elle-méme vérifide, Je laisse au lecteur le soin de vérifier
ces propriétés, ce qui n'est du reste pas trés difficile., Il en
résulte que 1€ domaine B d'1nvar1ance, commun a4 nos quatre ap-
pllcatlons, est constitué des ensembles & la fois ouverts et
fermés selon L : |

et, explicitement :
a(a) = [ay ((ap) )L] n ((ah )

Toutefois, o n'appartient pas & Ja(R). Dans.le cas de.
cet exemple trés simple, il est possible de former directement
des éléments ¢ EQJd(&S) coIneidant avec leur dual (¢ = ¢*),
dont les uns sont & la fois c.i. Uet c.i.n, et les autres ne sont
ni c.i.yni c.i .
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Notons que l'on peut supposer n = 1. En effet, pour n > 1,
Ar AT ete... apparaissent comme les réunions des (A')L ,(A')L
etc... ou A' décrit la famille des intersections de A par les

droites paralléles au segment I.

Avec n = 1, A se présente comme une succession de segments
(ouverts, fermds, ou mi-ouverts mi-fermés). En fait, le long de la
droite réelle R, on observe la succession de 3 types de constituants

~ type 1 : segments de A contenant un translaté de T

segments de A% contenant un translaté de I

(1]

~ type 2
~ type 3

segments ol alternent des passées successives
de A et de A® dont aucune ne contient un trans-—
laté de L.

Voicl une premiére idempotente ¢ possédant les propridtds
annoncées (¢ = ¢*, ¢ € Ja(B), ¢ & la fois c.i. et c.i. »

Ies passées de type 1 sont incorporées a ¢(4A), celle de
type 2 au complémentaire £ ¢(A). Les passées de type 3 comprises
entre deux passées de type 1 sont mises dans ¢(4), celles qui sont .
comprises entre deux passées de type 2 sont mises dans @«b(A).
Enfin, les passées de type 3 comprises entre une passée de type 1
et une passée de type 2 sont mises dans ¢(A) ou dans f§ ¢(A) selon
que le point médian de la passée de type 3 tombe dans A ou dans

A° .

Voici maintenant une idempotente ¢' autoduale, appartenant
a2 Ja(®), mais qui n'est cette fois~ci ni c.i. Uni e.i

_ On construit ¢' exactement comme ¢, sauf en ce qui concerne
les passées de type 3 comprises entre une passée de type 1 et une
passée de type 2. Dans ce cas, on met dans ¢'(A) la moitiéd de 1la
passée de typevj ad jacente & la passée de type 1 (point médian
exclu), et 1l'autre moitié (point médian exclu) dans Ber(a).

Enfin, le point médian lui-mlme est mis dans ¢ (A) ou dans ¢ '(4A)

selon qu'il tombe dans A ou dans AC .,

»
-
v
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Quverture et fermeture selon un compact.

Nous nous plagons maintenant dans J&(R®) ou dans z(®&"),
et nous considérons l'ouverture et la fermeture s.c.s. définies
par

v(8) = &g ,  o(a) = A°

ot B est un compact fixe.

les propriétés, cette fois, sont moins bonnes : en général,
Y ¢ n'est pas c.i.N et ¢ y n'est pas c.i.y, et la condition y ¢ =
= ¢ Y ¢ n'est pas non plus vérifiée. Explicitement :

Yola) = (AB)y g y(a) = (ap)®
¢y o(a) = (4%, v o v(a) = ((apP)y
Posons, pour swréger :
b=0v19 5 d'=v9y

On s'attachera surtout & la construction de 1'ouverture
c.ieM ¢ ¢ de ¢ (2 la fois c.i.y et e.i.M), et de la fermeture
c.i.y ¢' &' de ¢* (c.i.y et c.i.n), & partir desquelles on forme
sans peine 1'élément médian autodual o . | |

De maniére générale, la construction de 1l'ouverture c.i.n

d'une c.i. s.c.s. £ se fait par limite séquentielle décroissante.

Posant £, = f et, par récurrence :

fn+1'; fn o (INZ£)
on obtient une suite décroissante de c.i.|y . En utilisant la semi~
continuité supérieure, on peut montrer sans trop de peine que la
limite ‘

¢ =1lim | £ =N£,

est & la fols c.i.y et c.i.n , donc est l'ouverture c-i;ﬂ de £,
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Par contre, la construction de la fermeture c.i.|y d'une
C.ieN s.c.s. f' ne présente pas les mémes facilités. Posant

£1

2 = Tho(Ty9)

on obtient une suite croissante, a 1'égard de lsguelle la semi-
continuité supérieure ne nous garantit rien : il n'est donc pas
certain que 1'élément ¢' = |y £} soit c.i.y . '

Dans les applications pratiques, toutefois, on travaille
sur une trame discrétisée et des ensembles constitués d'un nombre
fini de points : il est alors certain que les suites monotones
f et fﬁ‘ atteignent une limite idempotente au_bout d'un nombre

n
fini d'itérations.




