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_ Dans ce qui suit, mon objectif consiste & trouver des procédés
permettant de construire des simulations de FAI-k admettant des cova-
riances généralisées en |h|a, par exemple de FAI-1 de type spline
(covariance en r“ log r). Je me limite au cas unidimensionnel. De
plus, le cas "continu" se révélant trop difficile, je me contente
ici d'aborder le cas des FAI-k discrdtes (i.e. prenant leurs valeurs
sur l'ensemble des entiers n =0, *# 1, * 2,...). Ie fil directeur
est le suivant : dans le cas continu, l'opérateur infinitésimal
associé au groupe des translations est l'opérateur de dérivation.
Dans le cas discret, on doit évidemment lui substituer 1'opérateur
d'accroissement A Zn = Zn+1 - Zn' Le cas discret présente ainsi un
avantage incontestable : glors que, dens le caa continu, la dérivée
'Z%k)n'existe‘pas toujours, l'accroissement dtordre 1y dans le cas
discret, est évidemment toujours défini. Dans le cas continu, en
particulier, seules les PAI-k (k+1) fois différentiables. apparaissent
comme des primitives d' ordre (k+1) de fonctions aldatoires station-—
naires, donc admettent une représentation de la forme

X

k
(1) 2 = | LRl v(e)a

0

ot Y(x) est une FAST. Au contraire, dans le cas discret, toute
FPAT-k admet une représentation du type :

n-k-1 k :
(2) z =X C . ., X
n 42, - n-i-d n
(n > k+i 3 Ly = Z1.= ceei= Iy = 0 ¢ il s'agit de la représentation

nulle enn = 0, 1,...k. L'écriture (2) n'est d'ailleurs valable

que pour n > k., Pour n < O, on dispose d'une autre expression

qu'il n'est pas utile d'expliciter ici) ol Y, est une FAST discrete.
les autres représentations se déduisent de (2) en ajoutant une ex-
pression du type Ao + A1 Nn +e..t+ Ak nk. Elles constituent la classe
des solutions de 1l'équation aux différences finies :

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE - 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



k+1 P .
(k+1), = p _
A 2y = p§o (-1) Crt1 Z_n+k+1—p =¥y

Revréséntation spectrale,

11 est commode d'utiliser la représentation spectrale de la
FAST discrete Yh, soit

Y, = -21; j % ¥(ae)
]

ot £(d0) est une mesure aldatoire complexe auto-crthogonale : si
¥(d0) est la mesure spectrale associde & E(d0), la covariance de
la FAST Yh est alors :
2T '
(3) C. =<4Y_ ¥ >=——1—J ei™® L (ae)
o

(Théoréme de Bochner) : les C, sont donc les coefficients de Fou-
‘rier d'une mesure = O x(d8) sur le cercle unité.

On a évidemment :

-1 o110 ie_
AY, =Y =Y =5 j (e7"-1) g(ae)
0

Ainsi, l'opérateur d'accroissement d'ordre 1 a pour trans-
. . . - i (o 2
formée de Fourier l'opdrateur multiplicatif (e e--1). Plus généra-
. k+ .
lement, l'accroissement A 1 dtordre k+1 auras pour homologue 1l'opé-

rateur multiplicatif (eB)k*t,

En sens inverse, l'opérateur de sommation d'ordre (k+1)
qui transforme la FAST Y en une PAI-k Z, devrait avoir pour

homologue ltopérateur 1/(e )k+1, soit formellement :
(4) L[ _eine - (a0)
n 2n (816_1)k+1

o

Malheureusenment, cette intégrale n'est pas convergente.



Toutefois, pour toute combinaison llnealre autorisde A, (i.e. véri-
fiant T A, n" =0, i.= 0, 1,...k) 1t4criture
‘ in®
= n °
(5) Z(\) = 5= J (ST0_)EF £(ae)

a un sens (et correspond & la déflnltlon abstraite de la FAI-k),

puisque la combinaison Z)xn eine

s'annule ainsi que ses k premiéres
dérivées en 8 = 0. A la représentation particulidre (2) on peut

d'ailleurs associer 1l'écriture intégrale :

2n _1in® _oat(eif_y_ o K oiB_hk
2, = 2= | Tt = Gle =)z ehe = Gyl 1) p(an)
n 21 (eie_1)k+1
o :

Cette expression est, cette fois, parfaitement convergente.
Cn peut d'ailleurs la mettre sous la forme :

1 2% ek k+1+ i8 .\D '
Z, = 5= j T c P (e*®-1)® g(as) (n > k+1)
A on
(o}

qui conduit & 1l'identité :

‘n-k-1 k n—k=—1
(6) 72 = > ¢ ..Y =3 c&1p AP)

n . ¢ n 0
i=o i-1 "n p=0

les covariances génédralisées.

Examinons maintenant la covariance générgliscde Kn de la FAI-k

Zp)» Kn n'est définie qu'a un polynome pair prds en n de degré =< 2k.
11 sera commode d'adopter systématiquement la version de Kn qui

stannule enn = 0, #+1,...+k. La (pseudo~) mesure spectrale agsociée
a K, sera évidemment :

v (d8) _ x(de)

Ieie_1|2k+2 [2(1—003 9)]

k+1

Par suite Kn est nécessairement de la forme :



2k fgk( 8) _
k+1 x(a6)

_.J_

21

J cos nf - fo(e) - n? f2(6)—...— n
S (2(1-cos 8))

ol les fonctions fo";'fzk doivent &tre choisies de maniére & assurer
la convergence de l'intégrale. Si nous adoptons la version de Kn nulle
enn =20, *,...*t k, ces fonctions sont univoguement définies par les
conditions . |
2k

f0(9)+...+ n f2k(e) = ¢cos n 6 (k =0, + 1y...% k)

Ainsi, pour k = 0 : '
21

(7) x =L J cos n 6-1 X(de)
n o 2n ) 2(1-cos @)
Pour k = 1 :
_ 2n 5
(71) K = gﬁ »J cos n H~1 -~ n (gos 6-1) x(a0)
5 4(1-cos 6)

Pour k. = 2 3
2,2 ' )
2T cos n -1 - nz(cos 8-1) - nf(n®-1) (cos 26~1-4(cos 6-1),

12
8(1-cos 6)°

(7 K = |
o x(ae)

etc...

Relation entre Kn et Qn

D'un autre c®té, on doit aussi pouvoir exprimer directement K

a l'alde de la covariance Cn de la FAST Y : 11 s'agit cette fois de

trouver la solution de 1l'équation aux dlfferences :

k+1 (2k+2) _
(-1) | Eﬁkﬁ =C,

nulle enn =0 * 1,...+ kX (le premier membre de cette équation contient

2k+2 K 2k+2 K

1'opérateur (--1)k+1 mlimq ? et non A n ? puisque cet opé-

rateur est la transformée de

K1 (10 EFT (m10_ ke

(2(1-cos 8)) -1



c'est-a-dire : , N
. .
(=) EFT (2O K+ (10 R+

Pour k- = 0, il vient ainsi :

2 Ky - Ky =K, =0Cy (n > 1)
2K, -2k, =¢Cg
K, =0

dont la solution est (pour n > 0) :

O =0
B fromdg —-— —1-
(8) 1 2 Co
E n

(et K, = K, pour m négatif)

I1 est commode d'introduire la fonction génératrice :

a(s) =-1-oo+z c_ s"

2 n=1.

convergente pour |s| < 1. On notera surtout que le terme C, est
affecté du coefficient 1/2. Cela se comprend, si 1l'on remarque que
la densité spectrale (si elle existe et admet un développement
convergent en série de Fourier) doit s'éerire :

+00

> o elne C_+ 2 3 € cos nd = G(ele) + G(e"le)
~ n . 0 n
1=—00 n21

it

Alors, la solution (8) est associde & la fonction génératrice :
_ n
K(s) = DK, s

(ici, KO = 0, et 11 n'y a donc plus lieu d'affecter un coefficient
1/2 au terme KO) qui se relie & G(s) selon la formule :



K(s) = —-1'32-5—2- 6(s)

En itérant cette opération, on voit que la solution nulle en
n=20, *1,..r k, pour kX > 0 quélconque, sera associde & la fonction
génératrice : ' :

' "k+1
K(s) = (__:§_§> a(s)
(1-s)
ce qui donne, scus forme explicite :
-k—-1 1+2k k+1 1+2k
= k1 (-1)
(9) Kh = (_1) 2 Chtk-p Cp T2 Cask o

p=0 .
ou, sous forme plus parlante :

k+1 n-k-1
K, = (CIDSN (n=p)[(n-2)%=1]...[(n=p)? -k°] C,
(91) (2k+1) ! p=1

k+1
PG D R n(n2—1)..(n2-k2) C,
2(2k+1) 1

Les CG polynomiales.

Cn =0, n>=1. 1Ia FAI-k Zn»que l'on en déduit par k+1 somma-

tions, admet ainsi la covarience généralisée

2)

2 2
(10) ' = (—1)k+1 nn“-1)..(n“-k
| o 2(2k+1) !

(qui diffdre donc substantiellement de 1l'expression obtenue dans
le cas continu, & savoir

(_1)k+1 [h]2k+1 )

o(2k+1)!

Ici, la mesure spectrale est x(d6) = d6. d'ol les identités :



::S

_ 1 J - gos n 8-1 44
an o 2(1-cos 8)

ngn —12 =_J_‘[ cos n 8-1 - n>(cos 6-1) a0
o en . 4(1-cos 0)2

etCa.e

Version discrdte des CG en |h|% et r21og r.

Telles sont les analogues discrets des covariances "polynomiales"
n |h|2k+1. Nous allons maintenant rechercher un analogue discret pour
In]%, « non entier, et aussi pour le terme |h|? log |n| qui corres—
pond au cas des splines., Ie miéux, ici, est de se laisser guider par
le point de vue spectral. Au terme en |n|% est associde une mesure
spectrale du type au/|u|'™®. or |u]? est associé & 1l'opérateur de
dérivée seconde, dont 1l'équivalent discret est 2(1-cos 8). On est

donc conduit a prendre comme mesure spectrale une expression du type

d 6

Ha
[2(1=-cos 8)] 2
2 laguelle devralt correspondre une CG K, équivalente & n pour n
grand.

Pour g > - % y (2(1~cos e))ﬁ d6 est une vraie mesure spectrale,
et 1l existe done une covariance stationnaire :

21
¢ (p) = %j [2(1-cos 6)]P 170 gp
o}

I1 est facile de construire une PAST admettant cette covariance.
De fait, de la relation

2-2 cos B = (1—ele)(1—e~ie)

on déduit que Y, doit &tre de la forme :



n =_21_‘EJ‘ 1ne(1 e—le)B g(de)
0

ou £(d6) est la mesure orthogohale associée.é un bruit blané discret
normé € . Ile développement :

n
(1-=10)8 _ x> I(n=p)  -ine
r(-g) n!

montre que Yn est la régularisée :

y = 5 -Le)

n p=o T(-8) p!

n-p

du bruit blanc €, » avec des coefficients gui sont ceux du dévelop-
pement de (1-x)F (pour n grand, ces coefficients sont équivalents

a2 1/0'*8), on pourra donc effectivement construire des simmlations
de cette FAST.

Calcul de C,(B).

Passons au calcul de C (B). Ie plus simple est sans doute de
pertir du développement (absolument convergent si g > 0)

2(1-cos e)ﬁ; (1_610)5 (1_e—ie)g

_ T(n-8) I(n'-3) i(n-n')e
ny,n' r'(-g) n! r1(-3) n"!

i

T c.(g) PP
o P

d'ol, par identification

CP(B) - ;3 | I’(n"‘P—g) I’(n-_'BL
n=o0 (r(-p))° (n+p)! n!

Pour simplifier cette expression, nous pouvons utiliser la
formule classique donnant la valeur en x = 1 de 1l'hypergéoméirique
Flo,B,yy3;x)y soit



‘__Lhi_. % ,I%wﬁijHQ - I(y) r(y-a-8)
r(a) T(B) n=o I'(y+n) n! r'(y-8) I'(y-a)

Ceci conduit a

C (B)= r(1+28) . r(p-8)
P r(1+g) r(-g) T(1+p+p)

On peut ensuite Jjouer sur les relations connues 3

r(x) r(1-x) = zp—s
| (1+2x) 22X I‘(1 ) 1( )
T{1+2x V= > x) T(1+x

pour obtenir diverses expressions équivalentes @

Cn(ﬁ) = = S_l;l_T_rﬁ '1"(14.28) _I(n-8)
r(1+n+8)

o (p) = 22 (/2 +p) _I(n-p)

n

V1 r(-p) r(1+n+g)

La symétrie Cn = C—n apparait dans l'expression :

SC n r(1+28)
(g) = (-1)
(™n P r(1+p+n) T(1+8-n)

Cn(ﬁ) dépend de n de manidre algébriquement simple 3

o (p) = 228 (/2 48) (o=p=1)(n-p=2) ... (-p)
1¥n Vﬁg. P(1+B) (n+g)(n+5_1) e (1+B)

Pour § = p entier, il vient
0 sin>p.
¢ (p) =
(-0 o,
=1)7 Cpy (n < p)
Pour g = p + % demi entier, on trouve :
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pt+1 Y
(- +1)!
Culp + ) = 12) PR 2ty N2
4 2
Nous nous intéresserons surtout au cas 8 = % y bour lequel :
4y - _ 4 1
'Cn(2) Toom 21
4
Passage aux CG.
D'aprés la relation de départ :
2 B ine
. _
(11) (8 =& | [2(1-cos 0] &7 a
o)

nous savons que ces quantités vérifient 1l'équation aux différences
finies

2 ¢ (s) (g) - ¢, _,(p) = c (p+1)

n+1

D'autre part, l'expression obtenue pour C (ﬁ) T

(12) o (p) = - EID p(q42p) Ili=g)
r'(1+n+p)

reste valable, par prolongement analytique, tant que l'intégrale
(11) est convergente, soit B > - % . En 8 = - 1/2, plus générale-~

- ment pour B demi-entier négatif, des singularités apparaissent,

sur lesquelles nous reviendrons. Pour B entier négatif, on retrouve
l'expression (10) de la covariance généralisée polynomiale

¢ (~k=-1) = (~1)k+1 n(n2~1) .o (nz—kz)
n

2(2k+1)!

Ceci suggere;donc que, pour B négatif (non demi entier), soit
B =-~a, a > 0, l'expression 3

An(a) = G, (-a) = §lﬂ_ﬂg P(1 2¢) I(n+a)

r(1+n-a)



-]

constitue une covariance généraliséé. De fait, les A, vérifient :

2 An(a) n+1 - A 1(&) = An(a~1) = Cn(1—a)

Or Cn(1~a) est une covarisnce stationnaire des que 1-a > - %
soit « < 3/2 : done, pour a < 3/2 , gr(a) est une CG d'ordre 0, et
- A, (a) est un variogramme, & savoir :

_ =1 cos no-1 ae 3
A (a) - A (a) in (1008 8))° (a < 3/2)

Par une récurrence immédiate, il apparait de méme que An(a)
est une CG d'ordre k pour a <-2 + k. Par exemple 3

2.
~ ' 21£ 2 )
' 1 cos nb-1 -~ n~(cos B-1
(@) = & () = n2(A («)-A (a)) = —j a6
A‘n o) 1 o] 21 J (2(1—008 e))a
est une CG d'ordre 1, pourvu gue o < % s €6C...

Cas de o demi entier.

Reste & examiner le cas ou « est demi entier. Soit, tout
d'abord a = %. Pour 3/2 > a > % , nous avons une CG d'ordre O;
nulle en n = 0, en prenant :

= ((x) - A (n) = M P(1_2a)- [ : P(l’l‘*‘(l) _ F((x) ]
=T ° K r(1+n-a) - r(1-a)
En o = % y le terme entre crochets s'annule, tandis.que

r(1-2a) tend vers 1lt'infini. Il est facile de voir que, pour a L'%
on obtient la limite suivante :

n
(13) K (-5 =-1 = —1 (n > 0, et K, = 0)
‘ p=1 P-3

qui est donc encore une CG d'ordre 0, & savoir



-1 0=

T

4y - 4 cos no-1 ae
%= 2) = 2 -[ V2(1-cos 6)

Pour n grand, Kn(— %) est équivalent a - % logn ¢ il s'agit

donc de la version discrétisée du schéma DeWijsien.

De mme, le cas a = 3/2 se traite par passage & la limite
a |, 3/2 & partir de An(a) - Ao(a) - n2(A1(a)-Ao(a)). Ie calcul
donne ici :

| 2 n
(14) K (-2) =t [~ 4+ (n°- 1) 3 1 (n > 0)
n 2 [ 2 n 4 p=1 p - ] >

=

Il s'tagit donc cette fois d'une CG d'ordre 1, équivalente &

n2 log n/2n lorsque n est grand : c'est donc la version discrétiséde

du modeéle en h2 log h.

Relgtivement au terme @

1 1
¢ (1/2) = - = ———o
n T L2 _ 1/4
Kh(“‘%) constitue la solution nulle en n = 0 de 1l'équation aux dif-
férences habituelles

2K (=P -k D -k, D=

1 n+1 2 n'2
et de méne
_ 3y _ _ 3y . 3y ox (21
2K,(-2) -x,_ (-2 -k (-5 =x,(-3)

Partant donc de la FAST associde 3 la covariance Cn(1/2),
soit @

Y = ¢ -2 ;) 2—2p —-L?—p.:gl_!._ £

.on p=1 (p-1)! pt 7P

on obtiendra, par sommations successives, d'abord la FAI-O :
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(o) 1’151
Z = Y
n p=0 P

associde au variogramme quasi DeWijsien -Kn(— %), puis la FAI-1 :
- (1) 1’1;"_‘_’1. -Z(O)
yA =
n p=o P

qul constitue la version discrétisée des "splines", avec comme
covariance généralisée K (-3/2).

Améiiorations.

Dans 1l'expression de An(a)'figure le rapport I'(n+a)/T(1+n-a),
dont l'expression asymptotique pour n grand est @ '

T'(n+a) n2a—1 [‘1 - alo=1)(20=1) a(a—1)(a—2)(2a—1)(2a—3)(5a+1)+..}
r(1+n-c) - 6 n? 360 n? |

La CG correspondante différe donc du modele ?'polynomial".n2a"1
par un terme dtordre 2 en 1/n. Est-il possible de corriger cette
différence, au moins a l'ordre 2? C'est en fait assez facile.

De maniere générale, si Z, est une représentation d'une FAI-k

discrite, on obtient une deuxiéme FAI-k en posant

Z, =2, + a(zn+1 -2,)
Sous forme spectrale :
' (d6) 16,y 2 x(a8)
= |1 + a(e™"=1)| T

)X+ (2(1=cos 8)) "

(2(1-cos 9)
Or, on trouve

. 2
|1 + a(ele—1)| =1+ ala-1) 2(1-cos e)

et donc
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x'(a9) - x(de) + a(a=1) x(48)
(2(1—005 6T (2(1=cos O)FFT " (2(1-c0s 0))F

soit
T

K, =K, + a(arj) [2 K =Ky = Kpyq)

En particulier, si ¥ = An(a) (2 un polynome pair prés en n),
on trouvera :

DK =A@ + ala-1) A (em1)

Compte tenu de l'expression :

A (a) = SO 1(4-2q) ;%%%i%i;
il vient o

A (a=1) = - 2(;;“3(2;3?;2 a (@)
soit

K; = An(a) [1 - 2(;-a)(1-2gl a(a—1)]

n —(d—t)

donc, & un facteur constant preés :

&;znak1<1_(ﬂw4ﬂ2w4)+..)(1_20k1NZW4)awrﬂ h-)

o 6 n2 n2
- n2a-1 l1 - (a—1)22a-1) (% + 2a(a—1)) +...]
v n

On annulera donc le terme en 1/n2 en prenant pour a l'une des
racines de 1l'équation :

2 o
a’ —at35 = 0

a = % (1 i:V - %)

Ya correction est donc possible pour « 6:3. Ie cas

soit

3
li
V]
@
(6]
<t
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particulierement intéressant. Your a = 2, en effet, on a

K, = 21

= 0, on trouve :

(on®1) 1w nd
n 12 6 2 12

Ia correction est exacte (et non pas seulement approchée).

11 est donc trds facile de former des FAI-1 discrétes admettant

la CG K, = n°/12.

(3
.

Dans le cas o = 3/2, on trouve

ala=-1) + % =0 , a = % (1

et il vient
1 1
K (- 2)

oel}
s

G- B -

>
.

soit, dtaprés (13) et (14), et & un terme prds en n

' n2 ?; 1 |

ce qui constitue une meilleure approximation de n~ log n, en compa-
raison de (14).

N.B. Plutdt que Z, ), on peut adopter l'expression

Zy + a(Zn+1—Zn

Iy = 2y * b(Zn"zn—1)
). On

(qui n'oblige pas, & n domné, d'anticiper le. terme Zy i1

trouve cette fois

”"n
Ky =K b(b+1) (2 X _Kn+1_Kn—1)
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et la correction & 1l'ordre 1/'n2 conduit & prendre pour b l'une
des racines de 1l'éguation

& =
+ b + 15 0



