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SURPOTENTES ET SOUSPOTENTES

. Par

G. MATHERON

Mai 1982

Ce texte conmstitue la suite de la Note intitulée "Ies appli-
cations idempotentes". C'est pourquoi le premier paragraphe porte
le n® 10 (la Note précédente comportait neuf paragraphes). Ies
notations restent les mémes, ainsi que la numérotation des for-
mules ou des théorémes : la référence au Théoreme 4-3 se rapporte
au Théoréme 4 de paragraphe 3 de la Note précédente, tandis que
le Théoréme 10-1 concerne la présente.

10 — IE TREILLIS éR! DES APPLICATIONS CROISSANTES.

Nous désignerons par J9' l'ensemble des applications crois-
santes (non nécessairement idempotentes) définies sur le treillis
P . Muni de 1l'ordre :

fcg si £(4) < gl ¥ Ae P

P est un treillis complet : toute famille fi dans P' admet un
Sup, noté £ et un Inf, noté N £, défini par :

(U £)(8) = U (£5(0) (4 € P)

P est aussi muni d'une opdration appelde composition et
notée o, définie par :

(£ 0 2)(8) = £[a(a)] (& ¢P)

Mais, le plus souvent, nous écrirons f g au lieu de f o g.



Ie Sup U et 1'Inf N sont distributifs & gauche pour cette loi de
composition, mais non & droite

(U£;) og=y (£ &)
(10-1)
(N£;) og=n(£ 8

Mais on a seulement @

g O (U‘fi) > U & fi
(10-2)
go(nNf) ene £

Cette dissymétrie caractérise une structure algénrique trés
particulidre. Nous pourrions, & partir de la, développer la théo-
rie purement algébrique d'un treillis complet muni de ces axiomes.
Mais il en résulterait certaines longueurs, et je préfére raison-
ner dans le cas ol JP' est effectivement l'espace des applications
croissantes sur un premier treillis complet P.

I'application £ - £ £ de J3' dans lui-méme sera appelée auto-
composition. Ies éléments invariants pour 1'auto-composition sont

gvidemment les idempotentes. Nous introduirons quatre autres opé-
rations 3 |

- Surcomposition & gauche -(I1yf) of

fUT L

- Sous—composition & gauche - (INf)of=fNfT<

- Surcomposition & droite

f
£
f-fo (Iyf)
£

- Sous-composition & droite : - fo(INt)

(I est 1l'application identique).

Comme (I Uf) of=f(U£f£, dtaprés (10-1), on a (I Y £)f = £
si et seulement si £ £ « f£f. Ainsi : :

Une application £ € J3 ' est sous-potente si et seulement si

~elle est invariante pour la surcomposition & gauche. De méme, f



est surpotente si et seulement si elle est invariante pour la
sous-composition & gauche .

Par définition, on dira que f € P! est |y~propre (ou est une
application c.\y ) si f est invarisnte pour la surcomposition &
droite. De mBme, f ¢ J°' sera dite propre (ou c.n) si elle est
invariante pour la sous-composition & droite.

En résumé :

f sous potente = f =(Iyf) of
fey o £=fo(Iyid
f surpotente e £=(INTE) of
fen « t=fo(Inf

Du fait de la dissymétrie entre les relations (10-1) et (10—9),
nous trouvons le résultat suivant :

THEOREME 10-1 - Toute application ¢ | est sous-potente, et toute
application ¢ N est surpotente., Mais les énoncés réciprogues
ne sont pas vrais. . '

En effet, si f est ¢ |y, par exemple, on a d'aprds (10-2)
f=fo(Iyf)ofyffoft

et donc f est sous-potente., Mais il existe évidemment des sous-—
potentes qui ne sont pas (Jf~propres.

THEOREME 10-2 - La classe des sous-potentes (respectivement sur-
potentes) est stable pour N (resp. pour ), pour 1'auto-compo-
sition, et pour les surcompositions ainsi que les sous-compo-
sitions & droite et & gauche.

En effet, si les fi sont sous-potentes, par exemple, on
trouve :



(N £;) o(ﬂfi)=9 (fionfj)cg £ f,ent

De méme, pour f sous-potente, f f « f entraine £ £ o £f f < f £,
et l'auto-composée £ £ est sous-potente. Comme

(Iyf)of=f , (INE)of=1FF*F

les sous et sur-composées & gauche sont encore sous-potentes. De
méme

fo(Iyf)ofolIysf)==fo((Tyf) of) of(Iyf =

fofo(lIyf)ecfolIy:d

folINf)of O(I N £) fo({lIngf)of) o(Init =

fffo(INE)cfolInt)

Ies ¢ |y et les ¢ N ont des propriétés moins bonnes, sauf si
le treillis J9 est modulaire, '

THEOREME 10-3 - La classe des c {J (resp. ¢ ) est stable pour N
(resp. pour | ), pour l'auto-composition, et pour la sur et la

sous-composition & gauche et pour la surcomposition‘(resp. la
sous-composition) & droite, mais non en général pour la sous-—
composition (resp. sur-composition) & droite.

Toutefois, si le treillis ¢ est modulaire, la classe des

c |y et celle des c M sont stables pour les deux surcompositions
et les deux sous-compositions,

Ig premidre partie de 1l'énoncé est triviale.'La seconde ne
fait que ré-énoncer le lemme 4-1 : la démonstration de ce lemme
ne fait nulle part intervenir 1l'idempotence, mais seulement la
croissance de ¢. De méme, elle n'utilise pas réellement la distri-
butivitéd du treillis PR

an(dUe) =(and)ylanec)



mais seulement la propriété un peu plus faible (ou modularité) :
ao>b =» an(bye) =bylanec)

Naturellement, une application croissante f est idempotente
si et seulement si elle est & la fois surpotente et sous-potente,
D'aprés le théoréme 10-1, une application & la fois ¢ U‘ et ¢c N
est donc idempotente, c'est a-dire & la fois c.i.y et c.i.n
(nous écrirons pour abréger c.iJJ N ), et réciproquement. En
fait, la classe stable pour |J (resp. pour | ) engendrée par les
idempotentes coincide avec la classe des surpotentes (resp. des
sous-potentes). De méme, la classe stable pour |J (resp. pour N )

engendrée par les c.i. |J M coincide avec la classe des ¢ N (resp.
des c U ). '

Plus précisément, on a le résultat suivant, qui évoque la
génération des fonctions convexes ou concaves a partir des fonc-
tions affines :

THEOREME 10-4 - Toute surpotente est l'union de ses minorantes
idempotentes. Toute sous-potente est 1l'intersection de ses
majorantes idempotentes. Toute c N est l'union de ses mino-
rantes c.i. YN « Toute c |y est l'intersection de ses majo-
rantes c.i. U N

En effet, soit par exemple f surpotente. Pour tout A € P ’
considérons 1'application ¢A définie en posant pour chague A' ¢ 9o

f(A) si A' > A ou si A' 5 f(4)
c,bA(A') =
) sinon

d’A est idempotente (immédiat) et minore f. En effet, si A' oA,
on a bien ¢A(A') = f(A) « £(A'). Si A' o> £(4), la surpotence de
f donne :

§,(a1) = £(4) c £(£()  2(41).



D'ol ¢, c f. Comme de plus ¢,(4) = £(4), on en conclut :

£= U &,
e b

Donc £ est bien l'union de ses minorantes idempotentes,
Si maintenant f est ¢ Ny, on a par définition :
£(a) = £(a N £(4))

Nous poserons cette fois :

| f(A) si A' > AN £(4)

b,(ar) = |
) sinon

by minore f : en effet, si A' > AN £(A), on a :

g,(ar) = £(4) = £[an £(4)] < £(4")

b, est coi. UN ¢ si A 5 A ﬂyf(A), on a ¢A(A') = ®% et donc

4(arng,(an) =@ =¢,(a")
by (AT U4, (a0) = ¢, (A1) <
et, si A' > A mlf(A), on a kq)A(A') = f(‘A) et
b (ar N, (ar) = 4,08 0 £(8)) = £(4)
o (ar U 4, (a1)) = ¢ (ar U £(8)) = £(4)

Done, ¢, est c.i. UN »
Comme enfin ¢A(A) = f(A), on trouve bien :

f= U ¢
Ae:PA

et £ est 1'union de ses minorantes c.i. N .-



11 - IES ENVEIOPPES SOUS-POTENTES, SURPOTENTES, c |J et ¢ N.

A la classe des sous-potentes, stable pour N , est associée
une fermeture B, ou fermeture sous-potente, sur S°' : pour toute

fe ', P L est la plus petite majorante sous-potente de f.
D'apreés le théoréme 10-4, F f est aussi l'intersection des majo-
rantes idempotentes de f.

De méme, & la classe des surpotentes, stable pour |y, est
associde l'cuverture surpotente G : pour toute £ e P'y, G £ est

la plus grande minorante surpotente de f, ou encore la réunion
des minorantes idempotentes de f.

A la classe des ¢ |, stable pour N , nous associons de méme
la fermeture c U EJ : pour toute f ¢ ', ﬂfo est la plus petite
mgjorante ¢ |J de £, ou encore l'intersection de ses majorantes

c.i.U Ne

Enfin, la classe des ¢ N, stable pour |J, engendre 1'ouverture
G. : G, f est la plus grande minorante c N de f, ou la réunion de

n N

ses minorantes c.i.lU N .

Ces quatre enveloppes se laissent caractériser comme au début
du paragrephe 5. Considérons par exemple le cas de la fermeture
sous-potente F @

Pour toute f croissante, F f est la plus petite sous-potente
mgjorant £, ou, si 1l'on veut, lt'intersection de la classe & (sta-
ble pour‘ﬁ') des majorantes sous-potentes de f ; il s'agit en
somme d'une caractérisation "per descensum" a partir du plus grand

élément de P (qui est 1'application constante e : e(A) = E
Vv AeJ, ol E est le plus grand élément de J° ). .

On peut aussi caractériser F f "per ascensum" & partir de f.

Désignons, en effet, par ¢ ' la classe stable pour | et 1'auto-
composition engendrée par f (noter que &€ ' est également stable
pour la surcomposition & gauche, puisque (I | f') of'= £' | £'£').
Comme la classe @ " des minorantes de F f est elle-méme une classe



stable pour | et pour l'auto-composition (car g ¢ F £ entraine
ggcPfoPFPfcFPf, PFf~Etant sous-potente), et contient f,

ona &' £". Soit alors £, =U {f'y £' ¢ @'} le plus grand
élément de &'. Il appartient & &' (classe stable pour U ),

donc aussi a &", soit f, c F £f. Comme €' est stable pour
1'auto-composition, £ £ € &'y et par suite £, £, £, » puis-
que fo est le plus grand élément de & '. Donc fo est sous-potente.
Cela implique fo - F £ (puisque fo - f). Comme 1l'inclusion inverse
est vraie, on conclut fo = F f.

- Dans le cas particulier ou f est surpotente, on peut remplacer
A" par la classe @"' des minorantes surpotentes de F £ : elle
est encore stable pour {J et l'auto-composition (Th. 10-2 et sous~
potence de P f) et contient £ : donc @' c @™ : ce qui veut
dire que la classe @' stable pour Ljet ltautocomposition engendrée
par la surpotente f ne contient gue des surpotentes : En particu-
lier, son plus grand $1ément fo est encore surpotent., Comme fo'= P £

est aussl souspotente,F £ est ici en fait idempotente. En particu-
lier, pour f croissante quelcongue, G f est surpotente, et donc
F G f est idempotente. De méme G F f est idempotente.

THEOREME 11-1 — Pour toute application croissante f, la fermeture

sous-potente F £ est le plus grand élément de la classe stable

pour |J et l'autb—composition engendrée par f. De méme, l'ouver-
ture surpotente G f est le plus petit élément de la claése sta~
ble pour N et l'auto-composition engendrée par f. De plus, si
f est surpotente, F f est idempotente. Si f est sous—potente,
G £ est 1dempotente.

Ainsi, F G f et G F £ étant idempotentes, ces enveloppes vé-
rifient :
GFG=FG 3 FPGF=GPF

D'apres le critére 7, ces applications F G, G F, etc.., idem-
potenteé sur JP', admettent le méme domaine d'invariancelgecz 7,
a4 savoir l'ensemble des idempotentés sur . D'autre part, la
classe des surpotentes coincide avec <B (classe stable pour U
~engendrée par J3 ) et celle des sous-potentes avec Jg'.‘Nous



reportant au Théoreme 3 et au scholie 1, nous voyons que la classe
J3 des idempotentes sur P , munie de l'ordre induit par <, est
compldtement réticulée (ce que nous savions déja). Mais de plus,
puisque F = 'f\ﬁ et G = Lm » DOUs voyons aussi gque F G est le
plus petit élément de Ja(B), et ¢ F son plus grand élément.

Ainsi, si 1'on pose la question : existe-t-il des opérateurs
H sur J°' transformant toute application croissante f en une idem-
potente H £ en vérifiant la condition

Ho =¢ si ¢ est idempotente

(ce qui implique H H £ = H £, i.e. 1'idempotence de H), la réponse
est : oui, il en existe, par exemple G Fet F G, et de plus on a
nécessaireuwent

PFPGcHcGTF

De plus, d'apres le Théordme 5-3, la famille constituée de
ces opérateurs H (c'est-a-dire Ja(J3)) est complitement réticulde.
Pour toute famille Hi il existe un Sup et un Inf donnés par :

v H, = Ho Hi'

(H e Ja(3))
A H. =I—IoﬁHi

Examinons maintenant le cas de la fermeture c U y soit F .,
Per descensum, F k6 f (pour f croissante gquelcongue) est l'intersec-
tion de la classe & (stable pour N ) des majorantes c U de f.
Voyons la caractérisation per ascensum : ici, la classe & ' sera
la classe stable pour |J et pour la surcomposition & droite engen-
drée par £ (i.e. s f' ¢ @' = f' o(I Y f') € @'). Comme FU f
est |J -propre et majore f, la classe €" de ses minorantes est
stable pour | et pour la surcomposition & droite, et contient f :
donc @€' c @". Ainsi, en désignant par fo le plus grand élément
de @'y on a fo c B, f. Mais @£'est stable pour la surcomposition
3 droite. Donc £, 0o (I Y £,) € €'. Cela implique £, o(I Y £,) <
‘fo » buisque fo est le plus grand élément de £'. Par suite




-10-

£, =1t o(I y fo) : £, est ¢ U . Mais cela entraine f o %J f, et
donc 1l'égalité

Dans le cas ol £ est c N, il n'ést pas vrai en général que
B, f soit c.i.yn , sauf toutefois si le treillis <P est modulaire,
Supposons donc P modulaire., Dans ce cas, on peut remplacer A “par
la classe &£ ™ des minorantes ¢ ) de %J f. D'aprds le Théoreme
10-3, @™ est stable pour la surcomposition & droite, et pour
la réunion, Comme & "*contient f, elle contient @&'. Donc £, =
%J f est encore ¢ N ; il est par suite c.i.yn .

THEOREME 11-2 - Pour toute application f croissante, la fermeture
c Uy soit F f est le plus grand élément de la classe stable
pour U et la surcomposition & droite engendrée par f. De méme,
1'ouverture c N, G- £ est le plus petit élément de la classe
stable pour N et la sous-composition & droite engendrée par f.
Si de plus le treillis P est modulaire, B, T est c.lyn

dées que f est c N, et Gr)f est c.iy N des que f est ey .

COROLLAIRE 1 -~ Supposons P modulaire, Alors, pour toute c N
(resp. ¢ Y) £ € 9' la classe stable pour |J (resp. N ) et
‘la‘surcdmposition (resp. sous-composition) & droite engendrée
par f ne contient que des ¢ N (resp. des ¢ U ).

Dans le méme ordre d'idée, si f est ¢ N (donc surpotente),
son enveloppe sous-potente F f est c.i.n ¢ elle est idempotente
(puisque f est surpotente, Th. 11-1). D'autre part, F f o(I N F £)
est encore sous-potente (Th. 10-2) et majore £ o(I N f) = f. On
adone Ffo(INPFEf)o>FIL et par suite 1'égalité : P £ est ¢ N ¢

COROLIAIRE 2 — Si f est ¢ N son enveloppe sous-potente F f est
l CeleN « De méme, si f est ¢ |y , son enveloppe surpotente G £

est c.iy o
(Noter que ce corollaire 2 ne suppose pas la modularité du treil-
lis ¥).




e

D'aprés le Théoréme, et sous 1l'hypothése de modularité de J°,
on gura

G. F G.=F G H F, G, F R
numn~un’ unu’ ﬂU
Désignant cette fois par Bec P! l'ensemble des c.i.yfn,
on voit que @ est le domaine d'invariance des diverses idempoten-

tes P, G etc... sur J°', Compte tenu du Théoréme 10-4 ci-dessus,
on a d'ailleurs ici encore :

Donc GG F et 3 G_ sont respectivement le plus grand et
le plus petit é1ément de Ja(J3). Tout opérateur H sur P! trans-
formant les £ de J2' en c.i.yNH L, et tel que H ¢ = ¢‘dés que
¢ est c.Z. N est donc nécessairement compris entre G. B et F G

n-u u-n”®

%J Gr‘c Hc Gm %J

Si f est, par exemple, c N, il n'y a plus, en fait, qu'un
B f. En effet, £ =6_ £,

seul résultat possible ¢ & savoir H f

~ . U
et, puisque ﬁﬂ =L1a» H %ﬁ =HI=1I1]1-= %J %1 (Scholie 1 du
Théoréme 3), de sorte que 3
Hf=FUf v He Ja(J) pour £fe N
HE=0C,f v He Ja(RB) pour f ¢y

REMARQUE - Dans 1'énoncé du Théorsme 11-2, ia condition de modula-
rité ne peut pas &tre affaiblie. Considérons, en effet, le
treillis (R & cing éléments : e (é1ément maximum), £ (plus

petit élément), b o b' et a non compara-

//// \\\ ble & b et & b'. Prenons B = {b, b'}.
2 |

b Tout élément de o d(VB) transforme e, b,
b! et £ comme suit :

@b’ ,
e = b
: b - Db

b' - D!
£ - Dbt



-1 O

I1 n'y a donc que deux éléments ¢ et ¢' dans Ja(R),
caractérisés par

b(a) =b 3  ¢'(a) =

¢ est c.iy 4 mais,non c.i.N ; ¢ est c.i.n , mais non c.i.y .
Ainsi ¢! est la p.g.m. c.i.MN de ¢, et ¢ la p.p.M c.i.y de ¢'

ce qui contredit le lemme 4-1 et le Théoréme 4~3, aussi bien que
le Théordme 11-2. De méme, ¢ o(I N &) = ¢' n'est pas c.iy , et

¢ o(I U ¢') = ¢ n'est pas c.i.n ¢ de sorte que les classes des

¢ U et des ¢ N ne sont pas stables pour la surcomposition & droite
ou sous—composition & droite,

Or, on montre en algébre qu'un treillis P est non modu-
laire si et seulement si il contient un sous~treillis isomorphe
a SDO.
(N.B. ¢ par sous-treillis de T2 les algébristes entendent une

partie de P stable pour | et M finis).

- I1 suffit alors de considérer la classe Cfd(JB) sur 3 o P
avec B = {b, b'} pour voir que la classe des c |J ne peut pas
&tre stable pour la sous-composition & droite (il suffit de con-—
sidérer les restrictions & R ) Ainsi la modularité du trelllis
P est nécessaire et sufflsante pour cette stabllité.

12 = CARACTERISATION DE CES ENVEIOPPES

Pour gller plus loin, nous aurons besoin d'associer & toute
f croissante ses domaines d'invariance, d'extensivité et 4'anti-
extensivité., Ies définitions sont les mémes que pour les idem~-
potentes ‘ V

-

& = (fc1} Py = (£ > 1)

v

it
Hy

i
[

: ‘ A
~ (noter cependant que 1l'on n'a plus, en général, f = Ipm sur B

£
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comme dans le cas des idempotentes., Cette égalité subsiste, toute-
fois, comme nous le verrons, si f est surpotente).

On vérifie sans peine que le domaine d'anti-extensivité gﬁf

est stable pour N, et de méme Cﬁ% stable pour |y . Il est donec
A

naturel d'introduire la fermeture f associée & (ﬁf y €t de méme
v R

1'ouverture £ associde a eﬂgf.‘

En faift, f‘est la plus petite fermeture majorant £, et f
la plus grande ouverture minorant f.

.Notons que toute application extensive g (i.e. g o I) est
surpotente (car g o I entraine g g o g), et de méme toute applicae-
tion anti-~extensive est sous-potente., Donec, si g o I, F g est idem-
potente (Th. 11-1) et constitue par suite la plus petite fermeture
majorant g. Ainsi, pour f croissante quelconque, la plus petite fer

me ture mejorant f sera F(I U £), et la plus grende ouverture mino-
rant £ sera G(I N f). Nous devons donc ébtablir les égalités :

“RIys) ;3 F=aIysf)

Or, soit ¢ une fermeture quelconqwe. Si ¢ o £, omafcls= P
sur B , clest-d-dire B _ c CBf y d'apreés la deflnltlon méme du
domgine d'anti—extensiv1te. Mais inversement, B < JBf signifie
felsur B, et cela entraine que £ est majorée par le plus
grand prolongement sur P de 1’1dent1té sur @B_, soit fco.
Ainsi ¢ o f dquiveutr-a B_c (Bf y c'est-a~dire & ¢ o £, ona
done bien f = ™Iy f). Enongons' :

THEQOREME 12-1 - Pour f croissante quélcoggue, la fermeture f asso-
cide au domaine d'anti-extensivité JB est la plus petite fer-
meture majorant f. De méme, 1a plus grande ouverture minorant
f coincide avec l'ouverture f associée a vﬁf . Soit @

=N1ys) ;3 f=a1y1)

Nous allons en déduire un critére important :



Critére 12 - Soit f croissente quelconque. Alors :

f est sous-potente si et seulement si f = f f

£ est c U n £=f7f

f est surpotente " f= % £

f est ¢ " f=f7
]

En effet, pour que f soit sous-potente, il faut et il suffit

que 1'on ait f[£(A)] < £(A), c'est-B-dire f(A) ¢ J%f pour tout
A
A e P, soit encore Im(f) cez& : mgis cela équivaut & £ = £ f.

Comme f est o £, f f est d'ailleurs toujours sous-potente

A A A A A A A
(car f £ ffecffff=fTFf). De médme, £ étant c.i.ly et majorant
f f, on a toujours

R
tfcrfotytf)ctfoiyf) =¢Ff

» .
et 1'égalité ¢+ £ £ est donc toujours c Y, et £ f = f entraine que
festcy.

Inversement, si f est ¢ {J, on trouve :

(Iyf) o(Tyf) =Iytyfo(Iysf) =Iyfts

Ainsi, I Y £ étant idempotente, extensive et croissante, est

une fermeture., C'est donc la plus petite fermeture majorant £, soit,

d'aprés le Théoréme 12-1,_? =TIy f. Il en résulte :

ff=fo(IUf)=.f

puisque f est ¢ U ; ce qui acheéve lg démonstration,

COROLIAIRE ~ Soit f croissante. Alors :

est sous—potente si et seulement si elle est de la forme f

£

festcy . " " f
f est surpotente : " " - f
f est c N " " f

pour une application croissante g quelcongue et une fermeture

¢ o g ou une ouverture y c g.
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Ces conditions sont nécessaires, d'aprés le critére. Inver-
sement, si ¢ o g, On a aussi 9 ¢ = ¢ > 9 g, done

P8P8 cCcPP8=08
et 9 g est sous-potente. De méme, les inégalités
gocgoo(Iygg)cgoo(lIyeg =89
montrent que g ¢ est c | .

On en déduit :

v

THEOREME 12-2 - Pour toute f croissante, la fermeture sous-potente,

la fermeture c |y , l'ouverture surpotente et l'ouverture c N

sont données par

A A
Pf=°f1F 5 R f=1ff

¢
g

G £ = f f =f

[p]

Démontrons, par exemple, la premiere de ces relations. Si
g ¢ J®' est sous-potente, on a g = é‘g d'aprés le critére 12, Si
de plus g o £, on a aussi A £ (puisque & majore f, et que ? est
la plus petite fermeture majorant f), donc g = & & o fror: £ f,
qui est sous-potente, (corollaire du critére) est donc la plus pe-
tite majorante sous-potente de f.

Comme Fe F et Go %W s ce théoréme implique que 1l'on a

toujours les inég;fités :

v v

A N
ffeffecf cffctff

qui ne font rien d'autre que porter & la limite les inégalités
triviales :

fo(Int)c(Infofctfc (IUfofct ol L)

En particulier :
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\
COROLIAIRE - f ¢ @*' est idempotente si et seulement siff= § f.
l Elle est c.i.yM si et seulement sift=7¢f% c.i. Usiet

seulement si f'f Ny f et c.i.) si et seulement si f f f f.
13 ~ STABIIITE DU DOMAINE D'INVARTANCE

Je me propose, dans ce paragraphe, de montrer qu'une sppli-
cation croissante quelconque f a le meme domalne dtinvariance dB
que les quatbre enveloppes ff, ff, ff et ff. Montrons d'abord gue
<E% n'est jamais vide.

Posons d'abord un lemme,

IEMIME 13=-1 — Les domaines d'extensivité et d'anti-extensivité sont
stables pour f

A A Vv v
E(By) c Bp s f(@f) c B

BEn effet, soit B ¢ \’B , c'est-a~dire f( B) ¢ B . Comme f
est cr01ssante, il en résulte f[£(B)] « £(B), c'est-a-dire
£(B) ¢ B, -

Di autre part, 0§ n'est pas vide (il contient au moins le
plus grand element E de PR et il est stable pour N . On a donec
encore B € 05 en posant B =N JB . D aprés le lemme, il en
résulte f(B ) e uef . Mais f(B ) < B (puisque B, € 3 ) Comme
B, est le plus petit élément de OBf , il en resulte f(B ) = B, »
soit B, € @ » Coume B, JBf y on voit méme que B est le plus

petit é1ldment de GSf. Ainsi

Ie domalne dtinvariance JB ntest pas vide. Il contient

tougours gu moins un wvlus petit et un plus grand élément, &
savoir les éléments (éventuellement confondus) :

N Jgf et U J{E
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En fait, quand nous aurons montré que f admet le méme do-
maine d'invariance que ses enveloppes, il apparaitra que @f
est le domaine 4d'invariance commn & f, P £, G £, etc.., mais
aussi 4 G F f etc.. Or @ P £ est une idempotente (Th. 11-1).
Par suite, d'aprds le Théordme 3, il en résultera que JBf est
compldtement réticulé (pour l'ordre induit par <).

Considérons d'abord les enveloppes supérieures P f = fA £

etFUf=ff. Comme%:fentrainef=ff3ff, on a :

A A M
foffoffof

N .
Par suite f est encore la plus petite fermeture majorant

f i,‘\ et f f. D'apres le Théoréme 12-1, cela entraine que f et les

deux enveloppes supérieures £ f et fr ont le mBme domaine d'anti= -
"

extensivitg ij.

Les domaines 4! mvarlance \73fn et *730 des deux enveloppes sont

done contenus dans JBf . Mais, sur (ﬁf, maf=7f7% (puisque
I sur B ), donc aussi £ = £ £ =1 (& cause des inégalités

big = Fr c f f), de sorte que chacune des égalités £ f(A) = A ou

£ £(a) = A (qui entraine A ¢ J.Sf)- a lieu si et seulement si

f(A) = 4, c'est-2-dire A ¢ By o

THEQREME 13-1 -~ Toute appllnatlon croissente f admet le méme do-
ma;me d'invariance &}f que ses quatre enveloppes £ f, f £,

f fetf f De plus, f, fr et £ f ont le méme domaine d'anti-
extens:Lv:Lte be s Sur lequel elles co'incuient. De méne, f,

f fet £ f ont le méme domaine d'extens:wlté {/Bf sur lequel
elles colIncident,

"COROLLATIRE 1 =~ «73f‘ est complétement réticulé pour l'ordre in-
H duit par c . "

COROLIAIRE 2 — ¢ Ff, P G T, ¢ Ff, 6B T, PG £ B G,

u Gm FU £ et R GE sont dans Ja(v3,).
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Pour aller un peu plus loin, introduisons les classes ‘qgf
et 5§f (classes stables respectivement pour | et pour | engen-
drées par \ZBf), ainsi que 1l'ouverture I et la fermeture T asso-
ciées. On a évidemment I < f c T , puisque f = I sur TBp (et que,
par suite, f est compris entre le plus petit et le plus grand
prolongement de 1l'identité sur JBf). I1 en résulte

v v -~ A

(13-1) ~ I c fecffecffecfecffcffctfc

R

Maintenant, d'apres le Théoréme 13-1, B £ = f f a méme
domgine d'invariance w%& et d'anti-extensivité d§f que f elle-
méme. Sa plus grande minorante surpotente, qui est G E f = G(ffv
a encore le méme domaine d'invariance -JBf (d'apres le méme Théo-
réme 13-1), et un domaine d'anti-extensivité qui contient J%f
(puisque G F f minore £ f). Or ¢ B, f est idempotente (et mbme
c.i.y , d'aprés le Corollaire 2 du Théoreme 11-2). Elle vérifie
donc la relation (4-1*), soit G B, f = I sur le domaine d'anti-
extensivité de G B £, lequel contient éﬁf. On a donc :

U
(13-2) : ¢ R, f =1 sur -f/'%f
et de méme . F Gr]f =T sur ng

Comme E £ > F f> f, on a d'ailleurs les inégalités :

U

v A \
GFUf:,GFf:-Gf=ff:ffV:f':;

et de méme

v
6B 56 R f506 FfoG f=ffsi>5]

A
de sorte que ces inégalités deviennent des égalités sur B, ¢

' ) [V ‘ [y ~e ‘
GE £f=G¢6 . FPf =GPFEf=G. B, £f=ff=Fff=£f=71s

' A A A .
FG £f=2 Gf=FGf=PF G f=ff=Fff=Ff=1 sur B
n--u un 4
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De (13-2) résulte évidemment :

~ ~
¢R f)f=1%f
(¢ 7, 1) L

a'ol résulte L £5¢ R ¢ (car £51). Mais B £ =12 £, et donc

I f e f f=17 f. Comme T f est idempotente, cela implique T £ c

G qj f. Dol 1'égalité :

)
If=e¢F T
~ U

La plus grande minorante surpotente de ¥, £ est donc T f .
Elle est c.i.y , en accord avec le corocllaire 2 du Théordme (11-2)

et de plus :
1fe Ja(R)
\ V A
d'ou résulte en particulier que I applique \Bf sur Qaf :

By

il

B

1 (B,)
A A

I1 en résulte £ I £ = I f. Donc (eritére 3) :
1frfe¢ éfd&]sf)

Que représente cette idempotente ? Etant surpotente, et
minorant £ £ = F £, elle minore G F £. D'un autre cbdté, f foGPF T
-entraine [ § b 3'2 G P f, Mois G P £ est idempotente et appartient
3 Jd(u’a’f).ADonc LGFf=0PFf (Scholie 1 du Théordme 3), et
par suite I £ £ majore G F £f. On a donc 1'égalité :

>

A
Iff=GPFf

THEQREME 13-2 = Pour f croissante guelcongue, on a :

A ~ X

B, = 1(B,) =T (B,)
! A v A A v A
GFUf=gf=ff s GPf=L1ff=ffF
v A v ~ Vv A v
Fan=Tf=ff s FGf=Tff=fff

s
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v
Enfln les six enveloppes G FU £, Gﬂ rf, G F*Pf, G.E £, £ £
et f f co'lnc:Ldent avec f et avec I sur le domaine d'anti-
extensw:.té «73f.])eméme, FG.£f=R Gf=FGf=PF G. T

~ N U Uun
cff=fe=Ff=7% sur J8 o .

COROLIAIRE {1 - Si £ est surpotente, on a £ =71 sur \731.. 8i f est
Il  sous-potente, £ = T sur \'Bf .

. 4
.+ EEn effet, pour f surpotente, on a f = f' f, et %‘ f=]1sur
C/'?t. , A'apreés le Théoreme.

COROLIAIRE 2 ~ Toute surpotente f (resp. sous-potente f') applique
son domaine d'anti-extensivité (resp. d'extensivité) sur son

domaine dt'invariance, soit
Q' \ v

En effet, d'apres le corollaire 1, si f est surpotente, on
alP £=° f = T f, et le domaine d'invariance de cette idempotente
est done B, = I (-fB ) = £ (JSf)

Soit, maintenant, f; une famille de surpotentes, et £f* =y £
sa réunion, qui est encore surpotente. Comme J fi(A) c A équivant
3 fi(A) c A pour tout i, on a évidemment :

i

\ﬁf' =n$fi

D'aprés le corollaire 2, il en résulte :

. Pal
Fer = £1(n B )
‘ i
Ainsi ¢
COROLLAIRE 3 - Pour toute famille de surpotentes fi ou de sous-
potentes gy » On 2 respectivement @ '
A
-BU £, U8 , Ben Jsfi}
B A gy " N gi(B) » Ben B, 1

]

1
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La réciprogue du corollaire {1 est fausse. Soit, en effet,
un treillis R & gquatre éléments : E, ¢, et deux éléments a et b

non comparables. Considérons l'applica-

///in\ tion croissante @
a® e}
\\\ /// f
*o

oo
A
Q ® o B

A
Ieci, \?f = {E, ¢}. Or L(E) = £(E) = E, I(¢) = £(¢) = ¢, done L = £
sur CBf , mais f n'est nullement surpotente (on remarque aussi que
ff=1In'apas le méme domaine d'inveriance que f).

Sur ce méme treillis, considérons deux applications £

1 et f2
définies comme suit :
E*é. . E - D
f13a~¢ fzzb—»(ﬁ
b - @ a - @
- ¢ ¢ - @
Elles sont croissantes et sous-potentes, JBf = Gaf = {¢}, donec

1 2 .
~ elles ont le mBme domgine dtinvariance, et, étant toutes deux anti-

extensives, le méme domaine dtanti-extensivité, qui est P lui-
w8uwe., Ici, T est donné par @

¥ (g) =%a) =T) =F ; o) = ¢
Pour T £, et f1 T , on trouve

1

-

E E E = g
T f,ta = @ f1 T:a - a

b - @ b - a

o - 9 o - @

Ies domaines d'invariance sont, respectivement, {®, E} et {@, a}l,

strictement plﬁs grands que <E$f
1



D'une maniere générale, donc, les inclusions :

peuvent 8tre strictes.

Sur le méme exemple, considérons l'application f1 Uf,:

o p =

L R

f1Uf2:

e e v H

@

i

Son domaine d'invariance est {E, ¢}, strictement plus grand

que J:’)f = ~73f o Ainsgi, pour des applications fi admettant le
1 2 B
méme domaine d'invariance J3, 1l'inclusion

@ N
c B Ut
peut &tre stricte.

De maniére généréle, désignons par P '(J3) 1'ensemble dés
applications croissantes admettant le mé€me domaine d'invariance
7B (nous supposons 7B complétement réticulé pour 1l'ordre induit,
de sorte que P'(J3) n'est pas vide).

Nous savons que le sous-ensemble o d(U3) est complitement
réticulé. I'exemple ci-dessus montre que ¢R'(J3) n'est pas, en
général, un treillis.(Toute application g o £, U £, vérifiera
g(E) = E, soit E eﬁg y et donec g £ P'(U3), puisque B est
ici réduit au seul élémert @). Il n'est mBme pas vrai, toujours
d'aprés cet exemple, que (R'(Vd) admette un plus grand et un
plus petit élément.

Cependant, si £ ¢ P'(V3) est surpotente, on a nécessaii'e—
ment ‘

fc¢M
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et de méme f > ¢ si f est sous—potente (¢M = I T est le plus
grand élément de <Ja(J3), et ¢, son plus petit élément). En effet,
on afcP£, mais F f est idempotente, donc majorée par by o des
que f est surpotente,

En fait, l'ensemble des surpotentes, et celui des sous~
potentes de <P '(/3) constituent des dewi-treillis complets. Plus
précisément :

THEQOREME 13-3 -~ Soit fi une famille d'applications croissantes
surpotentes (respectivement sous-potentes) admettant le méme
domaine d‘'invariance J3 . Alors U £ (resp. N fi) admet encore
B comme domaine d'invariance,

En effet, soit f; ume famille de surpotentes dans R (33),
et £' =y £,. Etant surpotentes, f. et f* adumettent des ildempo-
tentes comme enveloppes supérieures, soient F fi et F £f', Comme
toute fermeture, P vérifie la formule

My £;) = FU F £)

qui domne ici :

r = : ‘
P £ v‘F fi
puisque les F f, sont idempotentes (v désigne le Sup dans le treil-
lis des idempotentes, voir Th, 5-1). Mais F f, ¢ Ja(J3), draprds le
The 13-1. Donc F £' = v F £, est encore dans Ja(J3), dtaprés le
Th. 5=3. Comme f' et F f' ont le méme domaine d'invariance, on con-

cclut £ e RT(V3).
COROLLAIRE - Ies surpotentes (resp. sous-potentes) de R!'(JR) admet-
tent un plus grand (resp. plus petit) élément, qui est ¢M =1 T

(resp. ¢, = T1.

Notons encore quelques résultats & peu preés évidents.




THEOREME 13-4 — f a le méme domaine d'invarisnce que ses surcompo-
sées et ses sous-—composées & droite et & gauche. Si f est sur-
potente ou sous-potente, f et £ f ont le méme domaine d'inve-
rience,

En effet, les inégalités T £ o(I U f) EJ f montrent que
l'ona F, (£ o(Iy £)) =R £f. Par suite, d'aprds le Théordme 13-1,
fetf O?I Ljf) ont le m8me domaine d'invariance. Démonstration ‘
anglogue pour les trois autres cas,

Si‘f est surpotente, on a £ £ = (I U f)o f£f. Si f est sous-
potente, on a £ £ = (I N f)o £ : dans les deux cas, £ et £ f ont
donc le méme domaine d'invariance.

On a vu plus haut un exemple montraent que l'inclusion
B, ¢ By
peut 8tre stricte si f n'est ni sur- ni sous-potente,

COROLLAIRE { - Pour toute partie J3 complétement réticulée de P,
P (B) est stable pour les deux surcompositions et les deux
sous-compositions. Ia famille des sous-potentes de P '(V3),
ainsi que celle des surpotentes sont encore stables pour 1l'auto-

composition, |

COROLTAIRE 2 - Si f est surpotente, la classe stable pour la réunion
et 1l'autocomposition (ou la surcomposition % droite engendrée
par f) est constituée de surpotentes admettant le méme domaine
dtinvarience JBf . Enoncé dual pour f sous-potente,

En effet, d'aprés le corollaire 1 et le Th. 13-3, si f est
surpotente, la famille des surpotentes de 60'(05f) est stable pour
la réunion, l'autocomposition et la surcomposition & droite, et
contient £ : elle contient donc la classe correspondante engendrée
par f.



SCHOLIE 13 -~ Ia classe « '(J3) des applications croissantes ad-
mettant le mBme domaine 4 'invarience VB est stable pour les
deux surcompositions, les deux sous-—compositions et les qua-
tre enveloppes F, G, F et G. . Ia classe des surpotentes
de P '"(7B) est stable pour ces 8 opérations, ainsi que pour
la réunion et l'auto-composition. Si le treillis P est mo-
dulaire, la classe des ¢ N de J?'(V8) posséde les mémes
propriétés. Mmes énoncés pour la classe des sous-potentes
et celle des ¢ |y, avec "intersection" au lieu de "réunion".



