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LES CHANGEMENTS DE SUPPORT A L 'APPROXIMATION
DU PREMIER ORDRE

Introduction

J'essaie dans ce qui suit d‘'évaluer la partie princi-
pale &F = FéV - P de la variation de la distribution monovariable
F d'une FA statiommaire Z(x) lorsque l'on passe d'un support
ponctuel & un support &V supposé trés petit. Il apparaitra que
cette évaluation est possible, sur des bases rigoureuses, dans

deux cas au moins -

i/ Z2(x) = ¢(¥Y(x)) ou ¢ est une fonction suffisamment
régulidre (non nécessairement croissante) et Y(x) une FA multi-
gaussienne stationnaire dans R®

ii/ Z(x) est un processus de Markov stationnaire sur
la droite réelle.

Malgré la restriction & 1-D, le second cas est intéressant
en ce gu'il permet d'obtenir des résultats assez généraux, non
liés & une hypothese de structure multigaussienne, On remarquera
néanmoins que les deux cas ci-dessus présentent une circonstance
commune : a savoir que, dans le cas multigaussien aussi bien que
dans le cas markovien, les lois multivariables sont déterminées
univoguement dés que l'on connait les lois bivariables, Il se
pourrait bien que ce soit cette circonstance commune qui permette
1'évaluation exacte de 8F, et que par suite les résultats auxquels
nous parviendrons n'aient pas valeur générale. A titre de conjonc—

ture, cegpendant, je proposerai un modéle interprétatif, compatible

avec ces résultats et susceptible d'étre généralisé a d'autres
cas. Ce mod2le conduit & son tour & de nouvelles techniques
d'estimation locale, qui pourront &tre du type espérance condi-

tionnelle, dans le cas multigaussien, ou du type KD dans le cas
général. A titre introductif, je commence par le fameux probléme

dit de la "permanence de la lognormalité".



! - Le cas lognormal

Ici nous prenons
2
(1-1) 2(x) = me® T(¥) ~87/2

ou Y(x) est une FAST sur R"” multigaussienne réduite (moyenne

rnulle et variance unité) avec comme covariance :

(1-2) < Y(x) Y(x+h) > = p(h) = 1 - y(h)
Nous nous intéressons a la variable :
_ o J{
(1-3) | Ly =5 . 7 (x)dx

ot V est un domaine considéré comme petit ¢ si D désigne le
diamétre de D, on pourra prendre v (D) comme infiniment petit
principal, ou encore la valeur moyenne Y(V,V) = ¥ de y(x-y)

dans V.

Evaluons le moment d'ordre n de ZV’ I1 vient

E(zD) = V—ln fn E[2(x,) Z(x,).. 2(x;)] dx, dx,... dx,
v

D'aprés les formules habituelles de la loi lognormale,
et compte tenu de la définition (1-1) de Z(x), nous avons

_ns2+s2 . 0ss n!n—1zs2,;__522¥_’
E[Z.‘ ZZ..-Zn] = m'e 2 2 17§ Fil J— 2 : i<j 14

donc, au premier ordre en y :

E(Z1 VA

pee Bp) = Q) [1 - 5% B vy5]+ 0(n)

i<j

ol Zo’représente la variable pohctuelle. En intégrant :
(1-3) 8D = 5GD) [1 - 22N 2 7] 4 o)

Nous allons comparer ce résultat (1-3), qui est un
résultat exact, avec les prévisions auxquelles conduisent deux
moddles simples usuels : le modéle gaussien discrétisé (GD) et

1a "correction affine" CA.



Comparaison avec le modéle GD

Ici, le modele GD s'identifie & la "permanence de la
lognormalité". On assimile donc ZV a4 une lognormale admettant
la méme moyenne et la méme variance que Z

Sy ¥ - 3\2,/2

v soit :

ngme

Ce modele conduit & la prévision :

n(§r12 ;2
-

*,.n n
E (zV) =nm

Pour déterminer le paramétre Sy au premier ordre en Y,
nous devons écrire dans le cas n = 2 1'égalité de la prévision
ci-dessus et de la valeur vraie fournie par (1-3), soit :

2 2
S S
eV - e (1-527) +0@F)

. . e ’ | * ' .
Substituant dans 1'expression générale de E (Z?), il
vient au premier ordre :

n(n-1) .2
(1=4) D -nte 2 (1 -2El 2y, o)

La partie principale est la méme que celle gque fournit
(1-3). Concluons donc :

Lens le cas lognormal , 1'hypothése de la permanence

de la logcnormalité conduit & une évaluation correcte au premier
ordre en Y du moment général d'ordre n. On explique ainsi un fait
d 'observaiion bien connu

Comparaison avec le modéle CA’

Le modéle de la correction affine s'éerit :

Oy

Ly = (1-e) 2 +em ;3 € : 1 - -

et conduit & la prévision (au premier ordre en 7)

E*(Z$) =EGZ™ (1-ne€) +nemn E(Zn-1)



gqui devient, dans le cas lognormal :

2
~(n—1
E*(z{;) =E(Z™) [1 -net -2 (o) )]

Ici encore, on détermine le paramdtre € de fagon &
retrouver la variance correcte. La comparaison avec (1-3)
donne & 1'ordre 1 :
52 Yy -
&€= P
2(1 - €°)

La prévision du modeéle CA est donc

N ~(n-1)s’ 2 %
(1-5) B*(®) = 5™ [ - B0 =€ 7 X, o)
| 1 -e”®

Si la variance logarithmique 82 est infiniment petite,

(1-5) est équivalent & la formule exacte (1-3). Dans tous les
autres cas, il y a divergence : ' '

Ia correction affine surévalue toujours les moments

d'ordre n> 2, et cette surévaluation est d'autant plus forte

gue la variance logarithmique 32 est plus élevée.

2 - FA multigaussienne transformée

Ici, le moddle est donc :
(2-1) - 4(x) = o(¥(x))

ou Y(x) est une FAST multigaussienne réduite sur R™., Nous dési-
gnons encore la covariance de Y(x) par :

p(h) =1 - y(h)

En ce qui concerne la fonction ¢ qui figure en (2-1), ce
n'est pas nécessairement une anamorphose, en ce sens Gue nous ne la
supposons pas monotone. (En particulier le modéie o(Y) = Y2/2 se
révele plein 4 'intérét). Nous supposons, pour 1'instant, que ¢

est une fonction trés régulidre, & savoir : ¢ admet des dérivées



continues jusqu'a l'ordre 3, et, de plus, ¢ est bornée ainsi que
ses trois premidres dérivées, '

Le domaine V étant petit, nous écrirons ZV sous la forme :

1
(2~2) | Ty = Ly + 4(2}{-— z,) dx

ou ZO = Z(xo) est la valeur de la FA en un point X du domaine V.

11 est clair que la variable (1/V _/}ZX—ZO) doit, en
v

un certain sens, étre considérée comme infiniment petite avec V.
Pour déterminer la loi de ZV’ il faut connaltre 1l'espérance
E[h(ZV)] pour une classe assez compréhensive de fonction h (par
exemple, les exponentielles complexes). Soit donc une fonction h
vérifiant les hypothéses suivantes :

~ h admet des dérivées continues jusqu'ad l'ordre 3, et
1a dérivée troisidme h''' est bornée.

Compte temu de (2-2), la formule de Taylor domne :

h','.-(Z )
(2-3) n{zy) = h(z)) + %.- fv (2 -2 )dx.n' (%) + —2—7}- [_4(zx—zo)dxﬂ2

1 3 1"t 71
+E\-,3-[-4(ZX—ZO)(1X] h" (2')

ou Z' peut dépendre de manidre compliguée de ZX et de Zo‘ Cependant,
d'apres les hypothdses faites sur la fonction h, h"' (Z') est
bornée par un nombre fixe B :

lh“' (Z v)l < Bo

D'autre part, on a aussl une majoration de la forme 3
22| = lo(x,) - o(¥ )] = B,V Y|

puisque la dérivée de ¢ est vornée. Le terme d'ordre 3 de la formule

(2-3) admet ainsi une majoration de la forme :
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'\173- [’(/:(ZJ'(-—ZO)dX]3 =B '\'/_13' (4‘ |Yx—Yo‘dX)3

o) B est un nombre fixe., Passant & l'espérance mathématique, un
calcul simple montre que l'on obtient un terme infiniment petit'
(dtordre 3/2) relativement & y. Autrement dit, il va nous suffire
de calculer l'espérance des trois premiers termes de (2-3).

Pour cela, nous allons d'abord évaluer ces espérances
conditionnellement & Y fixé : les termes en 7 = @(YO) doivent

donc &tre traités comme des constantes, et il s'agit d'évaluer
les expressions :

1 el 2
ONEECNACC RV I W ACERIDS
Partons de la formule de Taylor :

2%, = ¢(¥) - o(Y,) = (Y ~Y o' (Y ) + % (YX—YO)ZqJ" (Y,)

N % (Y,-1.)° o (")

ol Y' dépend de maniere complexe de Y et YO : mais, par hypotheése,
nous avons supposé que la dérivée troisidme "' est bornée. Il est

alors facile de voir que la contribution des termes du type
% (YX_.YO)3 (P"' (Y')

aux espérances conditiommelles (2-4) sera d'ordre > 1 en y. On peut

donc négliger ce terne.

D'autre part, & Y, fixé, Y -Y_ est encore une gaussienne

avec

E(YX-YO|YO) = _(1—pox)Yo

COV(YX—YO, Yy—YOIYO) = Pyy = Pox Poy



A l'ordre (1) en Yy, ceci conduit a :

E(Y -Y /Y)) = =Vou Yo + o(¥)
E(YX—YO)2/YO) =2 vy, + 0(¥)

B, Y ) (Y=Y ) /T0) = =Vyy + Yox * Yoy * o(y)

et tous les moments d'ordre supérieur 2 2 sont 0(}). Il vient ainsi :

E(ZV—ZO/YO) = YoV[Q"(Yo) - Yo cP'(Yo)] + 0(¥)

E(zy-2,)2/1,) = 9 P (0)[2 vgy = Yyy) + O

Utilisons ces résultats pour calculer E[h(ZV)], compte
tenu du fait que 1'on peut négliger le dernier terme de (2-3). Sous

forme conditionnelle, il vient :

B[h(2,)/1,] = 1(z,) + b G)vgyle"(Yg) - Y, ¢ (T,)]

h"(Z ) _ _
+ _2"'"9"" (P_'2(Y0) [2 YoV - Y] + 0(¥)

11 reste & prendre 1'espérance en YO. Désignant par g
1la densité de la loi de Gauss réduite, on sait que l'on a

(2-5) [l(y) [o"(y) -y o'(y)] e(y)ay = - A'(y) ¢ (y)dy

Appligquant ceci avec u(y) = h'(9(y)), on constate que
les termes en ¥y s'éliminent lors du passage & l'espérance, et

il reste lz formule suivante :

(2-6) | Bln(z,)] = B[n(z )] - & Blp'2(x,) 0" (p(¥,)] + o(¥)

Pour comparer ce résultat capital avec la prévision
fournie par le modélevisofactoriél, il est commode d'introduire

le générateur infinitésimal A du processus gaussien stationnaire

et markovien :

(Af) (y) = "(y) -y £' ()



D'aprés la relation (2-5), ce générateur vérifie :
./;.Af.g(y)dy = —./;'f'g(y)dy

d'ou l'on déduit
E[9'® 1"(¢)] = - E[n'(9)Ap]

et 1l'écriture équivalente & (2-6) : .

(2-61)  [E[n(z)] = B(ale)) + § Bln'(p)Ap] + O(Y)

Sous cette forme, on peut penser que le résultat
obtenu (2-6') reste valable sous des conditions moins strictes,
par exemple :

~ la fonction ¢ est dans le domaine de A considéré
comme un opérateur de LzﬂR,g), ce qui implique 9 et Ay € LZGR,g)

~ la fonction h admet une dérivée premidre h', et les
fonctions h(g) et h'(p) sont dans LZ(E,g).

En particulier, avec h(z) = z©

)
et 9(y) = m exp(sy-s“/2),
les formules (2-6) ou (2-6") redonnent la formule (1-5) du cas

lognormal.

Comparaison avec la correction isofactorielle GD

Dans ce modele GD, on considére le processus gaussien
Y, défini par le générateur A ci-dessus, et on admet que la loi
4 2 variables (Zy, Z,) ou x est aléatoire dans V est donnée par

les transformations :

ou Yo et Yto sont les valeurs en % = O et t = t. du processus

o)
ci-dessus. La relation de Cartier E(ZX/YO) = @V(Yo) donne ensuite

la transformation ¢, sous la forme :
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oy(¥) = Elo(¥; )/Y, = y]

Soit, en utilisant les notations du demi-groupe

markovien Pt = eAt :

Mais il est clair que t va &tre un infiniment petit du
méme ordre gque Y. Au premier ordre, on écrira donc :

(2-7) oy =9+ t, Ao+ 0F)

Pour déterminer g évaluons le moment d'ordre2.
D'apres (27) :

B(g2) = B(g%) + 2 1, Blp A 9) + OCF)

| Mais, d'apres (2-6'), la valeur véritable est avec
h(z) = 72 :

E(Zf,) = E(c,02) + Y E(e A 9) + 0(Y)

On aura donc la variance correcte (au premier ordre)
en prenant :

c'est-a-dire

(PV;‘:QG'*‘%ACP*‘O(?)
Des lors pour toute fonction h assez réguliere :
X h(gy) = h(p) + £ n'(p) A ¢ + 0(F)

et par suite on retrouvera (2-6) :.

E[n(ey)] = Blhl(e)) + ';22 E[h'(p)4 ¢] + 0(})

On conclut donc :
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Ta correction isofactorielle GD est correcte au premier

ordre en y pourvu seulement que la fonction ¢ appartienne au domaine

de 1'opérateur infinitésimal A.

On pourra peut—-&€tre affaiblir la condition sur @ : par
exemple, il suffit probablement de supposer ¢ dérivalile et
p' € LZ(R,g). TLe résultat pourra donc s'appliquer & o(Y) = (Y—a)+,

mais non & une indicatrice o(Y) . Nous verrons plus tard

1Y>a
comment traiter le cas des fonctions discontinues.

Comparaison avec la correction affine CA

Quitte 2 remplacer Z_ par Z,-m, nous pouvons supposer
E(¢(Y)) = 0, c'est-a-dire m = 0. La correction affine prévoit :

E*[h(zy)] = E[h(fg: 9(¥))]
c'est-a-dire, & l'ordre 1 :
* G —
E*[n(z)] = Bla(p)] - (1 - D) Elp b'(9)] + 0(1)

Comparant avec (2-6') écrite avec h = 2, on voit que
oy ¥ 2 - £l
1'on aura la variance correcte pour 1— — %.Eﬁﬂ%?_l = - %.EﬁﬁL%%i&l
v o]

Ta prévision de la correction affine est donc :

% ¥ 12 - ’ —_
(2-7) E [n(zy)] = E[h(e)] - %}3‘-@%—)— E(p h'(g)) + 0(y)
(o]

En général, donc, la correction affine sera fausse des
le premier ordre, puisque cette formule (2-7) différe profondément

de 1la formule exacte (2-6'). Plus précisément, h' éfant une fonction
quelcongue, on voit que la correction affine sera exacte au premier

ordre si et seulement si

(2-8) E(p ule)) = -r E(ule) A 9)
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pour toute fonction u telle que u(g) € L2(R,g). Avec u(z) = z,
cette relation (2-8) entraine automatiquement pour le paramétre A
la valeur correcte A = E(¢2)/E(¢'2).

En terme d'espérance conditionnelle, et en posant
Z = o(Y)
Cetté relation est équivalente & :
(2-8") cp(Y).= -» E[(4 9)(Y)/o(Y)]

Elle est automatiquement vérifide si ¢ = -2 A o,

" c'est-a~-dire lorsque ¢ est un facteur (i.e. un polynome d'Hermite).

Cette condition suffisante devient nécessaire si ¢ est monotone
(i.e. est une anamorphose), car dans ce cas ¢ est bijective, et,
3% une valeur donnée z = @(y) est associée une valeur unique de y :
on a alors E[A o(Y)/e(Y)] = Ap(Y). Mais le seul polynome d'Hermite

monotone est Y lui-méme : d'ou une premiere conclusion :

Ta correction affine n'est correcte au premier ordre

pour aucune anamorphose stricte ¢ non linéaire.
Si ¢ n'est pas croissante, il existe d'autres solutions ’
que les polynomes d'Hermite., Par exemple, 4 ¢6té du polynome
d'ordre 2, gui est Y2—1, on peut aussi considérer YE—1/2, qui
vérifie dzalement (2-8'). Mais 1'ensemble des solutions de (2-8')

constitue un espace fonctionnel trés particulier et trés pauvre.

Zn pratique, on peut conclure que les seules transforma-

tions o pour lesquelles la correction affine est correcte au premier

ordre sont les polynomes d 'Hermite (& une constante et un facteur

prés) et gueloues autres fonctions qui leur sont apparentées

étroitement.

3 - Processus lNMarkoviens Stationnaires

L'apparition inattendue du générateur infinitésimal A
dans la formule (2-6') suggére de regarder de plus pres ce qui se

passe dans le cas d'un processus markovien plus général.
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_ Dans ce chapitre, le modele sera le suivant : Yt désigne

un processus markovien stationnaire sur la droite réelle R. Il
est défini par son générateur infinitésimal A et la probabilité
statiomaire p(dy) (supposée définie de manidre univoque par

paf=0 ¥fed,). Llopérateur A sera en fait considéré
comme un opérateur sur LQ(R,p). Nous nous donnons de plus une
transformation ¢, sur laquelle nous serons amenés & faire certai-
nes hypothéses de régularité, et nous allons nous intéresser au
processus transformé

Z't = q)(Y_t)

Ici le volume V sera un segment (0,t) avec t =V, et

nous €écrirons donc
Vv

1
Iy = 5 .{;q)(Yt)dt

Moyennant des hypothdses convenables sur ¢ (par exemple
¢ bornées !, mais selon les cas des hypothéses beaucoup moins
restrictive sont possibles) le moment d'ordre n, E(Zg) existe,

Cherchons & 1l'évaluer au premier ordre en V. On a :

) v v v
1
gl _ - 7. dt fz at f 7. dt
v W t1 1 A t2 2 tn—1 tn n
1

avec Zt = @(Yt ). Pour calculer l'espérance de cette expression,
i i

on peut utiliser la propriété markovienne pour calculer d'abord
1'espérance conditionnelle E(Zt fYt )deZt a Y, fixé, puis
: n n-i n n-1
celle de Z B(zy |Yy ) 2 Yy fixé et ainsi de suite. Posant
n

K n-1 n-2

n-1

Py = exp(At), ces espérances conditionnelles sont :

Bz, |Y, )= (@ ) (X, )
Tt tn—1 1 i tn--1

E[Z E(Z, |¥ Y|y 1= (P
- tn tn—1 tn—2 tn—17 n-2 n n-1 n-2

etc,.. Avec t1 =t =< tn, il vient donc :
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(3-1) EB[Z2, 2, «o Z, ] =E[(o P P ... P o) (X, )]
L7 P P =ty ? o=t ? tnjtn71@ t,

D'autre part, les ti sont des infiniment petits.

-t
+1 i
Nous allons supposer que ¢ appartient au domaine du générateur
infinitésimal A, et, plus précisément, gue l'on a :

(By 9)(¥) = o(y) + t(a9)(y) + 0(y,t)

avec - l o(y,t)|| - 0 dans L20R, ) pour t - 0. Nous supposons
t piil 2
¢ € 1° quelque soit l'entier (pour assurer 1'existence

des moments). Dé&s lors :

1

n-—- E
¢ Psy ¢ = ¢ + £?1 g% &t A oK 4 0(v)

1

p P Pes P
8%, 5%,y

Draprés (3-1), celd entraine :
n'_1 ;
k -k
E(zt1zt2..ztn) = E(e™ + £§1 5%, E(g A 9" F) + 0(v)

En intégrant sur les variables t. (avec_étk = tk+1-tk)’

il vient ensuite

n~-1
(5-2) B(zy) = B(ZY) + 2oy 2 E(p" & o™%) 1+ o(v)

C'est cette formule capitale gue nous allons maintenant

commenter.

Cas des processus de diffusion

Les processus de diffusion correspondent au cas ou

le générateur A est un opérateur local, soit 3

() () = aly) £7(3) - v(y) £'(x)

ol les fonctions a et b vérifient certaines conditions de régula—
‘rité, et, de plus, a = 0. ILa loi stationnaire (si elle existe)
admet une densité que nous désignerons par g, défini par 1l'équation
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différentielle :

(ag)' + bg = 0

(équivalente & _/;f.g(y)dy = 0 pour tout f), ce qui donne :
Y
:/. bix dx .
A 0 alx
gly) = aly)

ou A est une constante de normalisation (et la condition d'exis-
tence est évidemment ﬁ/é(y)dy'< ©), Pour a =1, b = y, on obtient
la loi de Gauss., Pour a =y et b = (y-a), on obtient la loi gamma
de paramétre a, etc... |

Si f est dans le domaine de A, et si ¢ admet une dérivée
o'avec ¢, ¢' E-L2(R,g), on obtient sans peine la relation :

(3-3) .ﬁp(Y)(Af)(y) g(y)dy = —faw) o' £' gly)dy

c'est-a-dire, dans L2 :

(3-4) <9, Af>=-E(ag¢'f') =< Ap,f >

qui montre que A est auto adjoint. En particulier :

k- n-x

<9, A9 2n-2]

> =-k(n-k) E[2 ¢ " ¢

Reportant ce résultat dans (3-2), on obtient sans peine':

(3-5)  |B[2)"] = B@D) - 22 v 5(a 92 ") 4 0(v)

Dans le cas gaussien, a = 1, de sorte que (3-4)

s'identifie & (2-6)avec % = Yy : ce qui est naturel, puisqu'ici
-|n] - v :
y(h) =1 - , et y(v,v) = 3+ 8u prenier ordre,
Compte tenu de (3-4), on a la formule équivalente :

(3-5") E[(Z)"] = E(2D) + Y B(o™ 4 g)
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I1 est assez facile de voir que cela entraine pour
toute fonction h suffisamment réguliére :

(3-6) [ En(z,)] = E(a(z,)) - % Elaly)p 2(y)h"(o(y)] + O(v)

et aussi bien

(3-6") E[n(z,)] = E[n(z,)] + § E[n'(9) Ap] + O(¥)

_ Ainsi tout processus de diffusion vérifie, au premier
ordre, une loi de changement de support analogue & celle du cas
gaussien, Celd entraine, de la méme maniere, que la correction

isofactorielle est correcte au premier ordre :

La démonstration est la méme gue dans le cas gaussien,
On consid2re que la loi & deux variables (Zv,Zt), ol t est
aléatoire sur (0,t), se déduit de celle de (YOTYt ) par des
0 _

transformations :

La relation de Cartier E(Zt/Zv) =7 donne alors :
o, (¥,) = Elo(¥y )/Y]
o}
c'est-a-dire Py = Pt @..Au premier ordre en v, cela signifie
0 . .
En particulier E(02) = E(9°) + 2 t_ E(o A 9). D'ol
(Pv - (P 0 (P CP . ?

en comparant avec (3-5') la valeur de to qui fournit la variance
correcte : t = v/6. Dés lors :

h(g,) = hig + £ & ¢} = hig) + £ h'(p)ap + 0(v)

et
B(n(e,)) = E(h(e)) + g E(a'(9)Ap) + O(v)

relation qui coincide au premier ordre avec la formule correcte

(3-61).
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Examinons la correction affine, Quitte & remplacer

z, par Z -m, on peut supposer E(g) = 0. On trouve alors pour

la correction affine la méme prévision gue dans le cas gaussien :
¥* Gv .
E'[n(z,)] =Eh(p)] - (1 - =) E(p h'(9)) + 0(v)

2 .
. Avec h = 2z, on trouve que la variance correcte
correspond a

O’ R
(1 - 7;) 02 = E(a ¢'2)
"D'ol la forme définitive de la CA :

) N
* .
5 [0(2,)] = Elu(e)] - 228D 5y n()) I
o
Comparant avec (3-6'), il apparait ici encore gue la
correction affine est correcte au 1er ordre en v si et seulement si

(3-7) ¢(Y) = =) E[4 ¢(Y)/9(Y)]
avec les mémes conclusions que dans le cas gaussien :

Si ¢ est strictement croissante, la CA est correcte au ier
ordre si et seulement si ¢ est un facteur du mod2le isofactoriel.
Dans le cas général ol o n'est pas supposée strictement croissante,
la CA sera correcte au fer ordre uniguement si ¢ vérifie (3-7),
c'est-a—-dire si ¢ est (& une constante prés) un facteur ou une fonctm
étroitement apparentée & un facteur.. | | '

Dans le cas du processus de diffusion a loi gamuma. j'ai
donné ailleurs 1l'expression exacte de la loi de (1/V)Jf'Yt at, et
’ o

montré numériquement qu'elle ne différe gque trés peu de la correc—
tion affine jusqu'a des valeurs relativement élevées de v : de
fait, on a ici ¢(y) =y et y-m est un facteur pour la loi gamma
correspondante,
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Cas d'un processus Fellerien

Les processus de diffusion ont des trajectoires ps
continues. A l'autre extréme, les processus du type Fellerien
sont ps des fonctions en escalier. Conditionrellement pour YO =¥,
le processus Y, reste constant et égal & ¥ jusau'a une date
aléatoire T, dont la loi est exponentielleavec E(T) = 1/C(y)
dépendant éventuellement de y, puis, au temps aléatoire T,
prend-une autre valeur y' selon une loi ny(dy') gui dépend en
général de y.

ILa forme générale du générateur A d'un processus
fellerien est donc :

(5-6) (a0 () = ~c@) + o) Juglay e

Montrons ce gue devient la formule générale (3-2)
dans ce cas, Le plus simple est d'ailleurs de faire un raison—
nement direct. Durant le laps de temps v tres petit (et
conditionnellement si Y = y), le processus reste égal & y
sur (0,v) avec la probabilité 1-C(y)v, ou subit un seul chan-
gement d'état qui le conduit en Y', de loi ny(dy'), avec la
probabilité C(y)v. La probabilité pour qu'il y ait plus d'un
changement d'état sur le tres petit intervalle (0,v) est, en
effet, infiniment petite relativement & C(y)v. Maintenant,
conformémént aux propriétés classiques des processus de Poisson,
cet unigue changement d'état survient & une date aléatoire =<
uniformément distribuée sur le segment (0,v), soit < = v U ol
U est une VA uniforme sur (0,1). Dans ce cas, la valeur condi-
tionnelle de Zv est

(3-9) Z, = U o(¥)) + (1-0)g(¥,)

Mais il est clair que cette formule reste vraie dans
1l'autre hypothese, celle ou aucun saut n'est survenu entre O
et v : car alors Y, = Y et Z, =2, = Q(YO). Dans tous les

0
cas, on doit donc avoir (3-9) au premier ordre en v.
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Calculons le moment d'ordre n tel gqu'on peut 1é
déduire de (3-9) :

2@ - B ok s@F -0 seF(r) ()™

Comme U est uniformément distribuée, on trouve :

o m[u*(1-v)"¥] = 1

n+ 1
et donc
n 1 n k n-k n-k
1 2 k Xk
=T 2, Bl By 9 )
k=0
A 1'approximation du premier ordre,
P, @n’k = @n-k + VA @n—k’ et il reste

n-1
E[Z?] = E(o™) + EET 5?1 E(q)k A @n_k)

N

c'est-a-dire (3-2) (on somme de k¥ = 1 & n-1 et nonde k = 0 & n,
car E(A @n) =0 et A @O = A1 = Q).

Or, on note que cette vérification ne fait en rien

intervenir I 'hypothése que le processus est Pellerien : on n'a

nulle part, en effet, utilisé le fait que le générateur infini-
tésimal est ae la forme (3-8). La conclusion subsiste dans le
cas d'un processus markovien stationnaire guelconque : le modele
(3-9) conduit, au premier ordre, aux valeurs correctes des
moments de Z_, et donc & la loi de 7 elle-méme. Celd n'est pas
tellement surprenant si l'on se souvient que tout processus
markovien stationnaire est limite de processus fellerien, Mais

cela ouvre la voie A de vastes généralisations.,
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4 - Un moddle interprétatif (le mélange bivariable uniforme)

Dans le cas d'un processus markovien Yt stationnaire
sur la droite réelle, nous sommes arrivés a la conclusion
générale suivante : si on pose

alors, on a l'équivalence en loi suivante, au ier ordre en t :

" —
(4-1) 1 L 2,472 U 2+ (1-0)2,

ou U est une VA uniforme sur (0,1), indépendante du processus

~— 2, D'un point de vue géométrique, celd
revient & dire que 1'on peut (en

) premier ordre) remplacer le processus
réel Z_ sur (0,t) par le processus

Z, sur (0,Ut)

z, sur (Ut,t)

Le calcul explicite de la loi de la variable (4~1) ne
nécessite rien de plus que la connaissance de la loi bivariable
(2,
risble uniforme : les deux variables Z_ et %, (non indépendantes,

Zt)' Nous dirons que (4-1) est le moddle de mélange biva-

évidemment) sont pondérées par les poids U et 1-U, ou U est une
variable uniforme indépendante de Z_ et Z.. | |

Sous cette forme, on a bien le sentiment que 1'hypothése
markovienne de départ (sur Yt) ne doit jouer &4 peu pres aucun
r6le dans ce moddle. On peut, de plus, penser que ce modéle se
prétera & une généralisation facile dans R", et conduira & de
nouvelles techniques d'estimation locales. Avant d‘'aborder ce

point, examinons un exemple simple :
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Exemple du modele mosalque

Dans ce modele, 4y lui-méme est un processus fellerien.

ve

Son générateur est du type (3-8) avec
te ' ‘
C(z) =Cc=¢C 5 I, (dz') = p(dz"') (¥2)

4 Autrement dit, dans la relation (4-1), les deux varia-
bles Z et Z, sont égales (avec la probabilité B_Ct) ou au
contraire (avec la probabilité complémentaire 1- e-Ct) ind épen-
dantes et admettant la méme loi p(dz), qui est évidemment aussi
la loi statiomnaire du processus. Sous cette forme, la générali-
sation.étRn ne pose pas de problemes. On a donc, au premier
ordre en t, d'aprds la loi (4-1) du mélange bivariable uniforme

t
1
I “é' Z,r dt-m = U(Zo—m) + (1-U)(Z1-m)
avec P(ZO = Z1) = 1 - Ct, et, au contraire, avec. la probabilité Ct,

ces deux variables sont indépendantes et identiquement distribuées.

Pour le moment centré d'ordre n, cell donne :
—————————— ’

t
(+2) 2@ [ z_aw=n)"] = (1-ct) Bz, -m)"
O

ct & n-k
+ T ;EO b(ZO—m) + 0(%)

On sait que, dans le cas du modeéle mosafque, le KD
(au niveau ponctuel) d'une indicatrice 1Z > 3 colncide avec
1'autokrizeage de cette indicatrice. D'dhxl'intérét de regarder
la valeur de la correction affine, que la mode du Jjour associe
volontier & cet autokrigeage. La conclusion est formelle : la

correction affine est toujours incompatible, des le premier ordre,
avec le modéle mosaique.

La CA prévoit, en effet :
R v o
o, n
¥ 1 n t . n
b [($~£- ZT dt-m) ] = (7;0 E(Z-m)

Pour n = 2, la formule exacte (4-2) donne, au premier
ordre en t :
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2 Ct 2
et par suite :
t .
(4-3) E*I(%,/- Z. dr—m)n] = (1 -n %;) E(Z-rn)™
()

On constate, pour n = 3, que la prévision du moment
centré u;(t) par (4-3) coincide avec la valeur correcte (1 - %;)62
fournie par (4-2). Pour n = 4, par contre, (4-3) donne

by (8) = (1 = 2 ¢t) u, (0)

contre la valeur exacte déduite de (4-2), qui est
py(8) = (1 - 22Hp,(0) + & o?

L'égalité p: = iy au premier ordre en t impliguerait

donc 4
2 _3 o _
E-5 py+F=0

4

c'est-a-~dire By + 3 0" = 0, ce qul est impossible. D'olu 1'incom-

ratibilité annoncée,

Passage & R

Le modéle du mélange uniforme bivariable peut, a titre
de conjoncture, &tre généralisé i une FAST Z(x) quelcongue dans
R". On suppose seulement que la loi bivariable (Zx, Zy) est

symétricue et ne dépend que d'un seul paramdtre r (par exemple,

le coefficient de corrélation de Zx’ Zy), autrement dit qu'elle
est du type F(dz, dz' ; r). Ces hypothéses ne sont pas treés
restrictives. Il n'est pas nécessaire, au stade actuel, d'admettre
que, r veriant, les diverses lois F .constituent un modele iso-

factoriel.
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A titre de conjecture, examinons le mod&le suivant :
pour un support V petit, et au premier ordre par rapport 4 un
infiniment petit principal que nous préciserons dans un instant,

la variable 2, = (1/v| Jr Z, dx vérifie 1l'équivalence en loi :
. v _

(4-4) Zy=2UZ + (1-U)2°

o Z et Z' admette une loi du +type Fr(dz,dz'), pour une valeur
r =Ty 4 préciser, et U est uniforme sur (0,1) et indépendante de
Z et Z'. Sir=r, est le coefficient de corrélation de Z et Z2°',

A
on le choisira de maniére & obtenir la variance correcte, soit :

2
(4-5) GV = g

D'apres ce qui précéde, nous savons déji que ce modele
est correct au premier ordre dans les deux types de FA que nous
avons examinés : processus markovien stationnaire (et dans ce
cas l'infiniment petit principal est V lui-méme) ou multigaussien
stationnaire transformé dans R" (et alors l'infiniment petit \
principal est Y).

Mais ceci ne concerne gu'un usage global du modéle (4-4).
I1 serait beaucoup plus intéressant encore d 'utiliser ce modéle
au niveau local, c'est-a-dire d'introduire l'hypothése supplémen-
taire que 1l'éguivalence (au premier ordre) indiquée par (4-4)
reste valable lorsque les différentes variables sont conditionnées

var des données expérimentales Za'

Vers de nouvelles techniques d'estimation locale

Comme Z et Z' jouent des rfles symétricues, elles
devraient dans ce modele avoir 1e méme coefficient de corrélation

sera

s ] by . .
T,y &vec une donnece Za' D'aprés (4-4) le coefficient T,y

donc défini par :
v
o

‘ 2 . aV
(451) oV a y LeCe a 2 = Pgv
T Oy
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I1 faut toutefois s'assurer que les matrices de
covariances entre les Za’ Z et 2' que l'on formera ainsi sont

bien de tyve positif . Considérons donc une combinaison linéaire
quelconque des données, soit '

Posant Zo = Zh’ Z1 =4, 22 =2"', il faut s'assurer

que <Zi Z .> est de type positif, Or cette matrice est :

N v Ay
2 2
(<z; Zj>) = Oyy O ry ©
o I C)'2 02
AV A

On voit facilement qu'elle est de type positif si et
seulement si |er < 1, soit

=1

<o

1<

Iz seconde inégalité est triviale, mais non la premidre :.
elle indicue une limite absolue pour la taille du support, au-deld
de laguelle le moddle (4-4) ne pourra plus &tre utilisé au moins
sous forme locale : il est vrai que, sauf trés fort effet de pépite,
une réducticn de la variance au tiers de sa valeur correspond a un
trés grard changement de support, pour lequel les approximations
du premier ordre ne sont certainement plus acceptable., *

Nous connaissons donc les lois de tous les couples
2,
de faire le KD de la loi de 4y, puisqu'il faudrait pour cela

ZB) ; (Za’ Z) et (Za Z'). Celad ne permet pas, en principe,

connaitre la loi de ZV conditionnelle en chague Za : ce qui,
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d'aprés (4-4), nécessite la connaissance des lois trivariables
(z, 2, Za)‘ Toutefois, dans le cas ol 2 = @(Yk) ob Y est
multigaussienne, la reconstitution des lois tri (et méme multi-
variables & partir des lois bivariables est en principe possible.
La méme remarque s'applique dans le cas markovien.

" Dans le cas général, il conviendra donc de rechercher
un bon modéle de loi trivariable (Za,‘Z, Z'). On pourra ensuite
travailler-par KD. Dans le cas multigéussien, on pourra ainsi
travailler en-espérance conditionnelle. |
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