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QUEIQUES PROPRIETES TOPOICGIQUES DES APPLICATIONS

DE LA CLASSE &

Par

G. MATHERON

O. CADRE AIGEBRIQUE

E désignant un ensemble quelcongue, toute application
I' = E -P(E) associant & chague x € E un sous—ensemble I'(x) de
l'espace E admet un prolongement par une application de &P (E)
dans $P(E) que nous désignerons encore par I'y, & savoir l'appli-~
‘cation définie par : -

(1) r(a) = y rx) (A e P(E))
Xch

Avec J. Serra [ ], nous désignerons par & la classe
des applications de J°(E) dans lui-wBme ainsi définies. Il est
immédiat qu'une application I' : {J2(E) » P(E) est dans la classe
S si et seuleuwent si on a ¢ '

(2) T(U 44) = U r(sy)

pour toute famille de sous—-ensembles de E.

De mdme, comme dans [ ], & toute application I' : E -»P(E)
nous essocicns l'application réciproque I : E —» P (E), définie
par : :

(3) y e T(x) ssi  x e I(y) (x, v ¢ B)

Tout comme T lui-méue, ¥ admet un prolongement sur R(E),
défini per la régle (1). Ce prolongement, qui sera encore noté T,
est évidemment dans la classe SP. En tant qu'applications de PB(E)

dans lui-wme, T et I vérifient les relations :

(4) MM NBZ® o ANT(B) # ¢ (4, B e P(E))



En fait, la relation (4) caractérise la classe &4

THEQOREME {1 - Pour qu'une application T de (°(E) dans P(E) appar—
tienne & la classe I, il faut et il suffit qu'on puisse lui
associer une spplication T : B (E) - R(E) vérifiant la rela-
tion (4). Cette application réciproque T, si elle existe, est

, . . . v
nécessairement unique, appartient a K et I' = T.

La condition est nécessaire d'aprds (3) et (4). Inverse-
ment, soient T et I' deux applications de J2(E) dans lui-mBme véri-
fiant (4). Lorsque l'ensemble A est réduit & un point x, soit A =
{x}, nous écrirons I'(x) au lieu de r({x}). Il faut montrer que
cette application x — I'(x) de E dans P (E) vérifie (1).

Avec B = {x}, la relation (4) dorme :
(5) S xer(h) e AnT(x)£0

Si de plus A = {y}, ceci devient x € T(y) o ¥ € f%x), clest~
a-dire (3). D'apres cette relation (3), A A I(x) # @, qui équivaut
a9y € A tel que y ¢ F(x), équivaut encore & ¥ y € A tel que |
. x ¢ I'(y), c'est-a-dire & x € Y {I'(y), ¥ € A}. L'équivalence (5)
‘entraine donc

r(a) = y r(y)
yeA

et T est dans la classe . De la méme maniere, on trouve F(B) =
U {IF(x), x € B}, et 1'unicité de T découle alors de (3). Ie reste
est trivial.

1. SENTI-CONTINUITE SUPERIEURE

Nous allons maintenant supposer gue E est un espace L.C.D,

et nous intéresser & certaines sous-classes de & possédant de
bonnes propriétés topologiques. Pour A sous-ensemble quelconque
de E, on note Fy la classe des fermés qui rencontrent A, et de
méme J@A la classe des compacts qui rencontrent A. Posons un
lewme qui nous sera utile.



IEIZE 1 -~ Pour A < E, Iy est une partie fermée de '3 si et seule-
ment si A est compact, JGA est une partie fermée de G si et
seulement si A est fermé.

Démontrons seulement le premier énoncé, qui est le plus
délicat. Si A € fG, : est fermé dans J d'apres la définition de
la topologie de F. Inversement, supposons Fp fermé dems . Si A = @,
A est compact. Si A # ®, montrons gque toute suite X, € A aduwet dams
E une valeur d'adhérence x ¢ A. De fait, la suite {xn} admet une va-
leur d'adhérence AO dans l'espace coumpact F, et Ao est soit @, soit
réduit & un point x. lais, Fy étant fermé dans x par hypothése, on
a A, €3, , c'est-a~dire A N A # ®. Donc A ne peut pas tre vide.
Ainsi on a Ao = {x} pour un x € E., Mais ce point x est évidemment
alors une valeur d'adhérence de la suite x, dens E. De plus, comme
Ao € 3A y On 2 aussi x € A : donc A est compact.

IBIIE 2 - Pour tout I € S(E), les deux propriétés suivantes sont
équivalentes 3 '
(6) I'(K) est compact pour tout K ¢ 46,

v
(6') {F : Fe¢ g’F(F) N K # #} est fermé dans F pour btout XK ¢ /G .

De w8me, sont équivalentes les propriétés
(7)  F(F) est fermé pour tout fermé F

(7') {K : KedJo, T(K) N F # @} est fermé dans JG pour tout
P ez '

' On a évidemment des énoncéds réciproques en reuwplagant T
v ) .

par T.
D'aprds le lemme 1, T'(K) est compact si et seulement si
Fr(x) = {F:Pe3 FNTIEK # ¢}
est fermé dans 7 Mais d‘'aprds (4), cela équivaut & (6'). De mdrme,

T(F) est fermé si et seulement si Jsf(F) est fermé dans ¥6, ce qui
dquivaut & (7') dtapres (4).



TYEOREME 2 - Pour toute application I' € & (E), les trois propriétés

suivantes sont égquivalentes :

v
a) T(K) est compact pour tout XK ¢ sGet T(F) fermé pour tout P ¢ 3.
b) I est une application scs de fGdans JO.

¢) T est une application scs de 3 dans ¥ .

Ceci résulte aussitdt du lewme 2, car
a) o (6) et (7)
b) » (6) et (7*)
c) o (6') et (7)

le théortme suivant domne des résultats plus forts :

THEOREME 3 - Pour que T € S (E) soit scs de JGdans §6, il faut et
il suffit que l'une des trois propriétés éguivalentes suivantes

solt vérifiéde :
d) 1l'application x = I'(x) est scs de E dans JG.

e) I'(x) est compact pour tout x ¢ E et f(F) est fermé pour tout

F e z.

f) F(y) € 5 pour tout y € E et I'(K) ¢ 46 pour tout K ¢J6,

D'apres le théoreme 2, chacune de ces conditions est néces-~
saire. Il reste & montrer que chacune d'elles est suffisante, ce qui
assurera automatiquement leur égquivalence.

~ Nontrons d'abord 4) & e)

De fait, soit x — I'(x) une application de E dans J6. Cette
aprlication sera scs si et seulement si l'ensemble

fx : xe®E Mx)NF#O

est fermé pour tout F ¢ F. Mais, d'aprés (4), cet ensemble n'est autre

V hY .
que T(F) : d'ou 1'équivalence de d) et e).




~ lontrons d) = D)

Soit x — I'(x) une application scs de E dans f6. Comme on
vient de le voir, cela entraine %(F) € ¥ pour tout F cexy. D'apreés
le théordme 2, il suffit de montrer que T'(X) est compact pour tout
compact K (puisque a) o b)).

Soit donc Gy, 1 € I un recouvrement ouvert de T'(X) =
Uir(x), x ¢ X}. Pour chague x € K, I'(x) est compact par hypothése.
On peut donc trouver un sous-—ensemble fini I(x) < I tel que :

r(x) c U 165, 1€ 100

De plus, x - I'(x) étant scs, on peut aussi trouver un voi-
sinage ouvert Gy de x tel que 1l'on ait

P(Y).c U {65 1 e I(x)}

pour'tout y € Gx‘ Maintenant, K lui-méme étant coupact, est couvert

par un nombre fini de tels ouverts, soit Gx y K= 1,2,...9n. O 2

alors : k

MK =y {r(y)yy € K} c U {655 1 € Tlxylye. .U Ilxp)}

et ce recouvrement est fini : T'(X) est donc compact.

~ Montrons enfin f) = a)-

Soit ' ¢ &L(E) telle que I'(K) ¢ JGpour tout compact K.
dlontrons que s'il existe un fermé F tel que f(F) ne soit pas fermé,
alors il existe nécessairement un point y ¢ E tel que f(y) ne soit
pas fermé, ce qui entrainera l'implication f) = a).

Soit donc F € ¥ tel que I'(F) £ 3. On peut donc trouver
deux suites y, et X, telles que :

vy, €F , x, €T(y) , x, -x et x £ T(F

L'ensemble X = {x} Uy {xn, n=1,2,...} étant compact, la suite



Y, € P(xn) c T'(X) est contenue dans I'(K) qui est compact par hypo-
these. Cette suite admet donc une valeur d'adhérence y et, quitte
a extraire une suite partielle, on peut supposer'y, =y avec y ¢ F,
puisque F est fermé.

Alors P(y) n'ést pas fermé. En effet, si P(y) est fermé,
d'apreées le lemme %, l'ensemble

ngky) K: KedS, ¥y ¢ T(K)} est fermé dans JG.
Considérons alors la suite décroissante de compacts

Ky = {x} U br, 5 n o2 W)

Dés que n = N, y, € I'(x,) est dans P(KN). Comme y_ -y, cela
entraine y ¢ P(KN), puisque P(KN) est compact par hypotheése. HMais,
pour N tendant vers 1l'infini, la suite KN converge vers {x} dans fG.
Si donc Jé\ky) était fermé dans YO , on aurait {x} ¢ JGF(y)
% dire x ¢ F(y). Mais cela entraine x ¢ T'(F), puisque y ¢ F, et con-

tredit 1l'hypothdse x £ I'(F). Donc T'(y) n'est pas fermé, ce qui achdve .
la démonstration., '

c'est

REMARQUE : Bien que la démonstration du théorzme 3 soit achevide, il
est intéressant du point de vue technigue de montrer directement
e) » a).

Soit I € L (E) telle que T(F) soit fermé pour tout fermd F.
ilontrons que s'il existe un compact K tel que T'(X) ne soit pas com-
pact, alors il existe nécessairement un point y € E tel que I'(y) ne
soit pas compact : ce qui entraine l'implication e) = a).

Soit donc K ¢ ¥Gtel que I'(K) ne soit pas compact. On peut
donc trouver dans T(K) une suite X, sans valeur d'adhédrence ou ad-
mettant une limite x ¢ I'(X). Dans les deux cas, la suite {x } admet
dans l'espace compact F une limite AO € F qui est AO = @ dans le
premier cas, et Ao = {x}] dans le second, mais dans les deux cas
A, NT(K) =

D'autre part, comme x € I'(K), il existe une suite y, € K



avec x, € P(yn). K étant compact, on peut, quitte & extraire une

sous-suite, supposer y -y € K. Au total, on a :

x,€erly,) 5 y, €K 5 ¥y, ~7e€k

‘{xn} ~ A dans 33 A NT({y) =

Considérons 1la suite ddcroissante de fermés :

On a x, € Fy pour n = N et donc y,_ ¢ P( . Comme P(F )
est fermé par hypothése, cela entraine y ¢ P(F ) pour tout N. Alors
I'{y) n'est pas compact. En effet, supposons gue I'(y) soit compact.
D'aeprés le leumme 1, l'ensemble

3rr(y) = {F:yc¢€ F(F)}

est alors fermé dans x. Coumme By € For.oy et By = 4, dens & , il
en résulte A € dP( y » © 'est-a-dire A, N T (y) # 9, contrairement

4 l'hypothdse. Donc P(y) n'est pas compact

2. SENI-CONTINUITE INFERIEURE

Les propriétés de semi-continuité inférieure donnent lieu
4 des résultats analogues. Posons d'abord un lemme :

IELE 3 - JGA est ouvert dans Kb si et seulement si A ¢ IQ(? . De
méme, Iy est ouvert dans 3 si et seulement si A € %'.

Ces conditions sont suffisantes, d'apreés la définition
méme des topologies de JG et de m. Inversement, supposons par
exemple JGA ouvert dans JG, c'est-a-dire :

&G'A = {K : K €IS, K e Ac} fermé dans JG.



Si AC = ¢, A = E est ouvert., Si AC n'est pas vide, soit
x, € Ac une suite dans A convergeant vers une limite x dans E.
I1 faut montrer x ¢ A®. De fait, la suite {x,} converge vers {x}
dans SG et {xn} appartient au fermé Wt ¢ done {x} € &GA, c?est—‘
a-dire x € A® : A® est donec fermé, et A ouvert.
IEMME 4 - Pour toute application T ¢ & (E) et tout ouvert G ¢ & ,

les quatre propriétés suivantes sont équivalentes
v
i/ T(G) est ouvert dans E
ii/ {x:x¢B, I'(x) NG # ¢} est ouvert dans E
iii/

iv/ {K

£

Peg, IM(P)NG#P] est ouvert dans 3
Kedp, T(K) NG # P} est ouvert dans 6.

L'équivalence de i/ et ii/ est une conséquence immédiate
v .
de la relation (4). D'aprés le lemme 3, I'(G) est ouvert si et seu-
lement si &sf(G) est ouvert dans {G. dais d'aprés la relation (4)
on a

Bygy = 1K+ K eto, T(K) NG # )

Done i/ et iv/ sont équivalentes. On montre de meme 1l'équivalence
de i/ et iii/.

THEOREME 4 - Soit I ¢ & (E). Pour que T soit une application seci
de SO dans FO il faut et il suffit que 1l'on ait :

\I"(G)eﬁg vGeg et I‘(K)é% v X €6

De méme, T est une application sci de F dans x si et seulement
si :

v
P(G)eég vGeg et T(F) eg v Pesx

En effet, soit I' ¢ & (E) une application telle que I'(XK) €6
pour tout compact X. Cette application de JO dans ¥6 sera sci si
et seulement si {K : K € J6, T'(K) N G # ¢} est ouvert dans JO
pour tout ouvert G. Mais, d'aprés le lemme 4, cela équivaut a

v Y 03 r ’ *
T(G) ouvert : d'olu le premier énoncé. Démonstration analogue pour
le second énoncé.



Coroliaire 1 — Pour toute epplication I' ¢ &(E), les conditions

suivantes sont équivalentes :
i/ I'application.x - I'(x) est continue de E dans YO
1i/ L'application K — T'(K) est continue de G dans G

v
iii/ r(x) € & pour tout x ¢ E, (G) ¢ (g pour tout ouvert G
et T(F) ¢ 3 pour tout fermd F.

I) est clair que ii/ entraine i/. Inversement, supposons
x = T(x) continue de E dans JO . Comme cette application est scs,
le théordtme 3 montre que K - I'(K) est scs de JGdans #&. Comme 1'ap~
plication x - I'(x) est sci, le lemme 4 montre gue F(g) est ouvert
pour tout G ¢ @ . Dtaprds le théordme 4, il en résulte que XK - I'(K)
est sci Ge V& dans YOG . Etant scs et sci, cette application est con-
tirue. De la méme manidre, les théordmes 2 et 4 entrainent 1'équi~
valence de ii/ et iii/. De mBme encore :

v .
Corollzire 2 - T est continue de 3 dans 3 si et seulement si x - I'(x)
‘est scs de E dans YG et I(G) ouvert pour tout G € ?y .

3. APPIICATIONS OUVERTES

Nous dirons qu'une applicaticn T ¢ ¢P(E) est ocuverte si I'(G)
est cuvert pour tout ouvert G ¢ g . En vue de trouver un critere,
posons d'abord un lemme.

a4

IEXIE 5 - Une partie H de E est ouverte dans E si et seulenent si :

ENH=90eANHE=90 v Ac¢c P(E)

La condition est évidemment nécessaire. Inversementv, suppo-
sons—1la vérifiéde. Avec A = Hc, on a HN g® = @, donc H N i = R
o _
c'est~a-dire H « H. Par suite H = H est ouverte dans E.

Critdrei: Pour toute application I' ¢ &(E), les conditions suivantes
sont équivalentes '
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i/ 7(R) < r(a) v A e P(E)
i1/ r(R) = r(L) v A e R(E)

v ) v
iii/ I est ouverte, i.e. I'(G) ¢ g% pour tout ouvert G

iv/ x = T(x) est sci de E dans g

Comme on a toujours I'(A) < r(%), i/ entraine T(4) < I'(R) <
r'(4) et done 1 A) = T(Z), c'est-a-dire ii/ . Inversement, ii/ entraine
i/ trivialement . De son cBté, ii/ équivaut a :

cNTR) £FbeenT(B) A0 , vEeg, v AecR(E)
c'est-a-dire, d'aprds la relation (4), & :

— v v

AanT(e) =¢peanrE =90 , vGegly,vAeﬂ*(E)

Mgis d'aprés le lemme 5, cette dernidre relation équivaut a
(V4 .
r{(G) € é% pour tout ouvert G, c'est-a-dire & iii/. L'équivalence de

iii/ et iv/ est immédiate.

THEORELE 5 - Pour qu'une application T' ¢ & soit sci de g dans 3, 1l
faut et il suffit que l'on ait :

r'(A) = 1(4) v A € 9°(E)

Si T est sci de 3 dans 3, E est ouverte, d'aprés le théoreme 4,
On a donc T(&) = T'(A) d'aprds le critére. Mais, T appliquant ¥ dans
%z, on a aussi T(Z) = T(A), et donc T(RA) = r(4).

Inversement, si I'(3) = r(A) pour toute partie A de E, I'(F)
est fermé pour tout F ¢ x, et de plus I est ouvert d'apres le cri-
tére 1. Ie Théoréme 4 montre alors que T est sci de g dans 3.

4. A CLASSE E?b DES APPLICATIONS SCSkNULLES A L'INFINI

Les énoncéds précddents font jouer des r0les dissymétrigues
aux espaces SO et F. '

Par exemple, I' est scs de J6 dans SO si et seulement si
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l'epplication réciprogue f'est scs de g dans F. On aimerait disposer
d'une classe d'application o T et r possédent les mémes propriétés.
Or cela est automatiquement réalisé dans le cas ol l'espece E est
coumpact, Dans le cas ol E n'est pas compact, il est naturel 4'in-
troduire son compactifié d'Alexandrov, et la classe &, que nous

allons maintenant définir s'impose alors d'elle-méme. Toutefois,
pour Zviter toute complication, Je donnerai ici une construction
directe de cette classe, sans passer par l'intermédiaire du compac—
tifié.

THEOREME 6 — Soit I € £(E) telle que x — I'(x) soit scs de E dans {0
ou, ce qui revient au méme (Th. 3), K - I(X) scs de YO dans G,

Alors les trois propriétés suivantes sont édquivalentes :
qud

i/ Pour tout compact K, il existe un compact K' tel que x £ K'
entraine T'(x) N K = . '

v ,
ii/ T(K) est compact pour tout K ¢ JG.

iii/ Pour toute suite x, sans valeur d'adhérence dans E, la suite
F(xn) converge dans F vers l'ensemble vide @.

D'aprés la relation (4), la propriété i/ équivaut & x £ K' e
x £ M(K) clest-a-dire T'(K) « K'. D'autre part, T' étant scs de E (ou JO)
dans JG, nous savons d'aprés le Théordme 3 que I'(F) est fermé pour
tout F ¢ . En particulier, donc, I'(X) est fermé. Etant fermé et
contenu dans le compact X', P(K) est donc compact. Ainsi i/ entraine
ii/. Réciproquement, si ii/ est vrai, en prenant K' = I'(K), on voit
que X Q’f(K) entraine T(x) N K = ¢ d'aprés la relation (4). Ainsi
ii/ et i/ sont équivalentes. '

‘Montrons i/ entraine iii/. Les voisinages de ¢ dans F sont
les 3K, K ¢ 6. Soit X, une suite sans valeur d'adhérence dans E.
Il faut montrer I'(x,) — @, c'est-a-dire que pour tout compact K on
a F(xn) N K = ¢ pour n assez grand. D'aprds i/, il existe K' ¢ HG
tel que T(x) N K = @ d&s que x £ K'. Or, la suite x  étant par
hypothése sans valeur d'adhérence, on a x, £ K' pour n assez grand,
et donc aussi F(Xh) N K = ¢. Ainsi i/ entraine iii/.

Montrons maintenant que iii/ entraine ii/. Pour cela,
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supposons que ii/ ne soit pas vérifide : il existe donc un compact
K tel que I'(K) n'est pas compact. Nous savons toutefois que I'(K)
est ferme; puiSque I' est scs de E dans JG .(Th. 3). Etant fermé

et non compact P(K) contient une suite X, sans valeur d'adhérence.
Comme X € P(K), il existe une suite y € K avec x, € P(y ), soit
Y, € F(xn) Etant contenue dens le compact K, la suite y, adwet
une valeur d'adhérence y ¢ K, et, quitte & extraire une suite par—-
tielle, on peut supposer Iy =¥ dans E, Mais, I' étant scs, et

Y, € P(xn), cela implique y € 1im F(;n). Donc la suite P(xn) ne
converge pas vers ¢ dans F. Ainsi, la négation en ii/ entraine la
négation de iii/, soit iii/ = ii/, ce qui achdve la démonsitration.

DEFINITION - Nous dirons qu'une application ' € & est scs et
nulle & 1'infini si elle est scs de J6 dans YO et vérifie

1'une des troisApropriétés équivalentes du théoréme 6, et nous
désignerons par E?; la classe des applications scs nulles 23
1tinfini.

Le théoréme suivant montre que cette classe 5?; possede
les agréables propriétés de symétrie que nous souhaitons.

THEORng 7 - Une application T' € of est scs et nulle 4 1'infinin
- si et seulement si 1l'application réciproque P est elle-méue
scs et nulle a 1ltinfini.

Soit I scs de E dans J6 et telle que F(K) soit compacte
pour tout K e\KB Comme T'(K) est compact pour tout K € JG, il faut
montrer que I' est scs de $ﬁ)danb Jo . Dlapres la propridété a) du
Théortme 2, appliqude 2 P, il suffit méme de montrer que T(F) est
fermé pour tout F ¢ & , |

Soit donc un fermé F et x une suite dans r'(F) telle que
X, = x. Il faut montrer x ¢ T(F). Comme X, € P(F), on peut trouver
¥, € F tel que x, € T(y,), c'est-a-dire y ¢ F(x ). Posons K
= {x} LJ{X y = 1, ..-}, de sorte gue 1ton a ¥y, € P(Xn) c F(K)
Comme X est compact et I’ scs et nulle & 1'infini, T I'(X) est donc
compact. La suite Yy contenue dans le compact f(K), admet par

it
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suite une valeur d'adhérence y ¢ F et, quitte & extraire une suite
partielle, on peut supposer ¥, = . On a ainsi :

x, € T(yy) 5 =x,-x ; o =Y € F
Comme x — I'(x) est scs, cela implique x ¢ I'(y) « T'(F). Donc
I'(F) est fermé, ce qui achdve la démonstration.

Notons d'ailleurs que l'application F — I'(F) de F dans g

ainsi établie est nécessairement scs : cela résulte du Théordme 2
appliqué a f, puisque I'(K) est compact pour K ¢ 6 et I'(F) fermé
r

pou F € Te.

Inversement, d'ailleurs, si I ¢ & (E) est scs & la fois de
SC dans 6 et de 3 dans ¥, elle est nécessairement nulle & 1'infini :
D'aprzs le théordme 2, en effet, T scs de ¥ dans 3 entraine P(XK) com-
pact pour tout K € #6. D'ol 1'important corollaire :

Corcllaire — Une application ' € & est scs et nulle a 1'infini si
et seulement si elle est scs & la fois de JOG dans 46 et de 37
dans F.

Yoter que cela implique P(Fn) - ¢ dans 3 pour toute suite
F, convergeant vers ¢ dans ¥, puisqu'on a alors Iim P(En)
c I'(®) = ¢. C'est pourquoi ces applications peuvent &tre
dites scs (& la fois de G dans 4G et de 3 dans 3) et
nulles a 1'infini, -

Ies belles propriétés de symétrie qu'expriment le Théoréme
7 e% son corollaire ne subsistent malheureusement pas dans le cas
des applications continues et nulles & 1'infini. On obtient seule-
ment le résultat suivant :

THEORELE 8 - Pour une application I' scs et nulle & 1'infini, les

trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i/ I est continue de JG dans JO

ii/ I est continue de 7 dans 3

iii/ I' est ouverte (i.e. I'(G) ¢ g? pour tout ouvert G)
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I' étant scs de JG dans A5, et aussi bien de ¥ dans 3
(corollaire du Th. 6), le théordme 4 montre immédiatement 1'équi-
valence des trois énoncés.

DEFINITION - On dira que T' ¢ & est continue et nulle & 1'infini si
elle est scs et nulle & 1'infini et vérifie les proprletés du
Théordme ©,

On notera qu'une application I' continue et nulle & 1'infini

n'test pas nécessairement ouverte : de sorte que l'gpplication réci-
progue r sera en général seulement scs et nulle & 1'infini. Si nous
voulons maintenir la symétrie entre T et F, la classe convenable
sera celle des applications ouvertes, continues et nulles & 1'infini
I' aprartiendra a cette classe si et seulement si I' en fait partie.
D'aprés les résultats précédents et le corollaire 1 du Théoreéme 4,
le critére est le suivant : )

Critére : Une application I' € est ouverte, continue et nulle a
1'infini si et seulement si elle vérifie les trois conditions
“suivantes :

i/ x - I'(x) est continue de E dans JG

ii/ T(K) est compact pour tout K € JG

iii/ 1(G) est ouvert pour tout G ¢ 3

5. OUVERTURE ASSOCIEE.

Comme dans [ ], & toute application I' ¢ & (E) nous asso-
cierons l'ouverture y sur J°(E) définie par

y(4) = LJ{P(X) : x ¢ E, I'(x) « A} (A € RP(E))

Le classe B des invariants de y est constitude des B ¢ R(E)
de la forme B = I'(A) pour un A ¢ R(E), soit B =T(@P. 5i 1'en
inntroduit 1l'applicetion I'* duale de f pour la complémentation, soit

I‘*:ﬁol\:og
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alors on & @
Y:I‘or’*

'I1 n'est pas facile de caractériser les propridtés topolo-
giques de cette ouverture y dans le cas général. Je n'examine ici
que les cas les plus simples. Posons d'abord un leumme, |

IEiME 6 -~ Si une application I' € & est ouverte, alors elle est

sci de %/ dans 9

En effet, soit K € Y6 et G ¢ g avec K « I'(G). L'espace
E étant ICD, on peut trouver une suite croissante d'ouverts relati-
vement compacts B, tels que §n c B4 €t UB, = L}En = G. D'aprds
la relation (2), on a : '

\

r(e) =y r(g) oK

Ie compact K, contenu dans la réunion de la suite croissante d'ou-

verts T'(B ), est contenu dans l'un d'eux, soit X c r(B, ). On a
O' w——
alors En c G, et, pour tout ouvert G' contenant le compact Bn ’
o] o}
KcT(B,) cr(G') : donc I est sci sur g,
)

I1 résulte du lemme 6 que, si T est ouverte, alors T* =

= R r f est scs de 3 dans 3. Si, de plus, I est scs de x dans 3 ,
l'ouverture y = I'T* sera elle-m8me scs de 3 dans 3, comme produit
d'applicationscroissantes scs de § dans F. Comme y est anti-exten~
sive, y applique zlors JG dans J6 : en effet, pour tout K ¢ &, y(X)
est fermé et contenu dans le compact X, donc y(K) ¢ ¥6 . De plus,

K - y(K) est alors scs non seulement pour la topologie induite

par 3, mais également pour la topologie myope sur JO : de fait,

si Kn -+ K dans JG , 1les Kn sont contenus dans un compect fixe Ko .
On a alors y(K ) c v(X,) c K, » de sorte gue les y(Kn) restent eux-
mémes contenus dans le compact fixe Kge Ainsi

THEOREME 9 - Si une application I' € & (E) est continue de y dans w,
alors l'ouverture associée y = I'T* est scs de ¥ dans 7 et aussi

de JG dans JO ,




—16-

D'aprés le Théordme 4, en effet, TI' est continue de 3 dans
v
% si et seulement si elle est scs de F dans 3 et I ouverte.

De wBme :

THEOREME 10 - Si une application T' ¢ <f(E) est ouverte et scs de
J6dans YOG , l'ouverture associde y est sci de % dans [3 .

D'aprés le théordme 2, en effet, l'application réciproque
T est scs de ¥ dans 3, donc I'* = Bf‘ 8 est sci de 9 dans g-.
D'autre part I, étant ouverte, est sci de {f/ dans é’? (lemme 6).
Donc y = I'T'* est encore sci de Lc.? dans é(? comne produi_t d'applica-

tions croissantes sci de % dans 9 .

On rappelle gu'une ouverture y sur 9P (E) est dite compacte
si elle vérifie les propriétés suilvantes :

i/ y est scs de JG dans JG, scs de 7 dans 3, sci de % '

dansg .

ii/ y est le plus petit prolongement sur J2(E) de sa restric-
tion & JG . '

Nous pouvons alors énoncer un dernier résultat @

Corollaire — Si I' € & est ouverte, continue et nulle & 1'infini,
1'ouverture associée y = I'T* est couwpacte.

En effet, I' est ici d'une part continrue de F dans 7, de
1'autre ouverte et scs (et mBme continue) de JO dans V& . les théo-
rémes 9 et 10 wontrent donc que y vérifie les trois propriétés i/.

Maintenant, pour tout A € R (E) on a :

y(4) =y {y(x) : x € B, T(x) c A}

Mais T'(x) est compact pour tout x € E, et vy I'(x) = I'(x). I1 en ré-
sulte

Y(8) cU {y(X) : K ev5, K c A}

Comme 1'inclusion inverse est toujours vraie, on en a fait 1'égalité,
ce qui établit la propriété ii/ : vy est une ouverture compacte.



