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DEUX NORMES ET QUELQUES INEGALITES

0 - DEFINITIONS ET RAPPELS

Dans ce qui suit, je me propose d'étudier deux distances entre lois

“de probabilité monovariables, ainsi que les relations que ces distances pré-

sentent avec la notion de sélectivité. La plupart des résultats ci-dessous
se généralisent sans peine au cas des variables quelconques, mais, pour sim- .

plifier, je me limite ici au cas le plus intéressant, qui est celui des V.A.

.. . +
positives, donc des lois sur R .

P e, s + . . .
A toute probabilité F(dx) sur R , on assocle la fonction non crois-—
sante TF(z) (ou simplement T(z) s'il n'y a pas ambiguité) définie presque
+ : . . - . s
partout sur IR ? Cette fonction admet une version T continue & gauche et s.c.s.,

. + S, N . .
et une version T contime a droite et s.c.1l. :
- . + L.
T (z) =P(Z22z) ;3 T (2) =P(Z> 2)

De méme, si U est une V.A. uniforme sur (0,1), on désignera par Zg
(ou simﬁlement z) la fonction non croissante-définie presque partout sur o,
et telle que la V.A. Z = z(U) admette la loi F. Ici encore, on peut compléter

pour tout u la définition de la fonction non croissante'zF en introduisant la

] +
version zp,

a gauche..

s.c.i. et continue i droite, ou la version Zp s s.c.s. et continue

La moyenne mg, finie ou non, est donnée par
@) Comg = i TF(z) dz = j zF(u) du

. } .
Si m < © , nous utiliserons souvent le paramétre SF appelé sélecti-

vité (ou dispersion), ainsi que 1'indice de délectivité

SF/mF <1

qui lui est associé. Ce parametre SF est donné par :



o]

|92}
]

TF(Z) [1 - TF(Z)] dz
(2)

SF

1
j zF(u) [1'— 2 u)] du
o .

F
U uniforme sur (0,1). D'ou 1'inégalité de Schwarz

Ainsi, S_ est le double de la covariance des variables zF(U) et 1-U,

: ' < Y
(3) S OF/ 3
avec égalité si et seulement si F est elle-méme une loi uniforme (sur un

intervalle positif quelconque).

En somme, SF/Z représente, en gros, la covariance de la variable et

‘de son rang. Plus précisément, si 1'on définit le rang d'une valeur z vis—a-

vis de la loi F par‘% (F,(2) + F_(z)), on trouve en effet exactement :

oo

(2" -[ 2[F@ +F(@]FED -
(0]

S
F
4
Dans le cas d'une loi non continue, il est indispensable, dans les
calculs pratiques, de prendre effectivement la somme des termes F+(Z) =

P(Z < z) et F (2) = P(ZK z). Noter que 1'on a dans tous les cas

[ [r,@ +5_(22] Flao) = 1
(o] ’ .

On utilisera aussi les fonctionnellés usuelles QF(T) et BF(Z)’

avec les relations habituelles.

B_(z) = Sup {Q .
QF(T) = Inf {BF(Z) + 2T }

z GR+

" Rappelons aussi les definitions

1l

By(z) = E [z-2), ] =\£ T, (u) du
(4) . T
0 = [ oz,

0



et les rapports de la sélectivité SF avec ces deux fonctions

Sp = E [BF(Z)] = ‘j:m BF(z). F(dz)
(2"

1
1 = —
'E'SF'];[QF(T) mFT]dT_

1 - LES NORMES EN Z ET EN T

Dans ce contexte, il semble naturel de munir 1'espace des lois F de
1'une ou 1'autre des distances associées aux normes hilbertiennes pour les

fonctions zF(u) ou TF(Z)' Nous poserons donc par définition :

o0

R0 E S I O
' ’ o
(5) ap
. 2 2 2
(e =tz = | 2@ du
’ (o]

2

F

2 .
: . En écrivant TF = TF - TF(1—TF),
on voit aussi,d'aprés (1), que"TF"2 est liée a Sp (dans le cas mg <) par :

. 2
La norme en Z n'est autre que E(Z%) = my * o]

) 1
j]Ta‘ me - SF 2 £ zF(u) u du

(6) -
| 2

o0
m, +0g 2 J TF(Z) z dz
o

On notera surtout que :
2 . v R
”TFH est une fonctionnelle linéaire .en ZF(T) S

) .
"zF“ est une fonctionnelle linéaire en TF(z)'

Les produits scalaires associés a ces normes

]
A
3
3
v

]
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Le Produit Scalaire en T

Si XF et XG sont deux V.A. indépendantes, admettant respectivement

les lois F et G, la variable

Z =-XF,A XG = Mln(XF’XG)

admet la loi H définie par T, =T, T, . On voit ainsi que le produit sca-

laire en T peut s'écrire :

(8) < Tp T > = E(xF A.XG)

Si les moyennes m, et m, sont finies, les relatioms

I
el
+
>

Vv
XF XG + XF A XG

X.v X

. - X A X, = X - X

G

donnent alors, compte tenu de (8) :

: 1
8" <Tp Tg > = g lmg +mg - B(XG ~ XD

Pour F = G, en comparant avec (6), cela donne :
(2" s. =+ E(X, - X!|)

ol X, et X% sont indépendantes avec la méme loi F. Enfin, d'aprés (4), on

trouve en intégrant par parties :

(8") < ?F T, > = mFA- i” BF(z) G(dz) = m. -~£ BG(z) F(dz)

En norme T, la distance entre deux lois F et G s'écrit :

2 2 2
liF—GHT = HTFU + HTGH -2 < T, Ty >

Compte tenu de (8'), on trouve sans peine :



HTF_T&12 = 4-%[ J [F(dx) - G(dxﬂ Ix—y|[ F(dy) - G(dy)]

Bien noter le signe moins : comme - |h| est de type positif condition-

nel, la positivité est garantie.

Le Produit Scalaire en Z

Son interprétation est donnée par le:
THEOREME 1 - Pour toute loi & deux variables (X,Y) admettant les marginales
F et.G, on a '

< >
<XY > £ K< zF ZG

et 1'égalité est atteinte pour X = zF(U), Y = zG(U) ol U est une V.A. uni-

forme sur (0,1).

Ce théoréme exprime donc que < zp 2g > - mp est la plus grande

valeur possible de la covariance de deux variables X et Y admettant les margi-

nales F et G.

Pour démontrer ceci, partons de la relation simple

Z = J 1Z > dz
o

Pour tout couple (X,Y), il en résulte :

. (s0]
<XY>= ff[ P(X2 x et Y2 y) dx dy
' oo

Mais on a toujours :
PX2 xet Y2y) < TF(x) A TG(y)
De plus, cette inégalité devient une égalité dans le cas X = ZF(U)’ Y = ZG(U),

puisque ZF(U) 2> x, par exemple, équivaut a U = TF(X). En intégrant, on trouve

ainsi

A

XY >¢< \[ J T() A To(y) dx dy = < zp 25 >

d'oll le théoreme.



Voici une conséquence pour le probléme du changement de support

Je rappelle qu'une loi F_, est moins sélective qu'une loi FV si et

LV
seulement si on peut trouver une loi bivariable admettant ces marginales et

vérifiant la condition de Cartier

E(zv/zv) = zV

Cette condition entraine 1'égalité des moyennes m = m, = m et aussi <ZV Z. > =
v v
) A

2 2
IIZV"Y =m + 0. D'aprés -le Théoréme 1, on a ainsi

2
HZVH =<Z,2, >s<z 2z, >

et par suite :

A

Mgz s 2+ Na W -2<z 2z >

c'est-a-dire

2 2 2
Ne,-F M, so - oy

L'égalité ne peut d'ailleurs pas &étre atteinte, sauf si FV ='Fv. Car la relation
z

de Cartier, dans le cas z, = zv(U), ZV = zV(u), implique z = i.e. F =F

v’ A

En sens inverse, notons 1'inégalité de Schwarz

< ><&m? +0 O
%y %y - v v
avec égalité si et seulement si zv(u) est de la forme

o]

zV(u) =m + 8%- [zv(u)—m ]

(Ce modéle correspond a la correction affine). Il en résulte :

2 : : 2
”ZV_ZV!' 2 (OV_GV)

et 1'égalité peut cette fois €tre atteinte. Ainsi



THEOREME 2 - Dans tout changement de support, la distance, en norme Z, des

lois FV et FV vérifie les inégalités :

A

2 0 ”2 <
(ov—ov) < FV—FV g S0 - o

La borne supérieure n'est atteinte que pour FV = Fy- La borne inférieure

est atteinte si et seulement si le changement de support obéit au modele

de la correction affine.

Ce théoreéme caractérise donc la correction affine comme le modéle

qui minimise la distance I FV—FV!‘ en norme Z.

"EXEMPLE 1 - Il existe un cas (unique ?) ou la correction affine est rigoureu-
sement vérifiée : c'est celui d'une fonction aléatoire "monochromatique",

i.e. une fonctioﬁvpériodique sur IR de la forme
Z(x) =m + A cos (Wx +9)

ol m, W sont des constantes, A et ¢ des V.A. indépendantes et @ uniforme

sur (0,2m). En régularisant sur un supporf L
2

Zg(x) = %- I 22 Z(x+u) du =m + ié-sin-—— A cos(ux +9)
5 v

On a donc en toute rigueur 1'égalité :
Zg(x) =m otz (Z(x)-m)

Mais cette relation cesse d'@tre vérifiée dés que la F.A. comporte au

“moins deux harmoniques distincts.

2. - LES CONVERGENCES

Grice aux normes ci-dessus, l'espace des lois F se trouve muni de
quatre . convergences (les convergences forte et faible associées a chacune
de ces deux normes), auxquelles il convient d'ajouter la convergence étroite

(ou en loi) et la convergence vague des mesures (probabilités) sur R_.



L i AT N

e TR T e il ETaN J e R e B B o TP € I T .

La convergence vague Fn + G a lieu, comme on sait, si TF (z) ~ TG(z)
. Ce sz . ~ n .. .

en tout point z de continuité de TG. Mais la mesure G peut etre défective
j.e. T.(®) > 0. La convergence en loi correspond au cas ou l'on a de plus

TG@”) = 0. Voici un premier résultat :

. iy e +
LEMME 1 - Une suite de probabilités Fn sur (R converge au sens vague Vers
une mesure G (éventuellement défective) si et seulement si Zg (t) » zG(t)
. ' . . on .
presque partout sur (0,1). Cette co nvergence a lieu en loi si et seu-
‘lement si la limite zG(t) est finie presque partout sur (0,1).

Pour toute loi F, considérons, par exemple, la version s.c.s. TF de

la fonction T (z). Etant s.c.s., cette fonction admet un sous-graphe FF fer-

mé dans l'espace produit (0,1) X R"

I, ={t,z:te @M, z¢€ R", To(2) 2t}
I1 est facile de voir que, dans l'espace compact des fermés de (o,1) ><|R+ .

la convergence FF - FG est caractérisée par
n

m T;n(z) < T (2) ; 11mT (z) é(z)

et équivaut donc a la convergence vague Fn > G.

Mais le sous-—graphe fermé de la fonction s.c.s. z;(t) est, par dé-
finition :
1]

FF = {z,t : z € R+ , t € (0,1) : z;(t) Z_z}

F,
peuvent &tre identifiés. Or, il est immédiat que la convergence PF - FG

Comme z;(t) 2 z équivaut a T;(z).z t, les sous-graphes F c.T

équivaut a la convergence presque partout zg > z - D'ou la

o v
premiére partie de 1'énoncé. La seconde partlie est 1mmedlate, puisque la
limite G est non défective si et seulement si la fonction non croissante

zé(t) est finie en dehors du point t = O.

THEOREME 3 - La convergence faible TF -+ TG pour la norme T entraine la

. n
convergence en loi Fn + G.

: : +
En effet, supposons T, = T, faiblement dans L2(R , d z). D'apres

s n . .
le théoréme de Helly, on peut trouver une suite partielle Fn convergeant
k



vaguement vers une limite G'. Cela équivaut, comme on l'a vu, a TF - TG'
+ . ' nk
presque partout sur R . Comme TF-%TG faiblement, on a TC, = TG , d'aprés un

e

théoréme connu, et donc G' = G. En particulier, TG = TG' € L2, et donc TG,GD)
= 0. Ainsi, la convergence Fn + G' =G a lieu en loi, et pas seulement au

. TP . . ' . .
sens vague. Enfin, l'unicité de la limite G' = G entraine ‘que la suite Fn

elle-méme converge en loi vers G.

Considérons maintenant la convergence faible pour la norme Z.

LEMME 2 - La convergence faible zp T Zg
—_— : 0

pour la norme Z entraine

my > om, et f T N TG-H
n n .
En effet, pour toute loi ¥, on a

2
me =<z 1>, T =2 <z, , TS

au sens de la norme Z (voir relations (6)). Donc la convergence faible

sz >z, entraine 1'existence des moyennes et les relations de 1'énoncé..
n : ' ' '

F z, pour la norme Z entraine la con-

THEOREME 4 - La convergence faible z_ -
' pour la notme T (et donc aussi la convergeﬁce en

vergence forte T

loi F + G).
n

> T
n .

F G

En effet, soit z_ > Zg faiblement dans L2((0,1),dx). D'apféé le

F
lemme 2, la suite l!TF Il "est bornée par un B < = fixe. On peut donc extraire

. . + : . .
une suite TF converggant faiblement dans L2 (R ,dz) (norme T) vers une limite
n, | »

TG" D'aprés le Théoreme 3, on a donc aussi la convergence en loi F_ - G'.

D'aprés le lemme 1, cela entraine z, > z presque partout sur (0,1). Mais;

F G'
"k

comme on a aussi z, - 2z, au sens faible dans L?, un théoréme déja invoqué

Fnk G
montre Zor = 2Zg o c'est-a-dire G' = G. L'unicité de cette limite G' = G en-
traine ensuite que la suite T,  converge elle-méme vers Té au sens faible.
Mais, comme on a de plus la cogvergence des normes “TF - I TG" d'aprés

: +
le lemme 2, la convergence TF -+ TG'a lieu aussi au senS fort dans L2(R , dz),

. ., n . N s
ce qui entraine encore Fn + G en loli d'apres le Théoreme 3.
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Ainsi, la hiérarchie de nos convergences est la suivante :

- Convergence forte pour1!ﬁ12== convergence faible pour ‘Vﬁ‘z-
= conVe:ggnée f9rFe pour‘lF"T .; conVergence?faibie pourl‘ﬁ'T
= ‘convefgénce‘en loi = convergence vague.

‘Mais les réciproques sont fausses, et cette hiérarchie est stricte.

Voici un contre-exemple : la suite

ST 1.

n n n3

converge en loi. vers le Dirac § placé en O. Mais on a

5 |-

.TF (z) =
. n

‘et donc

I =5 =ne

Donc la suite TF ne peut pas converger faiblement pour la norme T.
n

Cependant, ces réciproques deviennent vraies si 1'on se restreint a

1'espace des lois F concentrées sur un intervalle borné fixe (soit 0 = z = zn).

‘Dans ce cas, en effet, on sait que la convergence vague Fn + G équivaut a la
- . -, ' 2 . - .
convergence en loi. Comme les normes en Z sont bornees par z , il est ensuite

facile de voir que la convergence en loi Fn + G entraine alors la convergence

forte Zg > zg -
n

3 - UNE INEGALITE

On sait, d'aprés 1'inégalité de Schwarz (3) que, parmi toutes les lois
2 2 -
F sur. (—°, +©) admettant une moyenne m donnée et une variance OF £ 0, celle
qui maximise la sélectivité SF est la loi uniforme de moyenne m et de varaince

02, Soit (a, a+L) le support de cette loi optimale : on a donc

38

]

o

+
o

o? L2 /12
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d'oll résulte : . a=m-=a0 V3

En particulier, on aura-a <0 pour 0%2/m2 > 1/3, et dans ce cas, la

. . . +
loi optimale n'est pas concentrée sur R . Donc, dans le cas

>

2o,

1

3.

. . . o + . .

il doit exister, pour les lois sur R , une majoration plus forte que (3)

Montrons que cette maJoratlon plus forte que (3) est effectlvement
atteinte par une loi FO. De falt, con51derons 1! ensemble'&ﬂm 02) des lois F

4 o
sur R admettant la moyenne mF = m et une variance OF £ 0? donnée.

&(m,02) est fermé (au sens fort comme au sens faible) pour la norme Z
comme on le voit immédiatement. De plus,&(m,02) est faiblement et fortement
fermé pour la norme T, et sur H(m,02) les convergences forte et faible pour

la norme T sont equlvalentes. Plus prec1sement %L(m,02) est faiblement et for—

tement compact pour la norme T.

De fait, soit F une suite dans &(m,02?). Comme on a \\zF“ < m? + 02,

on peut extraire une suite partielle Zg '~ convergeant vers une o 1imite‘z

faiblement pour la norme Z. Donc T converge fortement vers TF pour .la norme
» . “k . f‘ ‘é

Tl(Theoreme 4). De plus, onam= ?F m, (lemme 2) donc mF = m, et! ZFJ <

F-

1im.||z " + 02 d apreés 1a convergence falble. Par suite FE€ Z(m,0?),

ce qui prouve la compac1te et entraine queﬁf(m 0) est fortement et falblement
fermé pour la norme T, et 1' equlvalence sur €(m,02) des topologies forte,et.

faible définie par la nmorme [l TI .

D'autre part, &(m,0%?), considéré comme un ensemble de fonctions Tp

(point de vue de la norme T), est convexe. En effet, pour 0 £ A £ 1, si TF
o

F

et T. sont dans&(m,02), en posant
1 : -

Tg =»(1-X) T, * X Tg
A o 1

on a encore T_ € é?(m>0 ) : car mF = (1-)) mF' + A m, =m et :
0 1

F
2 3
m? +”02 J (z) dz = m2 + (1-)) op * Ao, £m? +0?
(o] fe) F“.



Ainsi, S6(m, ) est convexe et fermé (et méme compact) pour la norme T.

I1 existe donc dans & (m,0?) un élément unique T qui réalise le minimum de

F

N . s . . © P . .

la norme ||T} . D'aprés le théoréme des projections, cet élément est caractéri-
I P proj ’

sé par la relation

A%

(10) < Ty Tp > HTF e V T€ & (m,0?)
(o] o]

2 :
D'aprés la relation |1TFH =m - SF » cet élément unique est aussi celui qui

réalise le maximum de la sélectivité SF'

Pour0? /m?2 £ 1/3, nous savons déja que Fo est une loi uniforme sur un

segment 2 0. Dans le cas 02/m? > 1/3, nous allons voir que FO comporte un

atome en O et une partie uniforme sur un segment (0,L)

- - dz
F, = § + (1 a).1o§z§L L
c'est-a-dire
_ ‘ _z
T'Fo = (=) [1 - £],

En effet, choisissons o et L de maniére a avoir la moyenne et la va-

riance correcte . De

2
m= (- = 3 m o+ = (1-0) &
2 3
on déduit qu'il faut prendre
A _ 4 m?
L = 3 m+rg 5 t-a= 3 m + o2
2 m
et la condition 2 > m? /3 nous garantit ¢ > 0. On a donc bien TF € SB(m, )
o
pour ces valeurs de L et de o . Soit alors TF un autre élément de B (m,0?).
Calculons le produit scalaire < TF TF >. D'aprés la définition de TF , 1l

. o) o
vient _ .

F 'F

L
<T. T. > = (1—a)j TF(z) 1
0 (o]

« . Z
Z) 4z 2 <m>jo T2 (1 - £) az

Donc ,
2 .
- [m-t2rety -

A
-3
=
\4
v
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puisque f TF(z) dz = m, =m , et
r 1 20 . . m? + O?
J z TF(z) dz = 3 (mF +0F) S
D'autre part, on a aussi
L [0.0)
L z z
”TFOH = (l—a)\L TF (z) (1 - i-) dz = (1-G)~[ IF (1 - i‘) dz

(o 3 (o} (o]

puisque TF (z) = 0 pour z > L. Donc
o

I, 17 = () [ m = 20

2 ‘
I1 en résulte < Tp Tp > 2 l'TF I, c'est—a-dire la relation (6) : T, est
o _ o . o
bien 1'élément extrémal cherché. D'apres les valeurs calculées ci-dessus pour

L et (1-g), on trouve explicitement

m3
m? + o2

Nelled

2
‘!TF" =
o]

On note que 1l'on a
m? o

8
1 = = ——— <
2 2 -
9 m2 +0 3

si et seulement si ¢ > m/ V3. Ainsi :

: L + . .
THEOREME 5 - Pour toute loi F sur R, on a l'inégalité

g

m?
m? + g2 )

g
A= 5

LAY

S
- —

m 3

Pour 02 <€ m?/3, le maximum est atteint pour une loi uniforme, et vaut
' 8 m2

- g m2 Y 02 .
atteint pour une loi uniforme sur un segment.(0,L) muni d'un atome a

o/m V3. Pour g? > m? /3, le maximum vaut 1 , et 11 est

l'origine.

REMARQUE - Dans tous les cas, on a donc

S 8 m? . 2 8 m3
= £ _ e ee———— 2L o
= 1 9 2 + 0_2 3 l'e’ ”TF” Z 9 mZ + 02

A

Ainsi, les normes en T et en Z d'une méme loi F vérifient la tres curieuse

inégalité :
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2 ‘ 2 §_ 3
(11) [ S P e

EXEMPLE 2 - Voici maintenant un exemple de changement de support pour lequel

1'indice de sélectivité SV/m peut &tre égal 3 sa valeur maximale

8 . m?
-3

2
m2 + O

I1 s'agit d'une F.A. définie (& une translation aléatoire prés) comme une
L

fonction périodique, de période L, égale a 1 sur le segment (o,a), a §_§-,
et 2 0 sur (a,L), soit
= <
Z(x) =1 o , (a €£x <L)

Considérons la régularisée

- _) 1 j«%/z
Z.,(x) = . Z(x+u) du
2 T Llep

Tant que le support % est inférieur a L-a, le loi F, comporte une partie

uniforme sur (o,b) et deux atomes : O en o et B en b, soit

FSZ, = Q0 6-+ R Gb + (1-0~B8) 1z§b ci)z |
avec -
- Ita | - |%-a . = a <7 -
OL-v1——'L—— 5 B = =3 ., b—1/\1 - (2 £ L-3a)

 En particulier, en % = a, l'atome B en b s'évanouit, et il reste donc un
atome en O et une partie uniforme sur (0,1) : 1'indice de sélectivité S/m-

prend alors sa valeur maximale

5 - CAS DES LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES.

Ces lois extrémales (loi uniforme avec ou sans atome en O) ne sont pas

indéfiniment divisibles. Si 1'on se limite au cas des lois indéfiniment divi-
. : 4+ . . s s . . -~

sibles sur IR , la majoration du Théoréme 5 doit donc pouvolr etre notablement

renforcée. Notons d'abord un résultat purement théorique.
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e e s P + . '
THEOREME 6 - Parmi les lois indéfiniment divisibles sur R admettant une
moyenne donnée m et une variance £ 02 donnée, il en existe une qui maxi-

mise l'indice de sélectivité.

La démonstration suit toujours la méme démarche. On désigne par t
. 2 N
1'Inf de 1‘TFH lorsque F parcourt 1'ensemble des lois indéfiniment divisibles
contenues dans &(m,02). Soit alors F_ une suite de lois indéfiniment divisi-

2 . .
bles de & (m,02) telles que “Tf L Quitte a remplacer Fn par une suite
F_ , cette suite converge, au sens faible pour la norme Z, vers une limite Fo
(puisque les normes en Z sont bornées). Cela entraine la convergence forte

T, - T, , et aussi la convergence en loi Fn > FO. D'apreés les Théorémes 4 et

F F

5,%on a donc mp =met T = t, Ek)E & (m,0?), et enfin Fo est indéfini-

O e
ment divisible comme limite én loi de lois indéfiniment divisibles.

L'existence de cette loi indéfiniment divisible F_ est ainsi établie, -
mais nous ne connaissons‘bas sa forme explicite. Nous nous contenterons ici
d'établir un résultat moins fort, concernant la classe des lois indéfiniment
divisibles sur R entier (variables non nécessairement positives). Nous allons

voir que le maximum de la sélectivité a moyenne et variance données correspond

. PR . ; .. . +
alors a la loi de Gauss. Comme la loi de Gauss n'est jamais concentrée sur R ,

1'inégalité isopérimétrique correspondante, qui est :

devrait donc &@tre considérablement renforcée dans le cas des lois indéfiniment

e e . +
divisibles sur R . .

" Commencons par deux lemmés, d'ailleurs intéressants par eux-mémes.

LEMME 3 - Soit Z une V.A. quelconque et ®(u) = E(eluz

) sa fonction caracté-

ristique. Alors, on a pour tout A > O :

400
E[e.—MZ‘] =1J‘ & (u) .}.\.>‘__‘1_‘_‘___

T 2+ y?
—C0

et de plus E(|Z]|), finie ou non, est donnée par :

Bz =2 [ [1-r o] &
o
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1 1

Soit, en effet, Y une variable de Cauchy, de densité 3 el et donc
E[ e1UY] = e_lul . Pour A\ > 0, on a :
E[ 2] = 20w
) S 1AYz C A du
et donc : A E[ e = J T T
Mais d'autre part .
E[e“‘YZ/z]=e}‘|Zl
et par suite
[ M2 E[e—x|z|]
D'ou la premieére relation de 1'énoncé. On a toujours
| | -z
B(|z]) = lim A E}\[e ]
AY o
que cette limite soit finie ou non. Cela donne ici
E(lZl)= lim —-J- [1-R®(u)]m

¥ o’ o

Comme la fonction 1 - R ®(u) est 2 0, ld continuité monotone de 1l'intégrale

entraine la seconde relation de 1'énoncé.

LEMME 4 — Avec les mémes notations, le paramétre de sélectivité S est

s-1] el

En effet, on a § = %-E(lZ—Z'l), oui Z et Z' sont deux V.A. indépendantes

admettant la méme fonction caractéristique ®. Il suffit donc d'appliquer la se-

conde relation du lemme -3 2 la variable Z-Z', dont la fonction caractéristique

est ‘@Iz.

Soit maintenant Z une V.A. indéfiniment divisible admettant une moyenne

“m et une variance 0? finies. Sa fonction caractéristique est donc de la forme

o (u) = eium + P (u) ‘ ‘ -
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40 jux

-1 -1
avec v = E = H(dx)
-0
pour une mesure positive H telle due
400
f H(dx = 02
o
I1 vient donc :
' 1 - cos u x
-2 — H(dx)
2 . 00 X
|o(u)| = e
Or 1'inégalité stricte
1 - cos u x

est vraie pour tout x # 0. On a donc

2 —112 2
us o
o) 2 e :
avec égalité si et seulement si H est concentrée en 0, i.e. si et seulement
si Z est gaussienne, D'aprés le Lemme 4, on trouve donc S £ g/¥ T ,, avec:
égalité seulement dans le cas gaussien. Ainsi :
THEOREME 7 - Pour toute loi indéfiniment divisible sur R, de variance o2, la
sélectivité § vérifie
s <« 2
: /ST

avec égalité si et seulement si la loi est gaussienne.

REMARQUE - Dans le cas des lois indéfiniment divisibles, il sera commode d'u-

tiliser un indice de normalité Ih’ défini par

I =V S
g

D'apres le théoréme, cet indice est compris entre O et 1 (pour les lois
indéfiniment divisibles) et ne vaut 1 que dans le cas gaussien. (pour des
lois quelconques, on aurait seulement In < vVm /3 =1,02333..., avec éga-

1ité pour la loi uniforme). Dans un modéle de changement de support, la



_18A_

croissance de cet indice In avec la taille du support V refléte bien la

plus ou moins grande rapidité de la convergence de FV vers la normalité.

Dans le cas extréme d'une correction affine, 1'indice I reste constant.
Dans tous les autres modeles, il augmente avec V; ce.qui signifie que SV

décroit moins vite que Oy » ce que 1'on observe toujours expérimentalement.




