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_REMARQUES SUR LES FILTRES-PARTITIONS

~ Ce qui suit n'est qu'un commentaire sur le paragraphe 5-5 de la. note
de J. Serra intitulée "Semi-groupes morphologiques'" et plus précisément du
théoréme 5-2 de cette note. Ce théoreéme, en effet, devrait €tre réénoncé
dans le langage de 1'induction transfinie, la simple limite séquentielle ne
suffisant pas en général. En fait, j'utiliserai ici la techmique, plus simple,
qui consiste & considérer les classes stables pour telle ou telle opération
engendréey par un élément donné. '

1 - CLASSE CONNEXE, COMPOSANTES CONVEXES.

Pour plus de généralité, je me placerai dans le cadre purement algébrique
suivant _
' E sera un ensemble quelconque. ¢P(E), l'ensemble des parties de E, est

alors un treillis complet pour UJ et M

¢ désignera ce que l'on pourrait appeler une "classe connexe", c'est-a-

dire par définition une classe de parties de E vérifiant les axiomes suivants

i/ @e€ et vYx € E, {x}e? |
ii/ Pour toute famille C, dans 7, N c, # ®= U c. € C
En général, la claése € elle-méme ne sera pas stable pour {J . Mais,

si nous désignons par Bx la sous-classe des C € &€ qui-contiennent un point

donné .x € E, soit

- @ ='{c:xece¢}

X

la réunion de toute famille non vide d'éléments de Gx est encore dans @"X ,

a4 cause de 1'axiome ii/. Autrement dit, la classe

JsYx. =,V {0}

est stable pour la réunion et définit donc une ouverture 'Yx que l'on peut

appeler composante connexe de x € E (relativement a la classe connexe z).

Explicitement, pour tout AC E

-YX(A) = U{c:cee,'xeccpx}



En pafticulier, YX(A) est vide si x £ A. Si, au contraire; x € A,

on aura toujours x € 'YX(A), et donc 'YX(A) # 9 , puisque { x}e L. Ainsi
'YX(A) # D e x€EA oax€ 'YX(A)
Cette famille d'ouvertures vérifie les axiomes suivants

iii/ Pour tout x €E, on a YX(X) ={x}l .

iv/ Pour tout A CE, x, v € E, YX(A) et Yy(A) sont. égales ou disjointes,

soit :
S YW NY @ #0 =y @)= ¥ W
v/ U‘V‘Y =1

x€E %

En effet, iii/ résulte de {x}e¢ @x (axiome i/) et v/ est une consé-
quence immédiate de iii/. Pour montrer iv/, on note que 'YX(A) N fyy(A) #Q
entraine »

c= v, W UY,Wec

D'autre part, YX(A) n'étant pas vide, on a x € 'YX(A), donc x € C.
Donc C € (BX et cela entraine C C 'YX(A). Par suite, 'Yy(A) est contenu dans

'YX(A). On montre de méme 1'inclusion inverse, et 1'égalité en résulte.

Ces axiomes sont d'ailleurs caractéristiques d'une classe connexe. En
effet, supposons donnée, pour chaque x € E, une ouverture 'YX satisfaisant a
iii/, iv/ et v/. On définira la classe  comme la réunion des domaines d'in-

variance des 'YX :

¢ - {‘yX(A) : x €E, ACE}

Pour A = @, on trouve ‘Yx(¢) =@ € €. Pour A ={x}, il vient, d'aprés

iii/, Y (x) ={x }€ . Donc i/ est vérifié.

Soit maintenant Ci une famille d'intersection non vide dans €, et
x € N Ci' Comme Cie L , on peut trouver pour chaque i un point i tel que

c, = Yy.(ci)' Mais x € C;, donc, d'aprés iii/, {x} = ’yx(x) c Yx(Ci).

“Ainsi ‘Y; (Ci) et ’-Yx(Ci) contiennent toutes deux le point x : elles sont

donc égalés d'aprés iv/, et ona C, = y_ (C.) = Y_(C.).
v i v, i S



Alors U Ci =) 'YX(Ci) est un invariant de Y 4o donc'appartient 4 la classe .

Donc ii/ est vérifié,  est bien une classe connexe, et Y_ est 1l'ouverture
: X

. connexe associée a (.

Notons encore la propriété suivante, utile dans toute la suite

vi/ Pour tout AC E et x, vy € E, on a
y € 'YX(A) si et seulement si ‘YX(A) = Yy(A) N0

et, en particulier

y €YX(A) ® XG'Yy(A)
De fait, si y € 'Y (A), on a aussi y € A et donc y € Y (A) : comme

'Y (A) ﬁ Y. (A) n'est pas v1de, il en résulte 1'égalité. Inversement si

'YX(A) = 'Yy(A) #9,onayé€ 'Yy(A) = YX(A).

2 - FERMETURES RESPECTANT LA CONNEXITE.

Dans tout ce qui suit, € désignera une classe connexe fixée, et 'y
famllle des ouvertures associées.

Nous dirons qu'une fermeture @ respecte la connexité, ou, plus brieve-

ment, que @ est une fermeture connexe si 1'image de tout connexe est un con-

nexe, et si de plus 1'image de 1'ensemble vide est 1'ensemble vide :

Cpcoﬁnéxe e 9(C) c Cet D € $CP

CRITERE 1 - Soit @ une fermeture laissant 1'ensemble vide invariant. Alors U]
‘respecte la connexité (I si et seulement si 1'une des 5 propriétés équiva-

lentes suivantes est vérifiée pour tout x €E :
al PYLP = V,9
b/, Yx '(PYX_= q)‘Yx
B =3
o/ BYXCP v, "%
d/ﬁw Cc? n B .

e/ Y, 9 97,




On sait que ces cing propriétés -sont équivalentes, [ ] critére 6.
Supposons @ connexe. Pour tout A, 'YX(A) est connexe. Si x gQYX(A), on a
Y = = .Y =@ . 35i x¢
x(A) cPYX(A) 'YXCP 'YX(A) @ Si x'€ ‘YX(A), cpYX(A) est connexe,
puisque @ respecte ¢, et contient x, donc YX P YX(A) = ¢‘YX(A). Inverse-
ment, si b/ est vrai, pour tout connexe C non vide et x € C on a 'YX(C) = C,

et b/ donne @(C) = y_g(C) e €. B

- Soit @i une famille de fermetures. On désignera par V @i la plus petite
fermeture majorant Ucpi, dont le domaine d'invariance est N Q@q} . Alors :
: - . ; _
THEROREME 1 - La classe des fermetures connexes est stable pour V . En parti-
culier, toute fermeture 'cp admet une plus grande minorante par une fermeture

connexe.

On le voit en remarquant que la classe des surpotentes { D I respectant
68 est stable pour lJ et poﬁr 1'autoéompgsition. En particulier, pour un élé-
ment (b:)I'donné respectant d?, la classe stable pourvLJ et 1'éutocomposition'
engendrée par (¢ est une sous-classe de la précédente, et son plus grand élé-

M
b8

ment respecte donc . Mais ce plus grand élément est la plus petite ferme--

A
ture ¢ ‘majorant ¢ : donc ¢ est une fermeture connexe.

En particulier, pour une famille q>i de fermetures connexes, en posant

A . . - ) .
¢ =Ucpi , On ' a q) = vvq)i , et \/cpi est donc unevfermeture connexe.

Etant stable pour v , la classe des fermetures connexes constitue le
domaine d'invariénce;d’une ouverture GC sur le treillis complet des fermetures :
pour toute fermeture P , ch) est la plus grande minorante de @ respectant

la connexit.

Construction explicite de 1'ouverture GC.

Pour construire cette plus grande minorante connexe G P , construisons
: c
(] ’ . . ’ .
d'abord la fermeture @' définie comme la plus grande fermeture connexe mino-

rant ¢ sur la dlassg.dp - Il est facile de voir que @' est définie par :
'@ =Nly_g@, ce &, coa}

ou ‘YC ¢ (C) désigne, pour tout C € 4?, la composante connexe de @ (C) qui
contient C (évidenunent,'YCq’(C) =P si cC=¢).



De fait, C > A entraine Y. é)(C) = C SA, et donc (p' SDIlet 9 o'> 9.
Mais C D A entraine Y. ?(C) > ¢'(A). Comme Y. 9O € C et Y. ('Y'C P (C))
= YCCP(C), il vient aussi Q'( @'(A)) € @'(A) et donc 1'égalité @' @' = @'
Comme toute fermetgre connexe minorant ) sur L est & @', @' est bien la

plus grande fermeture connexe minorant ¢ sur d’ '

Cet élément @' n'est pas encore GC q)A, mais on a
6.9 =9'NY

De fait, @'() @ est une fermeture, comme intersection de fermeture, et
pour tout C€ & on a ' (C) N () = @'(C) € € , puisque @' minore ¢ sur
C et respecte €. Comme toute fermeture connexe minorant est majorée par

p ) j p

P', et donc par 9') ¢, on a bien G. P=9'Ng¢.

Fermetures ne créant pas de composantes connexes.

Dans les applications, il y aura sans doute intérét i remplacer 1'élément
GC‘CP = @'N @, difficile & former, par un élément plus simple. Nous dironms,

avec J. Serra, qu'une fermeture @ ne crée pas de composantes connexes Si

ACE et x € cp(A).== ANY e+

, Noter que cela entraine que @ est une fermeture connexe. De fait, pour
A= @, ona Aﬁ‘yx p(A) = @ pour tout x, et donc x £ tp(A) c'est-a-dire
P(A) =D : 1l'ensemble vide est invariant par Q@ . Si C € Cest non vide,

-on aura C Y, 9 # @ pour tout x € P(C), et donc Y, 9@ = Y. 9 ©.
Mais, x € @(C) entrainant x € Y4 ¢ (C), il en résulte @ (C) e Y. @ (C) et donc

1'égalité : par suite @(C) est connexe.

Mais la réciproque est fausse : il existe des fermetures connexes qui
créent des composantes connexes. On obtient un exemple simple en prenant pour
. . . 1 :
" 1a classe des connexes topologiques de (R1 (i.e. les segments de fR') et pour

' B . . .
P la fermeture A~ A" ou B est constitué de deux points.

THEOREME 2 - 'La classe des fermetures qui ne créent pas de composantes connexes
est stable pour V V. En particulier, toute fermeture @ admet une plus grande

minorante @' ne créant pas de composantes connexes.



De fait, cela résulte aussitdt de 1'idempotence de 1'élément Q' défini
par

@ = U oy, 9w
: XGA :

(Voir 1la démonstration dans J. Serra).

Dans tout ce qui suit, ?, désignera une fermeture connexe donnée, et

on désignera.par :
~ @&, la classe des fermetures égales a @, sur C
~ @O, la sous-classe des @ € O telles que (pc“cpo
Comme CP est une fermeture connexe, il est clair que les éléments de

@ et @ sont encore des fermetures connexes. Notons aussi que P et @O

sont stables pour ) et pour V , et constituent donc des treillis complets.

En effet, il est immédiat que ces classes soﬁt stables pour 1'intersec-
‘tion. D'autre part, la classe & des ‘surpotentes > I qui coincident avec P
sur ‘Q'"est stable pour U et pour 1'autocomposition.“ En pafticulier, si Cpi
i €1 est une famille de fermetures égales 2 ¢, sur: C , 1'é1ément ¢ = ?;
'est dans & , et par suite & contient la classe stable pour |J et 1'autocompo-
sition engendree par (I) e.t, en particulier, son plus grand élément qui est la

fermeture ¢ =V P, - Donc V 9. coincide avec @  sur C .

En particulier, donc; d -admet un plus grand élément rc; =y ®d. Ce

plus grand élément est défini par

'c; ) =N {p © :Ce C, q;o(c):'A }
. ——~—~— .
i.e. B \73.6 = ;po(d) | (classe stab"le pour () engendrée par cpo(¢))

De fait, désignons par ?60 le plus grand prolongement sur GP(E) de la

restriction de Py a €, soit

~e

3.8 = N{9 (©,cec, coal

o

.

~ ~ ) ~
On a 9 c ¢ ,,puisque @ prolonge la restriction de 9,2 C . Mais CD A
o

J



entraine CPO(C) DA, et, comme CPO(C)G L et ?, CPOl(C),= CPO(C), on a aussi

oW = Nip ©,cec, 9 ) oal

~ T —
Ainsi Cpo est une fermeture, et son domaine d'invariance est CPO(Z'). Comme

~o

. . . . . ~ ~ . . .
CPO est égal a (po sur @ , cela entraine CPOC P, et donc 1l'égalité.

Notons aussi que @ et @O sont stables pour 1l'opération de nettoyage

® = V(P) ot V(P) est la plus grande minorante de @ ne créant pas de

composantes connexes, définie par

vipym = U v _ew
» x €A :

En effet, cette fermeture coincide manifestement avec @ sur a. .

Ainsi, le nettoyage V définit une ouverture sur le treillis complet @ ou (I)o

Nous allons maintenant examiner deux autres opérations o et a  sur.

® ou @O. Donnons auparavant un critére d'appartenance ¢ € &.

CRITERE 2 - Deux fermetures connexes @ et cpo coincident sur &€ .si et seulement

sl pour tout x € E on a

%o 'YXCP, T Y ? cpr Po ™ Yx %o

Notons que; @ et ? étant connexes, on a déja Y. P =PY, P et
= - i ¢ . 1
Y < cpo cpo Yx Fpo (Critére 1). Comme ‘YX Q et Yx ?, prennent leurs valeurs

dans &, on a aussi PY, @ = PYLP et o Y O = q?'yx"cpo si @ et épo

coincident sur & , d'oli les relations de 1"énoncé.

Inversement, supposons vérifiées les relations de 1'énoncé. On a donc
(Po' fYX ¢ = ‘YXCP = CP'YXCP (puisque @ est connexe), et, en multipliant a

droite par 'YX _

PoY P Yy TPV,

Mais 9 DI entra.ine. CPO '.’XCP 'YX D q)o 'YX , et donc @ Y. 2P, Y- On démon-

tre de méme 1l'inclusion opposée, d'ou 1l'égalité



pour tout x € E-: par suite 9 et @ coincident sur (.

3 - LES OPERATIONS @ ET a.

Ces opérations sont définies en posant

U ¢ @N vy, o) @€ )

. a (9) =
© x€E
a(9) = U 9INy, @) (¢ € )
X€E ‘

‘En particulier, si.ge @  » i.e. 9 ¢_ , on aura alp) © OCO(CP) . Les
3 premiers des lemmes qui suivent sont diis & J. Serra, op. cit. Je ne donne

la démonstration que pour ao. Le cas de 1'opération a s'en déduit en prenant

'q)o=(p'

LEMME 1 - Q et @ sont anti-extensives
alp ¢ 9 ; a (P c o

En effet, d'aprés le critére 2, on a pour tout x € E .

(a) BaANT, 9 <9

o

Y9 = Y, ¢

X

et donc CCO(CP) c E{J Y. =9

LEMME 2 - Pour tout x € E, on a

Y, ol = v, P IMY, )
(Y, % =¥, P AN
Posons @' = do(cp) pour abréger les notations, et partons de 1'inclusion

(a) du lemme 1. Soit A cE ety € E. Siy £ Yy 9'(A), on ay f @'(A) et
'Yy @'(A) =@ . Dans ce cas, on a aussi ’Yy (po(Aﬁ‘Yy P(A)) = @ : car sinon
y appartiendrait a cet ensemble, et donc aussi a ¢'(A). Supposons alors
vy € Yy @' (A) et donc aussi y € Y}., qJ‘(A), et soit z € Yy "@'(A) un autre

point de cette composante.



De z € 'Yy ' (A) C‘Yy @ (A) résulte 'YZ Q(A) = Yy ?(A), d'apres vi/.

D'autre part, on a évidemment aussi z € @'(A). Donc, d'aprés la définition

\

de ¢' = ao(q)), il existe un x € E tel que

2 € 9 (A NY, M)

D'apres (a), cela en.traine z € P Yy Q) = ’YXICP(A), et donc, d'apres
vi/, Yy pa) = Y, ¢(A), Par suite aussi, Y, 9 (a) = 'Yy @ (A). On a donc
z € CPO(Aﬁ ‘Yy @ (A)) pour tout z € 'Yy @'(A). Par suite :

'_yy Q' (A) cpo(A ﬁYy 0(a)) € 9'(a)

~Multipliant 2 gauche par ‘Y.y,' il vient :

Y, 9= chpo(Iﬂvycw

LEMME. 3 - ao(q)) et 0(p) sont idempotentes et > I. .

Posons @' = (XO(CP) = U (pO(Im'YXCP). Comme @ est D I, on trouve
oo U (Iﬁ’Yx(p) =INeg =X_I. Donc I ¢ @' ¢ @, et par suite ¢ @' =
P QP X et @ @'D cp'. 11 reste a montrer cp' cp' c q)'._ Or, on trouve :
99 = LyJ PN Yy, 9 P = Y PN Yy 9)
puisque @ @' = @, soit, d'aprés le lerrrme 2
cp'.cp' = L}g cpo(yy-cp N (L)g Y, 9,IN Y, q)o)))
Mais, pour chaque x, on a

YXq)O(InYXq)) C(PO .YXq): .YX?

et 1'intersection ’Yy ) ﬂ‘YXCp est vide, si x (’Yy 9 , ou égale a ‘Yy ?,
si x E‘-Yy ¢ . Par suite :

: - N
Y, PN g Y, ¢INY_ ) chLwJ( . Y, 9,0 Y, P C.fPO(I OYY ?)
- 'y
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On en déduit
9 clU 2aNY @) = @'
o y
S y - .
ce qui achéve la démonstration.

LEMME 4 - La classe <I>O est stable pour ao, la classe @ est stable pour @.

" En effet, d'aprés le lemme 3, Q' = ao(cp) est une fermeture. Pour
c € £, il vient

') = U ¢ _(€NY_9©)
X .
Mais Y, 9(C) = (C) pour x € 9(C), et Y_9(C) =P pour x £ ¢(C). Comme
@(C) o C, il reste @'(C) = CPO(C) : @' coIncide sur 6 avec cPo

LEMME 5 - Le plus petit élément ‘Pm de la classe @o est aussi le plus petit

é1ément de la classe ®. Il vérifie

¢, = & tpm) ale )

. A
De plus, (Pm est la plus petite fermeture_(l) majorant la surpotente

X

b =Uwo v =Uey

En effet, @0, étant stable pour N, admet un plus petit élément L
Mais ¢o- est stable pour a (lemme 4). Donc ao(?m) € @O.. Comme ao(q)m)
est € dans ¢, et que (Pm est le plus petit élément, il en résulte bien

(Pm = a‘o( cpm) )

De plus, comme = = sur & , on a , donc
, m ? (Po P x Po Yx

(Prn:3 CPO Yx et

:)'. (‘) =
Cpm U cPo.Yx
X
Cet élément ¢ majore I, car 9,2 I donne ¢ > U‘Yx = I, donc est sur-
potent, mais en général il n'est pas idempotent. On note aussi que cette surpo-

tente ¢ coincide avec P, sur L . Comme la classe des surpotentes égales & ?,



-1 -

" sur ( est stable pour |J et l'autocomposition, un raisonnement déja utilisé
montre que ¢ coincide encore avec ¢, sur C . 1'inclusion ¢ c P entraine
.dori‘c ‘i'égalit‘é ¢ = ?, > puisque P est le plus petit élément de @O. :
. ~
Le méme raisonnement appliqué avec P, = :p (plus grand élément de & )
conduit au méme élément minimum 9. = ¢ , car ¢ coincide sur O avec tous
“les éléments de & , soit' $Yx = @ Y, pour tout x : de sorte que ¢ = U @ Yy

ne dépend pas du choix de 1'élément particulier ¢ € &.

4 - LES FERMETURES INVARIANTES PAR a ET o .

Raisonnons, par exemple, .dans le cas de 1'opération CLC‘). Cette opération
est ¢ I donc -sous-potente sur le treillis complet @O , pulsque Clo(cp)' € CIJO et

o o . v
(IO(CP) C ¢ comme on l'a vu. Il existe donc une plus grande ouverture ao

. V i ~ - - .-
_ minorant ao, et (1_0 et ao admettent le méme domaine d'invariance que nous

désignerohs par @é
2 - {9, 9€¢C , a (p =9}

v ' ' .
_Pour tout ¢, ao(cp) est la plus grande fermeture stable pour (lo mino~

.rant @ dans @o. De la méme maniére, on désignera par :

3 -{9, 9€9, a@ =9

le domaine d'invariance de 1'opération @ , qui est aussi celui de 1'ouverture

v v .
@. Pour tout @ , (@) est la plus grande fermeture stable pour @ et minorant

@ dans P .

[V [} v~
En particulier ao( (po) est le plus grand élément de @O, et a (@) est

le plus grand élément  de o',

Nous allons maintenant montrer que ces deux ouvertures coincident sur

Qo : autrement dit, pour tout @ € 'CI’O (ce qui impliqueCP c CPO), on a

On a déja vu 0 o sur tf’o , et cela impli'ciue
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v v . '
& &'N &

a sur 1.€e. P = a

) o’ ~ o T o

et il faut donc montrer 1l'inclusion inverse.

A _ _ '
LEMME 6 - Les éléments de @_50 ou de &' ne créent pas de composantes connexes.

KR |
En effet, si @ € @O , on a pour tout A ~ E

9@ = U 9. 4N Y _94)

X

Supposons que, pour un point x, on ait A N Yy p(a) = ® , donc aussi

P ANY, 9A) =
Cela entraine x§ Y < (po(Aﬁ Y, Q(a)) = Y, @'(A) d'aprés le lemme 2, avec
Q' = ao(cp). Donc xé Y, @(A), puisque @ = ¢, et par suite 'YX‘P‘(A) =@,

Ainsi toute composante ‘YXCP(A) non vide rencontre A.

LEMME 7 - Une fermeture P € @ est invariante pour @ si et seulement si

[ chp est C 1P pour tout y € E.

Une fermeture ¢ € ¢0 est invariante pour a si et seulement si

Y, ¢ < ch(Iﬁyycp’) (y € E)

\
Posons @' = ao(tp). Si ¢ =9', i.e. 9 € @o. on trouve (Critére 2)

PINY, ) 9 Y ¢ =Y ¢ =T 9

et Yy ' = ‘Yy Cpo(Iﬂ '_YyCP) d'aprés le lemme 2. Cela entraine

PINY 9) = ¥, PAN YO = Y O

Inversement, si q)o(Iﬁ ’Yy(p) = 'chp , il vient ¢' = U YY(P =9,
: y

LEMME 8 - Si une fermeture @ € (Do est invariante pour (Io, on a

9 INY, ® = ¥, 90NV, Q) (y €E)
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Avec @' = a 9, si ¢ = o', on trouve

I

PENY, P = 9N Y P) = Y TN Y9 IN vy 9)

U o Ny,e NyodNy,p))

X

D'aprés un calcul déja fait, ceci se réduit 2
(1 ) = g (1 ) (1 9)
PANYP) = 90N YT NV @
et donc, en utilisant le lemme 7 :

¢ (1IN Yy P) = quJ.(I 'm,Yy_qJ)

COROLLAIRE 1 -~ Pour tout P € @o invariant Par a'o,von- ‘a
(po(Iﬁ'yqu)=cp'(Iﬁ ‘chp) : (y € E)

En effet, PC P, entraine cpoq)= P, ,Aet d'autre part q)onqJ = Yy(P

(critére 2). En multipliant par ?, la relation du lemme 8, il vient donc

q)o(I a yyq)) = ‘chp(Iﬁ Yy @) = oI N chp)

En termes de domaines d'invariance, ce corollaire implique
Q' ' . . v v ‘ . ;
o &N &, e @, o SUT e, : -

\
En effet, sicpé 'Qo , on trouve d'aprés le corollaire 1" : - -

alp) =y oI Ny )= L}g ch(I N Y. 9)= alp =9
X -
Or, nous avons déja vu 1'inclusion inverse. Concluons
' . - i
[COROLLAIRE 2 - & et &o coIncident sur <IJO , soit @O = @' N @O_. _

"I1 nous reste maintenant a caractériser le plus grand ‘élém,ent" de & .
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que nous désignerons pour abréger par (PM , soit, d'aprés le corollaire 2 :
v v
= =
P - G@) = & @)

Comme ?, peut Etre choisi arbitrairement dans € , nous aurons par la

(¥4
méme caractérisé 1l'ouverture a sur & .

Pour chaque x € E, nous poserons

b= V¥

4

v o
et nous désignerons par d.:x la plus grande ouverture minorant (IJX. On -sait

v
que (bx ‘.IJX est alors la plus grande minorante C i1 de ¢k' Noter que 'YX‘ CPM

est C'i(\ (lemme 7) et minore (bx = Y, P, Par suite
. (Ve
Yx CPM < ¢x ¢x
Prenant 1'union en x,; et posant ¢ = U ¢X (bx, on en tire

FPc¢=U¢:b/

M X X

Montrons 1'inclusion inverse, d'ol résultera 1'égalité. Pour cela, consi-

dérons la classe % des@ € @o majorant ¢ , classe stable pour 1'intersection,

Pour(pé?ﬂetxe E, on a

i ? > q)D ¢x¢x

Comme .'(’bx = Y, 9, 0mna Y, b = .»(bx , et donc

v v
Y, 9 2b b o ¢
v
Par ailleurs, d)xc: Y. 9P entraine :
v
INY 92¢ ‘

. v
puisque ¢x est une ouverture. Multipliant membre a membre ces deux. inclusions,

nous trouvons :
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. ' v
-qu) (IﬁYxtp) > q)xq’x
En prenant 1'union en x et utilisant le lemme 2, cela donne

alp) o ¢

Donc la classe 00 est stable pour o , et aussi, comme on 1'a vu, pour
1'intersection. Donc elle contient la classe ,%0, stable pour a et Y en-—
gendrés par (po', et, en particulier le plus petit élément de %0, soit (p(;.
D'ailleurs ‘= oale)) puisqu'on a toujours a(p') Ccpi et que cpl est le

- % P’ P o o

-plus .petit élément de la classe 03'{)90 stable pour @ . Il en résulte que Cp(; est

le plus grand minorant de qJO' invariant pour & , i.e. cp; = CPM. On a donc

(PM 6 %, c'est—a—-dire
¢ O (l)

Comme on a vu.l'inclusion inverse, on a bien 1'égalité ¢ = . En conclusion
i M

THEOREME 3 - Soit @ une classe de fermetures connexes coincidant sur @ . q)o

un élément de & , a et @ les opérations

@ = U 9IAYe) 3 o @= U 9Ny, 9)
x € E - X o? x¢ E © X e @ e ®
CLged | b ¢ e¥o LD
Alors cpo admet dans @ une plus petite minorante ? L et une plus grande

minorante 'CPM stables pour a. P, et @y sont également la plus petite et

la plus grande minorante de Cpo dans & qui soient invariantes pour a, -

Plus précisément, 9. est la plus petite fermeture majorant U I
' E
et @y est donnée par x €
v b
Py = U X X
x € E

) v : C
ol (.I)x LIJX est, pour chaque X, la plus grande minorante C i | de b, =

= yx'cpo' . De plus (pm et Py ne créent pas de composantes connexes. Enfin,

Py est le plus petit élément deé la classe stable pour N et pouf a (ou ao)

engendrée par Q_ .



