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SUR LA POSITIVITE DES POIDS DE KRIGEAGE

0. INTRODUCTION

J'aborde ici la question de savoir s'il existe des covariances assu-
rant automatiquement la positivité des poids du krigeage pour toutes les
configurations possibles constituées paf les points informés et le point
a estimer. Le krigeage en question peut &tre le krigeage simple (KS), le
krigeage ordinaire (KO) ou plus généralement universel (KU) ou intrinséque
(KI), la covariance étant, le cas échéant, remplacée par un variogramme ou
une covariance généralisée. Dans le cas d'unme covariance stationnaire, un
probléme annexe consiste a savoir si les poids de 1'estimateur optimal de

la moyenne sont, eux aussi, positifs pour toutes les configurations.

On reconnait 1la les deux problémes classiques de la théorie du poten-

tiel : étant donné un noyau C(x,y) sur R® x R® (éventuellement de la forme

C(x-y)) :

i/ pour tout ouvert borné B et tout point xogf B, existe-t-il une

mesure positive A (d&) sur B telle que l'on ait
o

fx.x (dg) c(g,y) = C(x_,¥)
E o

pour tout (ou presque tout) y sur B : c'est le probléme du balayage.

ii/ de méme, pour tout ouvert borné B, existe-t-il une mesure positive

W(dE) sur B réalisant le potentiel d'équilibre, i.e. :

[ wae ey =1
B

pour tout, ou presque tout, y'ﬁrﬁ': c'est le probléme du potentiel
d'équilibre.

La seule différence est qu'au lieu d'ensembles ouverts B, nous consi-
dérons des ensembles finis {xa, o=1,2,...,k} . Cela suffit i exclure les
potentiels classiques, du moins dans le cas n 2 2. Par exemple, dans [R?, le

potentiel newtonien C(x-y) = 1/|x-y| ou le potentiel besselien



S

a|x- e s . . . .. .
I y|/|x-y| vérifient bien les conditions i/ et ii/ ci-dessus,

Clx-y) = e
mais ils ne constituent pas des covariances, car C(h) devient infini en

h =0 : si 1'on remplace 1'ouvert B par un ensemble fini, les problémes i/
et ii/ n'ont plus de sens. (Notons toutefois que ces noyaux, newtonien ou
besselien, peuvent cependant &tre interprétes comme les mesures-covariances
de mesures aléatoires stationnaires). Par contre, dans le cas 2 une seule
dimension n = 1, le potentiel newtonien correspond au variogramme linéaire
|x-y| , et le potentiel besselien & la covariance exponentielle e-a|x—yl:
ce variogramme et cette covariance assurent tous deux la positivité des

poids de krigeage.

En fait, ces problémes de théorie du potentiel admettent, comme on
sait, une interprétation simple en termes de processus de Markov. En parti-

culier, la mesure de balayage AX (dg) d'un point X sur B représente la loi
o
d'entrée d'un processus Xt dans B (loi de Xt a2 1l'instant aléatoire T ou l'on

a pour la premiére fois Xi € B). Pour un potentiel newtonien, ce processus
Xt est le mouvement brownien et, pour un potentiel besselien, le méme mouve-
ment brownien stoppé a un temps d'arr@t aléatoire 3 loi exponentielle. On
peut naturellement envisager bien d'autres processus markoviens et leur asso-

cier leur noyau potentiel.

Cette interprétation suggére que c'est seulement dans le cas & une

. . ' . n
seule dimension que l'on peut trouver des covariances sur R assurant la
positivité des poids de krigeage : car c'est seulement a4 une dimension qu'il
y a une probabilité non nulle pour que le processus atteigne (ou, plus exac-

tement, passe infiniment prés d') un point donné en un temps fini.

1. LE CAS FINI, KRIGEAGE SIMPLE

Soit 0,. une matrice N x N, symétrique et strictement définie positive
. i j i . e s . o1
(i.e. b* g, : b 20 ¥b) avec égalité si et seulement si b~ = 0), que l'on
J
peut interpréter comme la covariance de N variables aléatoires Zi d'espérance

nulle. Nous dirons que cette matrice est fortement positive si elle vérifie

de plus les deux propriétés sulvantes :

i/ Pour tout sous—ensemble A = {a,B ...} de l'ensemble I = {1,2,..N}
des indices i et tout indice u £ A, les poids AS du krigeage simple

de Zu sur les Za , O € A sont 20,



a
D
1'espérance sont 2 0 pour tout A c I.

. o.
ii/ De méme, les coefficients A de l'estimateur optimal XD %u de

1.1. CRITERE DE POSITIVITE FORTE.

o . .
Si 1'on désigne par Q 6 l'inverse de la sous-matrice 0a801,5€ A),

la condition 1/ équivaut a :

(1-1) QOLB I5u 20 @ ¢ A, u £A)
et la condition ii/ a :
(1-2) 5 2o ©@¢ A

BE A

Pour obtenir une caractérisation plus synthétique, nous partirons

. .. . N 5 I . .
de 1'identité suivante, ou B ] désigne 1l'inverse de la matrice N x N Gij :

quels que soient les Z:s i=1,2,...,N, on a :

ij o o uv B
(1-3) z. B z. =2 z + (z =2 : -
i 5 o Q 8 u Mu za) B .(zV Av za)
Dans cette écriture, on utilise la convention de sommation sur les
indices répétés et de plus : les indices i,j parcourent 1'ensemble complet
I-= {1,2,...,N} , mais les indices 0, B ne parcourent qu'un sous-ensemble

ofB

A I, et les indices u, v 1'ensemble complémentaire. Q= est 1l'inverse de

la sous-matrice Iy (donc, en général, QOLB # BGB), et Ag est le poids de Za

B

dans le krigeage de Zu'

Pour démontrer la relation (1-3), il suffit de considérer le cas
ou les Zi ont une distribution multigaussienne. En écrivant que la densité

f(zi) des Zi est égale au produit de la densité f (za) de la loi marginale

A
des ZOL par la densité f(zu|za) de la loi conditionnelle des Zu’ uéA, soit :

f(zi) = fA(za) f(zulza)
et en passant aux logarithmes, on obtient, en effet, 1'identité (1-3). De

. uv . i .4
plus, on remarque que la matrice B (restriction de B I aux indices u ¢ A)

. . . . . Ko
est l'inverse de la matrice des covariances des résidus Zu - Lu Za




_ . _ _ 40 B :
(1-4) B s =60 5 S =0 -\ Og A _

Incidemment, on note aussi que les quantités

* o
= A
2% =

o e . . ij .
réalisent le minimum de z. B 1 , & € A sont donnés.

z. lorsque les z
1 ]

o

En identifiant les coefficients de chacun des monomes z; Zj’ on

déduit de (1-3) les relations suivantes

(1-5) BV = - A% gW
u
(1-6) 3 - Qo‘B « 2% gV P
u v

. . ij . . aB .
qui, avec (1-4) permettent de reconstituer B'J 3 partir de Q . En sens inverse,

on aura
(1-5") 2= - g g
u vu
(1-6") QOLB - BOLB _ g g BBV

Voici maintenant notre critére :

CRITERE 1 - Pour qu'une matrice symétrique et réguliere Oij soit fortement
g . . . . 3 P .
positive, il faut et il suffit que son inverse B J vérifie les deux condi-

tions suivantes
(1-7) Bl <o pour i # j (i,j € 1)

(1-8) 20  GeD

e

Ces conditions sont nécessaires : tout d'abord, (1-8) exprime que les quantités
i ij . i . . . . P s
Ac = Z)BIJ, solution de Xc Oij = 1 sont 2 0, i.e. la condition ii/ relative a

]
1'ensemble de tous les indices. Ensuite, pour un indice x ¢ I prenons pour

A={0, B,... } l'ensemble de tous les autres indices i # x. Dans la formule

(1-5'), le second membre ne comprend qu'un terme u = v = X, et donc
b q 2

2 = - ¥

0 ()

2
ol OK(X) = 1/B™* est la variance de krigeage, donc > O (strictement, puisque



. . ‘s e e o} ;
la matrice Oij est réguliere). Donc la positivité des XX pour o # X entraine

bien B** < 0.

Montrons maintenant que les conditions sont suffisantes. D'aprés

la premiére partie de la démonstration, il suffit de montrer que pour tout

af

de la sous-matrice o vérifie encore les

aB

conditions (1-7) et (1-8). En procédant par récurrence, il suffit méme de prou-

sous~ensemble A I 1'iverse Q

ver qu'il en est ainsi lorsque 1l'on enléve un seul indice x € I.

Soit donc x € I et A = IN{x} l'ensemble de tous les autres indices.

D'aprés (1-6'), on a donc

. ) BGB ) g% BBx
p¥X

ox Rx

XX . .
Comme B est > 0, et B et B négatifs ou nuls, on a

QaB < poB
et donc QOLB £ 0 pour o # B, a cause de (1-7). Ensuite, en sommant sur les
BeA:
af N ai ox BX
2 £ 8 ()
B i=1 B i
et donc :
aB _ ,a a ,X
EBQ Ae ¥ A, AL 20
puisque Az = 2B 20 et Xz = - /B > 0.
h
Donc QOLB vérifie les conditions (1-7) et (1-8), et ceci acheve la
démonstration,

REMARQUE - Dans 1'énoncé du critére 1, Je n'ai pas dit que la matrice o, i ou,
ce qui revient au méme, son inverse B 1] devait €tre définie positive : de

fait, cette propriété découle des conditions (1-7) et (1-8).

COROLLAIRE - Si une matrice B'Jvérifie les condiions (1-7) et (1-8), elle est

définie positive (mais non nécessairement strictement).

On le démontre par récurrence sur l'ordre N, le théoréme étant vrai pour



1l'ordre 1. Supposons-le vrai a 1'ordre N, et soit B une matrice {N+1) x‘_(N+1)
vérifiant les conditions (1-7) et (1-8). Prenons (par exemple) x = N+1 et A =
{t,...,N} . D'aprés (1-7) et (1-8), on a

p¥¥ > -5 pOX

o€cA

v
o

. XX . . . X :
si B*X = 0, il s'ensuit B** = ¢ pour a ¢ A (puisque les B** sont 20,
. ij e s . ~ .
et la matrice B sera définie positive en méme temps que BOLB. Mais BOLB est
justement définie positive d'aprés 1l'hypothése de récurrence, puisqu'elle est

d'ordre N et vérifie les conditions (1-7) et (1-8) (& cause de ¥ = g®* - 0).

. XX . . . .
Si B"" est > O strictement, 1l'identité
ij aB XX B 2 ’
z.BJz.=zQ z_ + B <z ——OL>
1 J o B X XX
B
ij cee s _ N .
montre que B J sera définie positive en meme temps que la matrice N x N QuB,
i.e.

QOLB = OB . pox BBx/Bxx

Mais nous avons vu, dans la démonstration du critére, que cette matrice N x N
vérifie encore les conditions (1-7) et (1-8). Elle est donc bien définie posi-

tive, d'aprés 1'hypothése de récurrence. QED.

REMARQUE - Toujours avec A = I\ {x} (tous les indices sauf x), on a :

XX

de-L Dogx il (el )
o B o B i

. - i .
et done \¥ = X B™' est donné par
C .
i

X _ XX - a
)xc B <1 %} Ax)

On en déduit que la condition ii/ (positivité pour tout A — I de la mesure

d'équilibre )\A définie par )\Z OOLB = 1) équivaut a 7, Ki £ 1 pour toute confi-

guration de krigeage.



1.2 CRITERE DE POSITIVITE DES POIDS DE KRIGEAGE SIMPLE.

Laissons maintenant tomber cette condition ii/, et cherchons une
condition nécessaire et suffisante pour que les poids de krigeage soient 2 0

pour toutes les configurations.
Une condition nécessaire est

_ S .
(1-9) Oij 20 Vi, j el

On le voit en prenant le krigeage de'Zi sur la seule variable Zj'

De méme, pour tout A — I, la covariance des résidus Suv doit vérifier

(u, VE I, u, v £4)

I\
o

(1-10) Sy 2
On le voit en comparant le krigeage de Z sur les Z et sur les Z, T ieg ALj{u}
Si Z et Z sont les krigeages de Z et Zv sur les %} , celui de ZK Z

% *
les Z i i e AU {ul est 1a prOJectlon de Z - z, sur Z - Z - Donc le p01ds

X de Z dans le krigeage de Z sur les Zi sera

Sous la condition nécessaire (1-9), on aura ¢, >0 (strictement, car la va-

riance Oii est > 0 strictement).
Considérons alors la nouvelle matrice

& o,
ij 9,

]

1
ij ¢i
Elle est encore définie positive (strictement). La positivité des poids de

. . . . g ey s
krigeage subsiste : car, avec la nouvelle matrice, le poids ku se déduit de

. . o
1l'ancien poids Au par :



=LA (sans sommation)

(1-] 1_)_
. r\l .
D'autre part, l'inverse de Oij est la matrice

ns s ..
B = @i g*J ¢j (sans sommation)

,\J" . . T
= pii - 9, T gll 9. = 9; b*  (sans sommation)
]

. e
i . ~
Comme qk et b” sont > 0, il en est de méme de 2 BYJ. Autrement

ne s .
dit, BY] vérifie nécessairement les conditions (1-7) et (1-8) du critére 1.

Inversement, supposons que nous ayaons trouvé des Qi > 0 tels que
. %ij
la matrice B =

¢i gtJ Qj (sans sommation) vérifie (1-7) et (1-8), l'inéga-
o
1ité (1-8) étant stricte). D'aprés le critére 1, les poids xu d'un krigeage

effectué a partir de Oij = Oij/ @i ¢j sont positifs. Mais il en est alors de
o o _ Ao ; =

my d d = ® ). Ainsi :
éme des poids Xu Au x ( @u/<Pa). Ainsi :

CRITERE 2 - Pour une matrice symétrique réguliére Oij’ les poids du krigeage

seront 2 0 pour toute configuration si et seulement si on peut trouver des

@i > 0 tels que la matrice Oij/(wi.Qj) soit forement positive.

D'aprés le critere 1, cela équivaut encore 3 :

CRITERE 2' - Avec les mémes notations, les poids du krigeage seront Z O pour

. . . . . -1 ..
toute configuration si et seulement si la matrice B = 0  vérifie les deux

conditions
i/ B 20 pour i # j

ii/ Il existe des Wj > 0 tels que 2 3t Qj > 0 (strictement) pour

tout 1i. J

REMARQUE 2 - Les @i > 0 qui figurent dans le critére 2' possédent une pro-
a
priété intéressante : comme la matrice Oij est fortement positive, les
. oL 1o
poids de krigeage Xu qui lui sont associés vérifient 2, Au < 1 pour

o
toute configuration (Remarque 1). D'aprés (1-11), cela entraine :

(1-12) Az Py < Py



Autrement dit, le krigeage, considéré comme un interpolateur, diminue lescpu.

Inversement, si (1-12) est vrai pour toute configuration, ou méme
seulement pour tout indice x ¢ I avec A = IN{x} , les ?; vérifieront les

conditions ii/ du critére 3. Plus précisément, posons

i ij
b" =B A
%
Alors
X0 X
0w - -B _ - - b
A’x(POL XX Qa CPx XX < q)x

B

(v~ ]

donne b* > 0. Comme ceci a lieu pour tout x € I,‘il en résulte b® > 0. Autre-

ment dit :

Les @ pour lesquels tout krigeage est décroissant sont les éléments

de la forme 9, = Oij bJ s bJ > 0.

On note que, dans le critére 2, on ne suppose pas la matrice OiJ

définie positive. Mais cette propriété résulte automatiquement des hypothéses

du critére (voir remarque 1).

Nous pouvons aussi laisser de cOté la propriété concernant 1'exis-
tence d'une mesure d'équilibre. Pour abréger la terminologie, nous dirons qu'

une covariance est positivement krigeante, ou krige positivement,si eloe as-

sure la positivité des poids du krigeage simple pour toutes les configura-
tions. Dans le critére suivant (contrairement au critére 2), on suppose expli-

citement le caractére défini positif de la matrice.

CRITERE 3 - Pour qu'une matrice symétrique strictement définie positive krige
positivement, il faut et il suffit que les termes non diagonaux de la ma-

trice inverse soient négatifs ou nuls.

La condition est nécessaire, comme ci-dessus, puisque :

6 o
A o - X0 XX
X
pour x €I et A = {0, B..} = IN{x} . Pour montrer qu'elle est suffisante,

on raisonne ici encore par récurrence sur 1 ordre N. Le critére est vral pour

N = 2. Supposons—le vrai pour N, et soit B ij une matrice (N+1) x (N+1) inverse



_10_

d'une matrice oFY vérifiant les hypothéses. Soit x€ I et A = IN{x} . L'inverse

de O est :

afB

A

aB aB _ pox BBx/Bxx < ﬁdB

0 pour & # 8B

Comme OdB est encore de type positif strict, elle est positivement krigeante
d'aprés l'hypothése de récurrence. Donc Oij krige positivement pour toute con-
figuration comportant moins de N points communs. Mais elle krige aussi posi-
tivement les configurations 3 N points communs, puisque dans ce cas A2x

- Bax/Bxx'est 2 0 (car B*X > 0, la matrice étant définie positive, et ¥ <o

par hypothése). Donc oij est bien positivement krigeante.

1.3 INTERPRETATION PROBABILISTE.

. . ‘s ij
Soit 0. i une matrice de covariance fortement positive, et B 1 son

inverse. Nous désignerons par K les quantités définies par

Ab= 2 Y ou A o.. =1
c 3 c ij

Elles sont positives ou nulles. Nous les supposerons strictement positives

At > o0
c
(Cela ne nuit pas a la généralité, puisque, comme on l'a vu dans 1e sous-para-
graphe précédent, on peut toujours remplacer Oij par une matrice G J/( @ Q )
qui reste fortement positive et assure la positivité stricte de At ) La ma-

trice R définie par

(1-13) R.. = O., Ki (sans sommation)

est alors une matrice stochastique (R i 20, d' apres (1 -9), et 2 Ri =1

j

(par construction). Son inverse est la matrice (1/X 1y B J. Nous poserons :

(1-14) Aij = aij - F

D'aprés le critere 1, cette matrice vérifie les conditions :



-11-

> . . L = =
Aij 2 Opour 1 # j et 2# Ai 0

F J

Elle constitue donc le générateur infinitésimal d'une chalne de Markov. a temps

continu. Nous désignerons par Pij(t)’ t > 0 les probabilités de transition as-
sociées a cette chalne, i.e.

P(t) = eAt

D'aprés (1-14) et la définition des Az , on a aussi :

Donc notre processus admet une probabilité stationnaire, définie par les

i i el
AD—)\C/C (c = iZAC)

(en théorie du potentiel, C s'appellerait la capacité de 1'ensemble I) et la
relation :

AL A, =Ada., (sans sommation)
D 13 D j1

montre qu'il s'agit d'un processus réversible.

La résolvante de ce processus, transformée de Laplace de la matrice
de transition, soit

(]

R =] ™ p (0) at (u > 0)
1] 1]
0
est, comme on sait, l'inverse de la matrice

.. = A,.
g 1] A1J

Pour p = 1, 8., = A,. = (1/%1) ptJ est l'inverse de la matrice R..
i] ij c i
définie en (1-13), soit Rij(1) = R

1]

Ainsi, notre matrice de covariance fortement positive Oi. est liée

a4 la résolvante Rij = Rij(1) du processus par

O.. = R,,/\
1] 1] ¢
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Réciproquement, soit Aij le générateur infinitésimal d'une chaine

de Markov, vérifiant donc les conditions

[\

O pour i # ]

}j: Aij =0 et Aij

et admettant une probabilité stationnaire Wi > O par rapport a laquelle le

processus est réversible, i.e. :

(1-15) W, AL =W

Posant, pour une valeur de p > O :
1-16) 0..(uw) =R,. /W,
( 1J(u i ) ;
ou R(u) = [uI—A]—1 est la résolvante du processus, nous voyons que l'inverse
de Oij(p) est la matrice

i
B J(p) = wiéij - Wi Aij

Elle est symétrique, d'aprés (1-15), et vérifie les conditions :

PAr suite, Oij(p) est fortement positive (critére 1).

I1 y a donc identité entre la classe des covariances fortement posi-

tives et la classe des résolvantes des chaines de Markov stationnaires et ré-

versibles.

Voici maintenant l'interprétation probabiliste du krigeage pour la

matrice de covariance (1-16). Soit A = {a,B...} un sous-ensemble de 1'ensemble
I des indices, et un indice u £ A. Le processus étant supposé dans l'état u

au temps initial t = 0, soit Xo = u, désignons par TA 1'instant aléatoire de
premiére entrée du processus dans la classe A (TA peut étre fini ou non,

mais nous verrons dans un instant qu'il est presque sirement fini si la chaine

est irréductible). Nous poserons



..13...

~uT -
o A _ :
Au(u) E {2 1fkT - a}‘xo = u]

A

transformée de Laplace en t de la mesure Fu a(dt) représentant la probabilité
2

pour que l'entrée en A se fasse au temps t et au point 0. Comme le processus
ne peut se trouver en B € A au temps t que si l'entrée en A a lieu antérieure-

ment 2 t enun d € A, on a

PuB(t) = Iza Fu’a(d’f) PaB(t—T)

et, en prenant la transformée de Laplace
R () = 5 A R ()
ufl g u af

Divisant par WB > 0, il vient d'aprés (1-16)

a =
)\u OOLB o}

up

Autrement dit, les Ag(u) qui définissent la loi d'entrée dans A coiIncident

avec les coefficients du krigeage pour la matrice oij(ﬁ) : d'ou la positi-

vité de ces coefficients.

Cherchons maintenant une interprétation probabiliste pour la matrice

. s . s eq e 2
Suv des covariances des résidus. Pour cela, notons Puv(t) la probabilité pour
que le processus, partant de u é A au temps O, se trouve au temps t > O en

v,é A sans €tre passé par aucun état o € A dans 1l'intervalle (o,t). On a évi-
P

demment

" t

= + n VRN —
Pu(®) = B () +Z 1[ B, o(dr) B (e=T)
.') D- (\J -
Désignons par ﬁhv(“) la transformée de Laplace de Puv(t). I1 vient alors :
R ( N
R, =R )+ % o) Ry )

et donc
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On reconnait 1l'expression de la covariance des résidus Suv' Ainsi :

v

(1-17) S =R /W
uv uv' v

IRREDUCTIBILITE - Compte tenu de la relation de symétrie (1-15), tous les états

i € T sont récurrents : partant d'un état i, le processus repassera preque sii-
rement une infinité de fois par cet état. Mais il se peut qu'il y ait plusieurs
classes C1 , 02 ... d'états récurrents sans communication entrg.elles (AQB =
Agy = O pour @ ¢ Ck’ B € Ck" k # k'). La matrice symétrique BlJ, ou, aussi
bien Oij(u) est alors décomposée en blocs carrés. En termes de krigeage, cela
signifie que les variables Z, et ZB sont orthogonales pour @ € Ck et BE Ck'

(k » k') : le probléme du krigeage se décompose en autant de sous-problémes
concernant les variables de chaque classe. De la méme maniére, le processus

se décompose en sous—processus possibles. Si 1'état initial est choisi dans

une classe C, le processus reste indéfiniment dans cette classe. On peut donc

restreindre 4 C l'ensemble des états, et prendre le générateur Ayg (o, €0).

On ne nuira donc pas a la généralité em supposant qu'il y a une seule

classe d'états, i.e. que la chaine est irréductible.

1.4 PROCESSUS A TEMPS D'ARRET

. i ij . .
Dans le cas ou les Ao T 2 B™ ne sont pas toutes strictement posi-
- n
tives, il n'est pas indispensable de faire la transformation Oij'* Oij =
Gijk/@i qg , mais on peut aussi raisonner directement sur Oij :

Soit, en effet, Oij une matrice réguliére, fortement positive et

. . . A . i v e 1j
irréductible. D'aprés le critére 1, son inverse B3 vérifie B I g 0 pour
’ P

i # j. Choisissons arbitrairement des quantités Wi telles que

W, >0 strictement (par exemple W, = 1)
et posons :
A,, = - B /m,
ij i
On a 2, Aij £ 0, mais on ne peut avoir 2, Aij = 0 pour tout i (sinon, gtd
j N

ne serait pas régulier). Par suite, Aij est le générateur infinitésimal d'un

N

rocessus de Markov a temps d'arrét. Ou, si 1'on référe, on peut ajouter un
’ P ]
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état W avec

Ay, =T D Ay
J

A =A ., =0

[fV.3V] wl

Compte tenu de 1'hypothése d'irréductibilité et du fait que l'on a Aiw >0
pour un i au moins, cet état supplémentaire est absorbant, et, partant d'un
étét j € I quelconque, le processus est absorbé en en un instant T presque

sGirement fini.

L'interprétation des poids du krigeage subsiste entierement. Soit
¢ = {0,B...} c T etu é C. Désignons par Xi la probabilité pour que le pro-
cessus entre en C au point o lorsqu'il part de u a 1'instant initial. On a,

ici encore :
P (A + % A )f*)
u A uo, uv v
uu v £C

et donc
I1 s'agit bien des poids du krigeage.

2. LE CAS FINI, KRIGEAGE ORDINAIRE

De prime abord, on pourrait envisager un krigeage universel ou intrin-
séque d'ordre plus élevé que le KO. Mais nous allons voir que dans ce cas il
ne peut exister de covariance généralisée garantissant la positivité des coef-

ficients de krigeage.

2.1 NECESSITE DE SE LIMITER AU KS ET AU KO.

Soit I = {1,2,...,N} un ensemble d'indices, fz, 2 =0,1,...k < N-1 des
fonctions lindairement indépendantes sur I et Kij une covariance généralisée

sur I que nous supposerons de type positif conditionnel strict sur I, i.e. :

bt % - 0 entraine b’ Ky 5 bJ 20 et =0ssi b =0

A ce modéle on peut associer une fonction aléatoire généralisée (FAG)
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qui est 1'analogue d'une FAI, i ceci prés qu'il n'y a pas de clause de sta-
tionnarité (une telle clause serait dépourvue de sens sur un ensemble I quel-

conque), i.e. une application linéaire Y de la classe des combinaisons liné-
i _2

;= 0) dans un espace de VA d'espérance nulle et de

. _ i
aires autorisées ) (A~ f
variance finie, avec

var(Zoy) = 2l g, . A
1]

On peut aussi adopter le point de vue du krigeage universel, en raisonnant

”’ - ’\J . ~ *
sur une représentation Zi de la FAG Z. Cela revient a replacer la covariance
généralisée Kij par une vraie covariance Oij =<z, Zj> nécessairement de la

forme

L
O. . .. ~a,, £, -a ., f3 + T f% £5
ij ij 21 73 sj i s 71 73
. 3 * . 3 . rd . 4 ’ ,\J
Cela ne modifie pas la variance des combinaisons linéaires autorisées Z(A) =

A Zi O\ ff = 0) et n'altére pas, par conséquent, les poids du krigeage.

Avec les hypothéses faites (Kij de type positif conditionnel strict

et CQ ff =0 = Cz = 0) on sait que la matrice du systéme de krigeage :

K,, ¥
ij i
£ o
j

ij i
B CQ
j
Cs st
Explicitement :
ik i i ij
B +C £ =8, ;3 B =0
) %3 g '3 7% 3 £
2-1) .
£S5 = . ol ogS - gt
C KlJ + vzs 3 0 ; C£ f Gs

On sait aussi que la variance des combinaisons linéaires autorisées
. . ij . .
ne dépend que de la matrice B J. on peut donc, sans changer les poids de kri-

. . . . i . q
geage, choisir arbitrairement les C et les Vv (par exemple en utilisant 1la

L s
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représentation Y, Z., - f2 cd z, et en remplacant K.. par <Y. Y.>).
i 1 i i]j 1]

ie

Soit alors A = {¢g,8...} un sous-ensemble de I. Le krigeage sur A
sera possible si et seulement si les fonctions fz sont linéairement indépen--.
2

dantes sur A : cela est évidemment suffisant. Inversement, si CQ ﬁx = 0,

o €A et si le krigeage est possible pour chaque u,é A, les conditions

2% fz = fz donnent C fl = 0, et donc C f% =0, 1 €1. Mais cela entréine
u o u 2 u 21
Cz = 0 par hypothése.
. I L
Supposons donc remplie cette condition (¢ f, = 0= Cy =0). La

matrice du systéme de krigeage admet alors un inverse que nous noterons :

QaB ,é;x 2—?_1
% Kog fa
ES Vi i g5 0
Ainsi le systéme :
Ai Kag * Moy fé = Kgy
A ﬁi

a pour solution unique

_ B i\ s
Hou = Co Kgy * Vpe By

La covariance des résidus Suv , de son cdté, est donnée par :

“k 4 R SR
u - ov pﬁu v uv uv

Il est plus intéressant de considérer 1'identité suivante, qui
généralise (1-3) et se démontre facilement : pour tout systéme Z:s ie€let

Rl, g =0,1 ...k, on a :

.. ) N
z. BYd z. +2 z, c; RY 4 Rﬂvls RS =2z Q¥ 2 +2 z, @ rY R RS

a _ ') uv
+ (zu Xu 2o~ Moy R) B (zV - A
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. uv : . . . =
Ic1i encore, B est 1'inverse de la covariance des résidus Suv (on montre

. uv P . . . o s s .
sans pelne que B est réguliére si et seulement si les fz sont linéairement

indépendants sur A). Avec RQ = 0, cette formule (2-2) met en évidence les

o o
~

c el s . . . . ij

propriétés du krigeage comme interpolateur : le minimum de zi B zj a %x
%

donné est obtenu pour z = A%'z . En identifiant terme i terme les coeffi-

cients des 2 membres de (2-2), on obtient finalement :

BV s = g%
vw o Cw

ou _ _ .o pvu o u o vu

B A My My, B
(2-3) e RPN L.

u v
o _ M o _uv
CQ =Gt &1 Hov
",
v, =V, + uv

La relation qui nous intéresse le plus ici est celle qui exprime

les coefficients du krigeage en fonction de la matrice B :

(2-4 AT=~-B S

Si nous prenons A = I \Ix} pour un indice x € I quelconque, il
reste :
& ox

= -8% g
X XX

. X . . .
ou SXX = 1/B ¥ est la variance de krigeage de x, et donc SXX > 0 (strictement :

sinon Ki' ne serait pas de type 2 O conditionnel strict). Ainsi Ai 2 0 équi-

s X . . i . -
vaut a B £ 0 : les termes non diagonaux de la matrice B J doivent &tre 2 0

pour assurer la positivité des poids de krigeage.

Cette condition nécessaire est aussi suffisante, pourvu seulement
. . . . 2 ..
que la fonction constante 1 figure parmi les fonctions f” ou leurs combinai-

sons linéaires. Nous supposerons toujours :

Alors BYJ f? = 0 donne avec & =0

(2-5) > U
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=

_ . ij . .
Dans ces conditions, si 1'on a de plus B J<o pour 1 # j, on montre par
récurrence (exactement comme pour le critére 1) que les coefficients du kri-

geage seront > O pour toutes les configurations. Donc :

o . . . ..
.En KU ou KI, avec £~ = 1, les coefficients du krigeage seront positifs
pour toutes les configurations si et seulement si les termes non diago-

naux de la matrice B*J sont £ 0.

Mais cela est-il possible s'il y a d'autres fonctions de base que

f~ = 1 ? Supposons ' < o pour i # j. Alors, compte tenu de 2-5), la matrice

A.., = - Y]
ij

est le générateur infinitésimal d'une chafne de Markov réversible (avec la

probabilité stationnaire W, = 1/N). Cette chalne peut &tre irréductible ou

non.

Supposons d'abord la chalne irréductible (i.e. : il n'est pas pos-

. .o Cu
sible de trouver une partition de I en deux classes C et C' avec B =~ = 0
pour o € C et u ¢ C'). Dans ce cas il n'existe pas d'autre fonction f inva-

riante (i.e. vérifiant 2 Aij f. = 0), que les fonctions constantes. Autre-

J

ment dit, les fonctions £ » qui vérifient B'J

f% = 0 ne peuvent &tre que des
constantes. Comme on les a supposées linéairement indépendantes, on voit qu'

. . . < . o .
il ne peut y avoir qu'une seule fonction de base, a savoir f = 1. Le kri-

geage universel est donc simplement un krigeage ordinaire.

Si la chaine n'est pas irréductible, les chose sont un peu plus
complexes. Désignons par C1 , C2 B les classes d'états récurrents pour le
processus de générateur Aij = - B™ (tous les états sont récurrents a cause
de la symétrie). Dans ce cas, 3 chaque classe Cr est associée une fonction

invariante, a savoir 1'indicatrice 1C de cette classe, et inversement toute
4 r
fonction invariante est combinaison linéaire d'indicatrices de classe. Il y

a donc exactement autant de fonctions de base fv que de classes d'états ré-

currents, et l'on peut remplacer les fl par les indicatrices de classe 1C ’

solit : L

2 1 s11 € CR

£2 =
t OSiiécg

Le probléme de krigeage se décompose alors en sous-problémes, classe par
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X

classe, exactement comme le processus : une combinaison linéaire des variables

de la classe CQ , soit

> Az
aecz

est autorisée si et seulement si 2 A% = 0, et les combinaisons linéaires
o€ Cz
autorisées de la classe Cz sont orthogonales & celles de 1la classe C , s #2.

Ainsi le probléme du KU se décompose, classe par classe, en problemes de KO.
Si u€ CQ , le krigeage de Zu sur les Za ,0 € A se réduit au krigeage simple
de Z sur A ﬁC2 , pourvu que AN C, me soit pas vide. Si A f]CQ =@, on est

dans le cas ou le krigeage est impossible.

Ainsi est justifiée notre assertion initiale : c'est seulement en

KS ou en KO qu'il est possible d'assurer la positivité des poids du krigeage

pour toutes les configurations.

2.2 RITERE DE POSITIVITE POUR LE KO ET INTERPRETATION

Soit Ki une covariance generallsee de type p031t1f condltlonnel

strict a 1'ordre 0 (b" KiJ bJ 2 0 si 23‘b 0, et b K. i bJ =0 bt =0)
(On peut évidemment prendre, par exemple, Kij = - Yij , ou Yij est un vario-
gramme, ou, plus généralement, Kij =C-a, - a; - Yij)' La condition d'indé-

P 2 . P
pendance linéaire de f sera toujours vérifiée sur tout sous—ensemble non
vide d'indices A — I, de sorte que le probléme aura toujours une solution.

Posons 1

ij i
Kij 1 B XD
Ag v

D'aprés ce que l'on vient de voir, on a
i
28 =0
]
et, plus précisément :

B £, =06 £, = c5
j j

On a vu ci-dessus que les poids du krigeage ordinaire sont 2 O si et seulement
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. . . ij . . =
si les termes non diagonaux de la matrice B 3 sont < 0. Choisissant des Wi >0

quelconques tels que 2 Wi = 1, la matrice
A =—_1.. i'
ij w, BJ

i

”

et alors le générateur infinitésimal d'un processus admettant la probabilité
stationnaire Wi. Ce processus est réversible (2 cause de la symétrie de la ma-

. ij " . . . . . .
trice B*) et irréductible (puisqu'il n'y a pas d'autre fonction invariante

que les constantes). Enfin, pour tout A = I et u g A, le krigeage Az Za de Zu

est déterminé par 1'équation
(2-6)

. . . . Q
Cette relation (2-6) détermine les poids Au (car nous savons que la
. uv 1 . . . ‘ .
matrice B™  est réguliére, son inverse étant la matrice S iy des covariances

des résidus) et entraine 2 Ag = 1,
o

Montrons que AS est la probabilité pour que, partant de u 3 1l'instant
initial, 1l'entrée en A du processus se fasse au point o. En effet, désignons
par mua cette probabilité. L'événement en question se réalise ou bien dés le
premier changement d'état, ou bien aprés que le premier changement d'état ait

conduit a un état v‘é A (différent de u). Donc

o = _ua > _w
u - - v
& uu  v#u  uu &
Ce qui se réécrit immédiatement
u
2 vav=—Bua
vng o
Comparant avec (2-6), il vient bien ‘Dva = AS .

Ainsi les poids kg du krigeage ordinaire de Zu sur les Za ,00 € A
s'identifient 2 la loi de probabilité d'entrée du processus dans A en partant

de u. D'ol leur positivité.

2.3 COMPARAISON DU KS ET DU KO

. . _ ij .
Soit Oi' une covarlance fortement positive, B 1 son inverse et
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Ao ij

c

w. ™
[os]

e a1 . i .
la mesure d'équilibre solution de Xc Oij = 1. On a vu qu'on pouvait, sans

nuire a la généralité, supposer

AY >0
c
Posons :
....1.
e
o.. 1 D
1]
) j
__1 o_ | AD v
I1 vient immédiatement
A==t c=2 A
D c F c
vij o oij 1,4]
B B C AD AD
v =-=1/C

. ij .. . . .
A la matrice B'J (inverse de Oij) nous avons associé, au chapitre 1,

le générateur infinitésimal

A, = (S.. - ———
1] 1] )\1

~ N . ] e s ij Vij . .
De méme, 3 la matrice B3 (qui vérifie %: . 0et B 50 pour i # j),
associons un autre générateur infinitésimal

1

.

" B
A T e —

ij Ai
c

. . vij . .
Compte tenu de 1'expression ci-dessus de B J, nous trouvons la relation sui-

vante entre ces générateurs infinitésimaux :

Vv |
2- A, =A.. -8, +
(2-7) 1] 1] 1j A D
n n
Si X, et X, désignent les processus associés i ces générateurs A et
A respectivement, cette relation (2-7) s'interpréte comme suit : le processus
",

Xt coincide avec Xt jusqu'a un temps d'arrét S1 (de loi exponentielle e %y,
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En T1 = 81 un nouvel état initial est tiré au sort selon la loi stationnaire

i .. . . p
XD (indépendamment du passé) et le premier processus Xt repart (avec cet état

initial) jusqu'a un nouveau temps d'arrét T, = S1 + 82 (S2 de loi exponentielle

~-s . .
e 7) et ainsi de suite.

PP . ..
Ainsi Xt s'identifie par morceau au processus Xt’ avec des ruptures

- T2 ... d'un processus

de Poisson. En ce qui concerne les matrices de transition :

et redémarrage en 1'état stationnaire aux points T

N _ ~t _ -t i
Pij(t) = e Pij(t) + (1-e ) >\D

. . . . o . . a
Comparons les poids du krigeage ordinaire A~ et du krigeage simple Au’ pour
o . o cq s, 2
un ensemble d'indices A < I et u f A, Au est la probabilité pour que l'en-
. ) . . . o
trée en A du processus Xt partant de u ait lieu au point O, Au est de son

cOGté la probabilité pour que cette méme entrée ait lieu avant le premier

temps d'arrét S Par conséquent, on a

1

Yo (- 2 A8 e DY %a]
u u B u D vé A D v

Ceci n'est autre que la relation habituelle d'additivité. Car les quantités

Ny =g+ T A Ag
vﬁéA
sont manifestement les coefficients de 1l'estimateur optimal de la moyenne 2

1'aide des Za » & €A : ils vérifient bien, en effet, le systéme

o _ _ste
AA OaB C

» xZ=1

¢

2.4 SOMMES DE COVARIANCES FORTEMENT POSITIVES

Il n'est probablement pas vrai, en général, qu'une somme de covarian-
ces fortement positives soit encore fortement positive. Pourtant, si g, . est
J

fortement positive, on s'attend 3 ce que la covariance
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obtenue en ajoutant un effet de pépite soit encore fortement positive. Nous

allons voir que cela, au moins, est vrai, et définir des classes de covarian-
ces a 1'intérieur desquelles la positivité forte se conserve par addition.
(Ces classes constituerons donc des cBnes convexes de covariances fortement

positives).

Soit, selon nos notations habituelles, Gij une covariance fortement
. .. . ij . ..
positive et irréductible, et B 3 son lnverse. Considérons, comme en 1-4, le

processus a temps d'arrét Xt défini par le générateur

A,. = -8 Yy,
ij i

(Wi > 0 arbitrairement choisis, par exemple Wi = 1). Pour t > 0, la matrice

P(t) = oAt

est donc sous-markovienne :

>
Pij(t) 20 et ?? Pij(t) < 1

(1'inégalité est stricte i cause de 1'irréductibilité). Introduisons la résol-

vante

> t

R, () = f P..(t) e dcz20 (2o
1] 1]

)

On a
-1

R(w) =[p 1-A]7" "

et, en particulier, pour gy = 0, R(o) = - A—1, c'est-a-dire

R..(0) = g.. W,
1] 1] 1

La matrice Rij(u)/wj est 1l'inverse de la matrice

qui vérifie les conditions du critére 1. Ainsi :

ll Pour tout u = O, Gij(u) = Rij(u)/wj est une covariance fortement posi-

1 i 1' R.. l= s o ®
tive, et, en particulier, 1J(o)/WJ OlJ
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Pour étudier cette famille, il sera commode d'utiliser une représen-

tation isofactorielle. L'opérateur Aij est auto-adjoint dans L2(W), et ses

valeurs propres sont toutes négatives (strictement). Nous les désignerons
par —An, pour avoir An > 0, et nous désignerons par X, un systéme de vecteurs

propres orthonormés, avec

A Xn - )‘n Xn
On a donc :
A = - zn M Xp () Xy (3 W
(2-8)
R"(“) = . 3
13 T At X x, () W

En ce qui concerne la covariance fortement positive, Rij(p)/wj, nous la dé-

signerons par oij(u)

1
+u

cij(u) = Z 3 X, (B X, (3)

n n

THEOREME - Pour toute mesure p{(dx) positive et bornée sur R, > la covariance

g, = jm 05 () pdw)

i
35
est fortement positive.

Comme toute limite de covariances fortement 2 O est encore fortement
positive, il suffit de démontrer le théoréme dans le cas des combinaisons 1li-

néaires finies a coefficients > 0. Soient donc

P >0 (k=1,2,...K) et u 20

et considérons la matrice

¥ - x(n —k (1) x. G) W
ij = 4 kxmk)xnl Xp 37 s
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i

de sorte que 1'inverse de kij est :

(2-9) §.. = of——
AT

) Xy @) X, (3 W,
n+“k

Tout 1'intér@t se concentre sur la fonction

Pr
HQ) = 2 53
k "M

(H(\) est une fraction rationnelle, avec un numérateur de degré K-1 et un

dénominateur de degré K. Son inverse 1/H(\) est donc de la forme :

1 %51 a
(2-10) Ry TR 2

Les quantités - Cp sont les racines de H(}), au nombre de K-1. Il est immé-

diat que 1l'on a :

My < C1 < My oee < u <C <y

Le coefficient C est donné par :

1 1

C = 1lm )\ H"(>\')" - Z;'_—pk

A > o

Les coefficients ap, de leur cOté, sont :

Par conséquent, ces coefficients ap, Cp et C sont positifs. C'est 12

le point essentiel. On obtient enfin D en faisant A = O dans (2-10). Il vient :

Nous prendrons :
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1 K-1 a -
D = , D=D + £
o p o _1 C
>k p=1 p
Mk
Finalement, (2-10) s'écrit :
1 K-1 iR K-1 a
2-11) 100 = CA +Do+ 2 G - C_%
p=1 p p=1 p

"\
avec C, Do’ ap et Cp > 0. Reportant ce résultat dans 1'expression (2-9) de Rij
et tenant compte de (2-8), il vient

Y Zp
.. = + L. - L. = L .
i <Do 2 . )513 Ca;. % a RlJ(Cp)

Les termes non diagonaux sont négatifs (car Rij(u) 2 0 pour tout u 2 0, et

A,. =-38"m).
ij i

Pour évaluer la somme J, gij’ remarquons que, pour tout u 2 0, on
N
1
Z R..(w) < —
< Ry H) "

(car 2 Pij(t) £ 1). On trouve donc

J
2 S..2D -C X A..=D += ¥ gii,g
. 1] o . 1] o W, .
J J 1 J

.. . b . v . v u . e
Ainsi, la matrice symétrique Wi Sij , lnverse de Oij = Rij/wj , vérifie les
conditions du critére 1, et par suite Oij est une covariance fortement posi-

tive.

COROLLAIRE - Pour toute covariance Oij fortement positive et tout choix de co-

efficients Ci 2 0, la matrice

est encore une covariance fortement positive.

En effet, avec les notations ci-dessus, la matrice Oij + U Oij(p)

est fortement positive. Pour p > ®, on voit sur (2-8) que p Ri.(u) tend vers

§.., et donc p o..(u) vers (1/W.) §... Ainsi o.,. + (1/W.) S.. est fortement
ij ij i7 Vi ij i’ 7ij

positive. Comme les Wi > O sont arbitraires, cela établit le corollaire dans

le cas ou 1les C, sont strictement > 0. Le cas Cs 2 0 s'en déduit par continuité.
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3. PASSAGE AU CAS INFINI

3.1 ARGUMENT HEURISTIQUE

Examinons maintenant le cas "continu". Compte tenu de la difficulté
de ce probléme, je me limiterai ici & chercher 2 caractériser la classe des

. . . .y n . <
covariances stationnaires O(h) fortement positives sur R, et simultanément

celle des variogrammes Y(h) assurant la positivité des poids du KO. La

démarche suivie sera heuristique plutdt que rigoureuse.

L'étude du cas fini suggére qu'une covariance fortement positive
n . . oA . <y 2 . '
sur R~ doit pouvoir €tre interprétée comme la résolvante d'un processus de
s : n . . . . . .
Markov avaleurs dans R . Du fait qu'il s'agit d'une covariance stationnaire,
les probabilités de transition du processus doivent &tre invariantes par trans-

* n - . . - [ Y
lation dans IR. C'est dire qu'il s'agit obligatoirement d'un processus a ac-—

croissements indépendants et stationnaires. De plus, la condition de réversibi-

1ité du processus entraine la symétrie des lois de distribution . Nous avons

donc affaire & un processus Xt = (X1(t), Xz(t),...,Xn(t)) vérifiant

= e

; [eiZD“k(Xk(t)'Xk(O))] -t ¥(u)

avec une fonction réelle et symétrique Y(u) = W(u1,...,un) donnée par la

formule de Lévy Khintchin (dans le cas symétrique):

(3-1) Y(u) = Q(u) + 1P1(u)_

ou Q(u) est une forme quadratique positive (éventuellement nulle), qui repré-

sente une composante brownienne, et ou w1(u) est de la forme :

(3-1" v, (w) =J L= cos_(uby) y(q)
" €l

. - . n N . .
ot X(df) est une mesure positive, symétrique, sur R, sans atome & l'origine

et vérifiant

<oo

J X (d&)
1+ 8]

(autrement dit : w1(u) est un variogramme centré). Il en résulte déjia une

majoration de la forme
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2
(3-2) pu) £ a +blul
sur R". La résolvante de ce processus est la mesure :

6, () = foe‘“t F (.) at

(o}

ol Ft est la loi de Xt—Xo. Nous caractériserons cette résolvante par sa trans-

formée de Fourier

(o]

r\g’” () =JGp(dX) ei<ux> - Je—tw (u)-ut dt

donc
N _ 1
=2 T )

Noter que l'on a bien g“(u) 2 0 : cette fonction g“(u) pourra étre considérée
comme la mesure spectrale d'une covariance, pourvu seulement qu'elle soit som-

mable. Mais c'est 1i la condition nécessaire et suffisante pour que la résol-

vante G“(dx) admette une densité g“(x) finie en x = 0 : gu(o) < ®, Sous cette

condition, gu(h) est une covariance stationnaire (théoréme de Bochner). Si
cette condition n'est pas remplie, la mesure Gu(dh) est de type positif. Elle
peut &tre considérée comme la mesure-covariance d'une mesure aléatoire station-

naire, mais non d'une fonction aléatoire stationnaire, puisque gu(o) = w, En

résumé :
Sous la condition nécessaire et suffisante :
du
3-4) —_——— < ®
( o+ Y(u)

la résolvante Gu admet une densité g“(h), donnée par

(3-5) g, (h) = ! J‘cos (<uh>) du

em" o+ bw

qui est alors une fonction continue de type positif, i.e. une covariance sta-

tionnaire continue.

Or la condition (3-4) n'est jamais remplie dans Rr™ pour n 2 2,

D'apres (3-2), en effet, on a :

had n-1

du > C F r dr
0 p+ Py ° nJO 2

R M + a + br
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et cette minoration diverge pour n > 1. C'est donc exclusivement dans le cas

1-D que notre probléme peut admettre des solutions. Nous supposons donc, a

partir de maintenant : n = 1,

Soit donc gu(h) défini par (3-5), avec n = 1, la condition (3-4)
étant supposée satisfaite. Il reste & montrer que cette covariance g“(h) est

fortement positive.

On rencontre ici une difficulté assez sérieuse : c'est que, con-
trairement au cas fini, la notion de premier passage du processus par un
point x donné n'est pas immédiatement utilisable. Pour la plupart des proces—
sus (sauf le mouvement brownien, & trajectoire presque slirement continue, et
quelques autres) , on trouvera, en effet, en général, une probabilité nulle
pour que le processus passe effectivement par un point donné x. Par contre,
si on considére les voisinages Vn(x) = {y : |y—x| < 1/n} du point x, on
trouve en général une probabilité > O pour que le processus atteigne Vn(x)
en un temps fini, et on peut (moyennant la résolution de certaines difficul-
tés techniques sur lesquelles je n'insiste pas ici) définir une V.A. Tn repré-
sentant 1l'instant d'entrée dans Vn. Posant T = Sup (Tn), on obtient alors
1'instant aléatoire T (fini ou non) ol le processus passe infiniment prés du
point x (rencontre tous les voisinages Vn). Intuitivement, on dira alors que
le processus ne peut €tre en x a4 l'instant t donné que si cet instant t est
postérieur 3 T, c'est-a-dire si le processus est déji passé infiniment prés

de x antérieurement 4 t. Ceci conduit i la relation :

(3-6) gu(X) = w(x;u) g“(O)

ol wW(x;u) est la transformée de Laplace de la variable T, soit

® (x3u) = g“(X)/gu(O)

On comprend ainsi pourquoi la condition g“(o) < ® nous est apparue comme né-

céssaire.

De méme, si l'on considére un ensemble A = {Xa’xB ...} fini ou non,
on peut définir 1'instant TA ol, pour la premiére fois, le processus (partant

d'un point x £ A) passe infiniment prés d'un point de A. Posant :

-uT
o _ A
>\X(U) = E [e 1{XTA= xd}}
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il vient immédiatement :

(3-7) gp(xa—x) = %} )\}Bc(u) gp(xa-xB)

Cette relation montre que les Ai(u) sont les poids du krigeage de
X sur A pour la covariance gp(h). D'aprés leur interprétation probabiliste,

ils vérifient :

a . o
MW o 5 DG s

Donc g”(h) est bien fortement positive.

3.2. LES COVARIANCES STATIONNAIRES FORTEMENT 2 O

Ce qui précéde n'est pas une démonstration rigoureuse dans le cas
général, sauf toutefois dans le cas d'un mouvement brownien (oti la continuité
p.s. de la trajectoire nous garantit que le processus atteint effectivement
pour la premiére fois un point donné en un instant bien défini), ou encore
dans le cas d'un processus dont la trajectoire ne contient p.s. qﬁ'un nombre
fini de discontinuités sur tout intervalle de temps fini : tel est le cas d'un
processus Xt déduit d'un mouvement brownien en surimposant des sauts aléatoires
a des instants poissoniens. Pour un tel processus, la fonction Y(u) est de la

forme :

(3-8) Y =z uw +a[1- 0]

ot ¢(u) est la fonction caractéristique d'une distribution symétrique (loi des

sauts).

Si Y(u) est de la forme (3-8), avec ¢ > 0, la condition (3-4) est
toujours remplie, et les considérations heuristiques ci-dessus deviennent dé-
monstratives, de sorte que g“(h) est réellement une covariance fortement posi-
tive. Comme toute fonction Y de la forme (3-1) est limite d'une suite de fonc-
tions wn de type (3-8), et que les relations (3-7) passent & la limite au moins
dans le cas ol 1l'ensemble A = {xa...} est fini, on arrive a la conclusion sui-

vante :

Sous réserve toujours de la condition (3-4), la densité g“(h) de la ré-

solvante d'un processus a accroissements indépendants stationnaires et
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symétriques est une covariance fortement positive, en ce sens qu'elle
e s e, . . . . (o]
assure la positivité des poids Ai du krigeage et la relation z Ax <1

. . .. o
pour toute configuration finie.

Cas du Variogramme. Avec les mémes notations que ci-dessus, faisons

tendre u vers 0. Si g“(o) reste fini, i.e. si

J du <
wfus

(ce qui est possible, par exemple avec Y(u) = ¢ u? + blula, 0<a< 1)
go(h) existe, et constitue une covariance fortement positive. Mais, méme si
1l'on a

du
P (u)

=

le variogramme

1 - cos uh du

_ - =
Yu(h) = g“(o) g”(h) > TRERIC

admet une limite finie :
1 | 1-cosuh
(3-9) v (h) 2r J\ BT du

En effet, y(u) est elle-méme un variogramme. Par suite ¥ (u) /u?, pour
u tendant vers O, a une limite > 0 (finie, mais non nulle, si Y(u) est deux
fois différentiable, ou sinon infinie), et 1'intégrale (3-9) est toujours con-
vergente. Pour py > O, gu(h) est fortement positive, donc Yp(h) assure la posi-
tivité des poids du KO. Passant & la limite p + 0, il en résulte que Y(h) res-

pecte lui aussi cette positivité (au moins pour les configurations finies).

3.3. SOMME DE COVARIANCES FORTEMENT POSITIVES

Avec les mémes notations que ci-dessus, considérons une covariance g(h)

de la forme

K
gh) = 2 p g (h) (p, 5 v >0)
k=1 K Mg k2 k

Montrons qu'elle est encore fortement positive.

Pour cela, considérons sa transformée de Fourier
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Montrons (ce qui établira notre proposition) que l'on a :

E(u) S

‘L_;\’+$(u)

N . , . .
pour un pg > 0 et une fonction Y(u) du type Lévy-Khintchin. I1 faut prendre :

+ Y@ = : -

Pr ~ Hy @)
2 e

n
M

avec les notations du paragraphe 2.4, D'aprés (2-11), il vient donc :

K-1 a
p=1 p p

. . . Y .
avec C, Do’ ap et Cp > 0. En faisant u = 0, il vient Do =p > 0, et il reste

(u)

n
VW =cy + Z bp Cp + 1 (u)

P

. . . N , .
avec C, bp et Cp > 0 : 11 en résulte bien que |y est encore du type Lévy-Khint-
chin . Comme toute limite de covariance fortement = O est encore une covariance

fortement positive, on en déduit :

THEOREME - Avec les mé€mes notations, pour toute mesure p(dx) positive et bornée

+ .
sur IR , la fonction

oo

gm) = g, () pdu)

o

est encore une covariance fortement positive sur R.

EXEMPLE - Le mouvement brownien correspond & Y(u) = ¢ u?. A un facteur prés,

la résolvante est 1l'exponentielle

g (h) = e—lh‘/ﬁ7€
n

Ainsi toute combinaison linéaire & coefficients 2 0 de covariances exponen-

tielles est encore une covariance fortement positive. Plus généralement
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e e, » + .
COROLLAIRE - Pour toute probabilité p(dx) sur R , la fonction

g(h) =J "2l p(da)
[o]

est une covariance fortement positive sur R et, de méme, le variogramme
y(h) = Alh| + 1 - g(h) (A2 0)

assure la positivité des poids du KO.

., . e s -alh .
Ainsi, 1l'exponentielle itérée exp(e | '), ou encore la fonction

o

1
(mm) (a, @ > 0)

sont des covariances fortement positives sur R. (Mais elles ne le sont nulle-

ment sur R2 oulR3).

4. DEUX AUTRES INTERPRETATIONS PROBABILISTES

Dans ce qui précéde, on voit coexister deux fonctions aléatoires sans
lien apparent entre elles : d'un cBté, un processus de Markov Xt , dont le
générateur infinitésimal se déduit de 1'inverse de la covariance Oij’ et de
1'autre une fonction aléatoire Zi ou Z(x), admettant la covariance Oij ou
o(h). Il serait intéressant de les relier 1'une & 1'autre et, par exemple,
de construire explicitement, 2 partir du processus X(t), ﬁne F.A. admettant

cette covariance.

4.1. LA DENSITE DU TEMPS DE SEJOUR

Considérons d'abord le cas d'une chaine de Markov irréductible
finie X(t), éventuellement A temps d'arrét. Soit Aij son générateur, Rij(u)
sa résolvante et wi sont (unique) probabilité stationnaire avec Wi > 0 stric-

tement.

Pour interpréter la résolvante Rij(p), pour un g > O donné, on

introduit classiquement un temps d'arrét S“, indépendant du processus, admet-

tant la loi exponentielle de moyenne 1/u. Alors u Rij(u) représente la distri-

bution de X(S“) (état j du processus au temps aléatoire t = S“) lorsque 1'état
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initial est i. On peut aussi introduire le temps de séjour Tj du processus
dans 1'état j antérieurement au temps d'arrét S”. Lorsque l'état initial est

i, la variable Tj admet l'espérance

—-— 1 = ® -”t =
(4-1) B(T,| 1) lPij(t)e at = R; ()

ce qui donne une deuxiéme interprétation de la résolvante. Si 1'état initial
est lui-méme aléatoire avec comme distribution la loi statiomnnaire Wi, le
temps de séjour Tj dans 1'état j admettra donc 1l'espérance

W,

E(T,) = Zl Wy RyoG) = jl

Cette espérance est, comme il se doit, proportionnelle & la pro-
babilité stationnaire Wj. En vue de permettre le passage au cas continu, il

vaut mieux introduire la densité du temps de séjour par rapport a la mesure

Wi' Nous poserons

- =M
(4-2) Z. W T

de maniére 3 avoir E(Zi) = 1.

Cherchons maintenant la covariance de cette fonction aléatoire Zj
(avec Wi comme distribution initiale). Pour cela, nous allons, en premier

lieu, calculer la covariance conditionnelle

S .. . =E(, T, |X(0) = u)
1o 3]

us;l
31,0], o

A cette fin, désignons par

-2 AT,
1 l‘X(O)

4

la transformée de Laplace de la loi des Ti lorsque 1'état initial est u.

® (A) =E Ea
u

Partant de 1'état u, X(t) subit un premier changement d'état a
1l'issue d'un temps T exponentiel avec

-A T u - A
gle U uu
o+ A - A
u uu
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Ce temps T correspond a un séjour dans u, et doit donc &tre compta-
bilisé danms Tu' Le changement d'état qui se produit i 1'instant T peut &tre

1'arrét du processus (T=Sp), ce qui a lieu avec la probabilité u/ [u-Auu] ’
ou bien correspondre & une transition en un état i, avec la probabilité

Aui/[ p—Auu] » et le processus repart alors avec 1'état initial i. On en

déduit :
M= Auu [ M 2 Au i ) ]
d Q) = - + —_— .
u M %u Auu H Auu ifa M 7 Auu L

ce qui se récrit :

(4-3) (u+ Au) @u - %E Aui @i =
Dérivons en Xi . I1 vient
o
5, 5,
(4=4) Sui @u + (u+ xu) rywaiilD A s =0
o lo 1 1 10

En A =0, 6¢i/6ki devient - E(Ti{ i), que nous savons &tre égal a
0 )
- Rij(u) d'apres (4-1), et de fait (4-4) se réduit a

duim = 2; [“ 6u. - Au
o] i i

.] Rip )
o

1

-ce qui est bien la définition de la résolvante. Dérivant (4-4) en Aj avant
o)

de faire X = O, nous allons obtenir une relation entre les covarianc&s con-

ditionnelles
§2 o,
S.3i j = et
i’7o"0 S A, 8 A, _
1 3 A=0
o “o
En tenant compte aussi de
S ¢.
i
=5 = - R, ()
§ Ak ik

cela donne

Zi> [ﬂ (Sui = AU.i Si 5 IOJO = Gui Rujo + (Suj Rui
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En multipliant & gauche par la matrice R(u), inverse de pI-A , il vient

ainsi
(4-5) si;ij =R, . R, . +R., . R.

De cette expression (remarquablement simple) de la covariance condi-
tionnelle, nous pouvons déduire celle de la covariance non conditionnelle,

qui correspond au cas ou la distribution initiale est la probabilité sta-

tionnaire Wi . De

et compte tenu de la relation
Zi W, Rij () = Wj /u

nous déduisons ainsi de (4-5) 1'expression cherchée

(4-6) s,, =4 13§ Ji
I1 s'agit donc de la version symétrisée de la matrice Wi Rij'

En fait, le cas qui nous intéresse est celui d'un processus réver-

sible (i.e. : Wi Rij = Wj Rji)’ puisque nous voulons que la matrice

g..(u) =pn R../M.
S I S R

soit une covariance, donc soit symétrique. On a ainsi

2 W. g..(u) W.
S.. = L 13_” J

1] u?

Avec les variables densité de temps de séjour Zi’ définies en (4-1), 11

vient donc

4-=7) E(Zi Zj) = 2 Oij(u)

Ainsi est achevée la construction annoncée : les variables "densité

de temps de séjour", au facteur 2 prés, admettent bien la covariance Oij(u).
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4,2. LE MODELE DES FEUILLES MORTES

Rappelons rapidement la définition du modéle de partition aléatoire
sur R" connu sous le nom de "feuilles mortes". On part d'un compact aléa-
toire A et d'un processus de Poisson spatio-temporel de densité 6 dx x dt
sur R" x R _. A chaque point (Xi’Ti) de ce processus de Poisson, on asso-

. . A n . . .
cie le dépdot, dans IR, au temps Ti d'un compact aléatoire Ax (isomorphe
i

au translaté de A par la translation Xi)’ ces différents compacts aléatoires
étant évidemment pris indépendamment les uns des autres. On a donc un modéle

de dépdts successifs de feuilles mortes AX a des instants successifs Ti'
i

Pour passer a un modéle de partition aléatoire, on peut regarder le

tas de feuilles mortes d'en haut, ou d'en bas. Dans le premier cas (tas de

feuilles mortes vu d'en haut) chaque feuille morte AX tombée au temps Ti
i
cache les portions de feuilles mortes tombées antérieurement qu'elle vient

recouvrir, et on s'intéresse a la situation limite oi t + » (ou plutdt :
a t fixe, on rejette 3 - » 1'origine des temps). L'espace R" est alors
entiérement recouvert, et les classes de la partition sont constituées

des portions restées apparentes des feuilles non entidrement recouvertes

par les suivantes.

Dans le deuxiéme cas, qui nous intéresse ici, on regarde au contraire
le tas d'en bas. Le processus partant de t = O, on ne retient de chaque nou-
velle feuille qui tombe que la portion qui ne recouvre pas la réunion des
feuilles antérieurement tombées, et on fait tendre t vers 1'infini. Ici
donc pour qu'un compact ou un ouvert borné B soit contenu dans une classe
unique de la partition, il faut que la premiére feuille ayant rencontré B
ait recouvert entiérement ce compact. La probabilité poﬁr que ceci ait lieu

est, comme on sait :
E[v(a®© )]
E[v(a® B)]

Q(B) =

(cette probabilité a d'ailleurs la méme expression dans le modéle ol le
tas est vu d'en haut : il s'agit en fait du méme modéle). Nous nous inté-
resserons surtout au cas ou le compact B est constitué de deux points x

et x+h. Alors, si nous désignons par K(h) 1l'espérance du covariogramme

géométrique du compact aléatoire A,
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K(h) = E \f1A(x) 1,(x+h) dx

on trouve pour la fonction

p(h) =Q({x, x+h})

qui donne la probabilité pour que deux points x et x+h appartiennent 3 la

méme classe de la partition aléatoire, 1'expression

K(h)
2K(0) = K(h)

(4-8) p(h) =

REMARQUE - A partir d'un modéle de partition aléatoire, on peut toujours
construire un modéle d'ensemble aléatoire. Il suffit d'affecter 3 cha-
cune des classes de la partition des variables Xi en tout ou rien,
indépendantes les unes des autres. Le corrélogramme de cet ensemble
aléatoire est encore p(h), de sorte que la fonction définie en (4-8)

est aussi le corrélogramme d'un ensemble aléatoire stationnaire.

Nous allons montrer que tout corrélogramme fortement positif et

stationnaire sur R est du type "feuille morte" défini ci-dessus en (4-8).

On peut aussi établir le méme résultat dans le cas fini pour une
covariance fortement positive Oij’ pourvu seulement que la variance o
soit une constante indépendante de i : on peut toujours se ramener i ce
cas en prenant

Pp:: = 0../¥VO.. O..
1] 11 J]

1]

Dans le cas fini, le processus spatio-temporel poissonien dans I x R+

aura comme '"'densité" la mesure Wi x dt, ol Wi est la solution de

2 W.p

: i "ij
i - ]

dx X dt sur R X R+;

= 1. Dans le cas stationnaire, on prendra évidemment la densité

Raisonnons, par exemple, dans le cas stationnaire, et adoptons les
notations du paragraphe 3. Soit Xt un processus a accroissements indépen-
dants; stationnaires et symétriques, défini par sa fomction Y(u) 2 0 du
type Lévy-Khintchine. En toute rigueur, il conviendrait de se limiter, dans

un premier temps, au cas ou Y(u) est du type
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L

(4-9) V) = Su2 + b [1 - 0]

<
2
®(u) représentant la transformée de Fourier d'une loi symétrique : Xt est

alors un mouvement brownien interrompu par des sauts de loi ?(u) survenant
a des instants poissoniens. C'est, en effet, pour ces processus que la no-

tion de premier passage par un point donné est immédiatement définissable.

La probabilité P(h) pour que, partant d'un point donné x, le pro-
cessus atteigne le point x+h avant le temps d'arrét S“ (temps d'arrét in-
dépendant du processus, de loi exponentielle et d'espérance 1/u) est alors,

N

comme on l'a vu, égale 3a :

O(h) = gp(h)/g“(o)

ol gp(h) est la densité de la résolvante. La transformée de Fourier de

g“(h) est elle-méme, on 1'a vu :

e (W) = —
Byt T p o+ P(u)

Pour passer au modéle des feuilles mortes, prenons comme compact

aléatoire

A= {Xt, 0

IN

t < S“} (avec X(o) = 0)

Si Y(u) est de la forme (4-9), cette définition ne pose pas de probléme,
bien qu'elle fasse intervenir une infinité non dénombrable d'instants t,
du fait que la trajectoire Xt’ pour 0 £ t £ S“ , ne comporte p.s. qu'un
nombre fini de discontinuité (Dans le cas général, la définition de A
serait plus complexe et devrait, entre autre, faire intervenir la sépara-
bilité du processus, mais je n'insisterai pas sur ces difficultés techni-

ques) .

Avec ce compact aléatoire et le modéle de partition aléatoire

correspondant au tas de feuilles mortes vu d'en bas, la probabilité pour

que deux points donnés x et x+h appartiennent 3 la méme classe est encore

égale a p(h).

En effet, considérons la premiére feuille rencontrant 1l'ensemble
{x,x+h} . Elle a germé en un point Xi et en un temps Ti du processus

spatio-temporel qui a servi d'origine & un processus du type X, (noter que
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1'on utilise ici une propriété markovienne forte), et ce processus Xt a en-
suite atteint pour la premiére fois 1'ensemble {x,x+h’} en un instant aléatoire
T avec S“ 2 T> Ti' A cet instant T, il se trouve, soit en x, soit en x+h

o. o8

1'autre point (x+h ou x) avant Sp est bien égale a p(h) = gu(h)/g(o) ! ce

= x ou x+h), et la propriété conditionnelle pour que Xt atteigne ensuite

qui achéve de démontrer le résultat annoncé.

Voici, entre autres, deux conséquences :

En premier lieu, conformément 3 une remarque faite plus haut, on

voit qu'ad un facteur prés, toute covariance stationnaire fortement positive

sur R est la covariance d'un ensemble aléatoire stationnaire.

En second lieu, l'espérance du covariogramme géométrique du compact

aléatoire A (ensemble des points atteints par le processus Xt avant le temps
d'arrét Su), soit K(h), est reliée a P(h) par la relation (4-8). On a donc,

inversement :

K(h) _ 2 0(h)
K(o) 1 +p(h)

Comme K(o), espérance de la mesure de A, est manifestement donné

par :
+ o0

K(o) = J p(h) dh

on voit que l'on reconstitue sans peine K(h) i partir de p(h).

Considérons le cas particulier du mouvement brownien, i.e. ¥(u) =

c .
u? , On a alors, comme on sait :

2
-Inl/ 2
p(h) =e €= e a|h|

(covariance exponentielle) et donc, en posant a = v2 u/c :

-alnl

1+ e-a]hl

® [

K(h) =

Mais, d'un autre cdté, la trajectoire du mouvement brownien &tant p.s. con-—

tinue, le compact aléatoire A est nécessairement un intervalle fermé (com-

pact convexe dans R). Désignons par L la longueur (aléatoire) de cet inter-—

valle fermé A. On a, d'aprés la définition du covariogramme géométrique :
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]

K(h) = E L -1h
) = £ [@ - [n])]
La distribution F(dx) de L vérifie donc :

[ [ex] Fea) = k@ (x z 0)
X
Elle admet donc la moyenne :

E(L) = K(o) = =

et une fonction de répartition F(x) donnée par

(4-10) F(x) =1 -K'(x) =

On voit ainsi cette conclusion paradoxale : un ensemble aléatoire
stationnaire admettant une covariance exponentielle est nécessairement un pro-
cessus de Markov a deux états (a et 1). Il est néanmoins possible de construi-
re ce processus markovien de maniére indirecte, i partir du modéle des feuilles
mortes, en prenant pour feuilles mortes des intervalles fermés de longueur alé-

atoire L avec la loi (4-10).

5. REMARQUES TERMINALES

On peut se demander si ce qul précéde constitue une caractérisation ex-
haustive des covariances fortement positives. Dans le cas fini, la réponse
est indubitablement affirmative, puisque nous avons établi des critéres don-
nant les conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier une matrice
(finie) de covariance pour &tre fortement positive. Il y a réellement iden-
tification de cette classe de covariances avec la classe des résolvantes des
chaines de Markov réversibles. Dans le cas infini, les choses sont sans doute
plus complexes, et la démarche semi-heufistique que nous avons suivie ne nous
permet pas d'étre affirmatif. De fait, nous avons postulé, par analogie avec
le cas fini, qu'une covariance stationnaire o(h) fortement positive devait
s'identifier a4 la résolvante d'un processus sur R.(nécessaireﬁent 4 accrois-
sements indépendants et stationnaires, & cause de 1'invariance par transla-

tion). Mais, pour démontrer qu'il en est réellement ainsi, il aurait fallu
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procéder i un passage a la limite délicat : considérant une famille crois
sante In = {x1,...,xn} de points de R(ou Rk) dont la réunion constituerait
un ensemble dénombrable dans R (ou Rk), il faudrait étudier le comportement
des matrices Bn (inverse de la matrice Oij = U(xi-xj), ietjeg In), et mon-
trer que le passage 3 la limite conduit effectivement au générateur infini-

tésimal d'un processus i accroissements indépendants et stationnaires.

Or il n'en est certainement pas ainsi sans quelques hypothéses
restrictives sur 0(h). Le procédé utilisé au Chapitre 3 nous a conduit, en
effet, 4 une classe de covariances admettant une densité spectrale (par rap-
port a la mesure de Lebesgue). Il s'agit donc de covariances 0(h) continues
et (au moins) faiblement mélangeantes. Or il est indéniable qu'il existe des _
covariances fortement positives mais non continues : par exemple, un effet
de pépite a 1'état pur, ou plus généralement, dans le cas 1-D, une covariance
du type a 6(h) + 0(h), ol O(h) est du type étudié au Chapitre 3, et ¢® un
effet de pépite (il s'agit d'un effet de pépite fini, non d'un Dirac : la
fonction § est définie par §(h) = 1 pour h = 0, 6(h) = O pour h # 0). Les
résultats du paragraphe (2-4) montrent bien qu'il s'agit encore d'une cova-
riance fortement positive et stationnaire, bien qu'elle ne soit plus conti-
nue. De méme encore, pour n > 1, il existe des covariances fortement posi-
tives, bien qu'on ne puisse plus les associer i des processué. Par exemple :

un effet de pépite, une covariance constante, ou encore une somme du type

o(h) =ca(h) + ¢

ot c 9(h) est un effet de pépite pur, et a une constante = 0. Néanmoins, le
caractére un peu pathologique de ces contre-exemples incite 3 conjecturer
qu'il n'y a pas de covariances stationnaires, continues, ergodiques et cen-
trées (i.e. admettant une mesure spectrale sans atome en u = 0) pour n > 1,
et pas d'autres, dans le cas 1-D, que celles que nous avons trouvées au Cha-

pitre 3 : mais ceci reste conjectural, pour 1'instant du moins.

La deuxiéme remarque concerne le cas infini dénombrable. Il existe

indéniablement des covariances fortement positives Oij dans le cas infini
dénombrable, par exemple la classe des résolvantes des chaines infinies dé-

nombrables. En particulier, il existe certainement sur 1'espace Zn, version

. fs 2 n , . . . .
discrétisée de [R, des covariances stationnaires et fortement positives,

méme pour n > 1 : 3 savoir les résolvantes des processus a accroissements
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indépendants, stationnaires et symétriques sur 7", Pour un tel processus Xt

en effet, on aura

E[ eiu Xt Xo - O] _ e-at[1—¢(u)]

ou ¢(u) est la fonction caractéristique de la loi des sauts (loi symétrique

sur Zn) soit

jez®

La résolvante Rij(p) est alors de la forme

Rij(“) = Gj_i(”)
avee 1 2r 2w -i<jw>
G.(n) = = J .. I du1...du
J em® % o n +a[1-0(w] n

(intégrale toujours convergente pour u > 0).

Par construction, la matrice oij = G|i—j! est bien une covariance
fortement positive et stationnaire sur 2°.

On peut, par exemple, considérer le mouvement brownien sur Zn,

qui correspond au cas

cos u, + cos u, +...+ cos u
1 2 n

n

d(u) =

Les G(u) sont alors les coefficients de Fourier de la fonction périodique

1 _ 1
H o+ p(1-¢’)

a
+ - =
M a anosuk

Mathématiquement, il ne semble pas possible d'obtenir une expression expli-

cite simple.

’



