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Premicre partie

Les treillis compacts



Introduction

Les structures réticulées suscitent un intérét croissant dans les milieux
spécialisés. Il suffit, pour s’en convaincre, d’'un coup d’oeil sur le livre ded. Serra,
[7], ou sur les comptes rendus du congrés d’Avignon [1]. D’un c6té, en effet, les
structures de treillis constituent le cadre algébrique le plus naturel pour
I’analyse d’image; de ’autre, le recours aux opérations Sup et Inf fournit aux
géostatisticiens de nouveaux modeles de fonctions aléatoires et de nouveaux
procédés de simulation. Mais les structures topologiques restent irremplagables:
ainsi la semi—continuité, en analyse d’images, ou la compacité, si précieuse pour
la construction d’ensembles ou de fonctions aléatoires. Le moment semblait
donc venu d’examiner, de maniére un peu systématique, les rapports pouvant
exister entre ces deux types de structure, avec aussi, en filigrane, des vues sur
les structures probabilistes, d’ol1 I'importance attribuée a la compacité. Les
théorémes de structures (au nombre de sept, comme il se doit) que je propose
ci—aprés, n’épuisent pas le sujet. Il sera certainement possible de les améliorer,
de les généraliser, d’acquérir une vue plus synthétique etc. Mais ils fournissent
au moins une base de départ.

Le lecteur s’apercevra vite que le treillis compact des fermés d’un espace
localement compact, que j’ai eu P'occasion d’étudier en [9], joue ici un réle de
paradigme ou de fil directeur. Malgré la symétrie appparente des opérations
algébriques Sup et Inf, on constate, en effet, dans le cas de ces treillis F, un
contraste frappant entre la richesse des structures liées a la semi—continuité
supérieure et la relative pauvreté de leurs contreparties sci. Donnons quelques
exemples. Sur un treillis ¥ :

e la réunion est continue, mais non l'intersection

» une application croissante de & dans lui—méme est scs dés qu’elle possede
la continuité monotone |, mais la continuité monotone {n’entraine
nullement la semi—continuité inférieure.

e la limite monotone supérieure coincide avec la limite supérieure
topologique, soit (dans le cas d’une suite Fy) :

mF,= N U Fa
N>0 n=N

Mais lalimite inférieure topologique n’est nullement donnée par la formule
duale.
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Nous verrons, en effet, que les treillis F constituent un cas limite ou la
richesse de la topologie scs est maximale, celle de la topologie sci minimale. La
recherche des conditions sous lesquelles chacune des trois propriétés ci—dessus
est vérifiée constitue un des objectifs de cette étude. L’examen des relations
entre les limites monotone et topologique se révélera particulierement
fructueux, ainsi que la comparaison entre semi—continuités et continuités
monotones. Nous verrons aussi de nombreux exemples, notamment de treillis
de fonctions. J’attire tout particulierement l’attention du lecteur sur les
propriétés exceptionnelles du treillis des fonctions lipschitziennes, qui devraient
permettre la construction d’une théorie autonome des fonctions lipschitziennes
aléatoires.

Bien des résultats que je présente ci~dessous sont empruntés a Scott et
Lawson (et al.) [10], bien que je les établisse en général de fagon plus simple.
C’est le cas, en particulier, des sept théorémes de structure (sauf le premier). En
particulier, la notion centrale, pour Scott et Lawson, qui est celle des treillis
continus (dans leur terminologie) correspond, dans la mienne, aux treillis & Inf
continu - la notion duale, qui n’a pas de nom chez Scott et Lawson, étant
évidemment celle de treillis & Sup continu. On voit pourquoi je n’ai pu conserver
la terminologie de ces auteurs. Je n’ai pas non plus utilisé la relation “way
below” notée x < y dans [10]. Elle n’est, en effet, vraument utile que pour les
treillis a Inf continu, et s’identifie dans ce cas a My D M, relation de nature
purement topologique.

De maniére générale, la terminologie de {10] m’a paru contestable. Par
exemple, la topologie sci minimale s’appelle chez ces auteurs “upper topology”,
ce qui semble doublement paradoxal. L’ensemble des majorants d’un élément x,
que je note My, s’écrit chez eux 1x (d’ol1 confusion possible ayec la convergence
monotone). L’adhérence de I'intérieur de cet ensemble, soit Mx, s’écrit chez eux
(Int (* x))~ ou C¢ (Int (1 x)), etc. J’indiquerai, chapitre par chapitre, ce qui
provient de [10] et ce qui semble original (en général, le traitement systématique
des deux semi—continuités et les critéres correspondants).
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Chapitre I

Préliminaires algébriques

Dans tout ce qui suit, le mot treillis signifiera toujours (sauf mention explicite
du contraire) treillis complet. Un treillis (complet) T posséde un plus petit et un
plus grand élément, notés généralement 0 et w respectivement. Toute partie A
de T admet dans T un plus petit majorant, ou supremum (Sup) noté V A et un
plus grand minorant, ou infimum (Inf) noté A A. Nous utiliserons aussi les
notations :
i(\E/]xi ou Vv [ X, 1€ I];iélxi ou A [ X, 1€ I}

pour représenter le Sup et I'Inf d’une famille x;, i € I d’éléments du treillis T.
Le Sup et I'Inf de la famille vide sont, respectivement, le plus petit élément 0 et
le plus grand w.

Nous désignerons par

Mx={y;yET,y<x};Mx={y;'yET,y>x}

respectivement la classe des minorants et des majorants d’un élément x € T.La
relation y < x étant une relation d’ordre, on a x < x et, plus précisément

MY Mx={x}

N.B. — La notation y < x, justifiée dans le cas des nombres réels, ne présente
que peu d’intérét dans le cas général d’une relation d’ordre non totale. Par
exemple, dans un treillis P(E), on écrit A C Bet non A C B. Dans ce qui suit
y < xsignifie toujours “y inférieur ou égal a x”. De fait, lorsque le treillis T est
muni d’une topologie adaptée & sa structure d’espace ordonné, I’ensemble M*
des minorants d’un élément est fermé dans T, mais I’ensemble M*\ {x} de ses
minorants stricts n’est pas un ensemble ouvert (sauf si I’ordre est total). C’est
le complémentaire ch de I'ensemble des majorants de x qui posséde cette
bonne propriété. Autrement dit, la relation intéressante n’est pas “y est

strictement inférieur a x” mais “y ne majore pas x”, soit y € My ou y *» x.

Enfin, pour toute partie A de T, nous poserons :

MA= U{M,x€A}; My= U{M, xEA}
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I1 est clair que les applications A — M# et A — M, sont des dilatations
de P(T) dans lui—méme.

D’une maniére générale, une application o d’un treillis T dans un treillis
T’ est une dilatation si ¢’est un homomorphisme pour les structures de Sup
demi-—treillis, i.e. :
a(Vx)=Va(x)
pour toute famille x; (finie ou non) dans T. De méme, une application p de T’
dans T est une érosion si f est un homomorphisme d’Inf demi~treillis, i.e. :

B(Ax)=AB ()
On rappelle qu’une application o: T — T' est une dilatation si et
seulement si il existe une application f : T' — T telle que

a(x) <x «x<p )
L’application P, nécessairement unique, est alors une érosion, et I’on dit

que la dilatation a et I’érosion P sont adjointes ou associées. Sur tout ceci, voir
par exemple [8] et [2].

N.B. — Dans tout treillis, le Sup et I'Inf de la famille vide sont le plus petit et
le plus grand élément respectivement. On a donc toujours

a(0)=0; B (0)=ow
pour toute dilatation a et toute érosion f.

Nous dirons aussi qu’une partie B du treillis T est permise pour V (resp.
pour A) ou .V —héréditaire (resp. A —héréditaire) si x € B entraine My C B
(resp. M* C B). Les propriétés suivantes sont immédiates :

B € P(T) est permise pour Vsi et seulement si son complémentaire BC
est permis pour A.

Pour toute famille B;, finie ou non, de partiesde T' v —héréditaires (resp.
A —héréditaires) |UB; et N B, sont encore V-—héréditaires (resp.
A —héréditaires). Il existe donc une fermeture v —héréditaire associant a toute
partie A de T la plus petite partie permise pour V contenant A et aussi une
ouverture V —héréditaire associant a A la plus grande partie permise pour V et
contenue dans A. Et, de méme, il y a une fermeture A —héréditaire et une
ouverture A —héréditaire.

Les fermetures Vet A —héréditaires sont manifestement les dilatations

A—=M,et A—>MA
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que nous avons déja rencontrées. Les ouvertures Vet A —héréditaires ne sont
autres que les érosions associées. De fait, la plus grande partie permise pour Vv
et contenue dans A n’est autre que le complémentaire de la plus petite partie
permise pour A et contenant AC (complémentaire de A), soit CMAC. Il s’agit
donc bien des érosions associées :

A-{MA = Ui{MCA};A-(M,c= U{M CA}

Le supremum est lui—méme une dilatation de %P(T) dans T, et 1’érosion
associée est la minoration x — M* de T dans P(T). De fait, on a bien
P’équivalence :

VA<x & ACM

Il en résulte :

V(UA)= V (VA); MY = M M
L’infimum est, lui aussi, une dilatation, mais de °(T) dans le treillis dual
T* (i.e. T muni de la relation d’ordre opposée y < x dans T* signifiant y > x),

d’ou les relations :
ANA>x e AC M,

AU AY) = A(ANA); Myy = () My
Voici maintenant deux lemmes algébriques qui seront utiles dans un

instant. Je ne donne que les énoncés relatifs aux dilatations. On en déduit par
dualité les énoncés concernant les érosions.

LEMME 1-1. Soient T et T' deux treillis, o une dilatation de T dans T’, B I’érosion
associée, ¢’ une fermeture sur T’ et B son domaine d’invariance. Alors ¢'a est
une dilatation de T dans le treillis B, et ’érosion associ€ée 2 ¢'a est la restriction
de p a B.

B, stable pour A dans T’, est complétement réticulée. Pour toute famille
b; dans B, I'Inf au sens du treillis B est encore A b,, maisle Sup est ¢'(Vv b,).
Pour toute fermeture ¢', d’autre part,ona ¢'( vV y;) = ¢'(V ¢'(y;)). Donc, pour
toute famille x; dans T et compte tenu du fait que a est une dilatation, il vient :

d'a(V x) = ¢'(V alx) = ¢'(V ¢'a(x;))
Par suite ¢'o dilate T dans le treillis B. D’autre part, pour tout b’ € B,
¢’'a(x) < b’ équivaut & a (x) < b’, donc a x < f (b’): I'érosion associée & ¢'a
est bien la restriction de f§ a B’
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Considérons maintenant une partie A de T complétement réticulée pour
I’ordre induit. A est donc un treillis, mais le Sup et I’'Inf dans A ne coincident pas,
en général, avec A et V. Ils sont donnés par les relations :

Sup a; = I(v a;); Inf a; = I(A a))

o] et I représentent la fermeture et ’ouverture associées aux classes stables
respectivement pour A et Vengendrés par A. Voir [5]. A est le domaine
d’invariance de 'idempotente 11 et, en particulier, on a :

111 =11

Si maintenant o est une dilatation de T dans un autre treillis T, la
restrictionde a a A n’est pas, en général, une dilatation du treillis A dans T'.
Le lemme suivant donne les conditions pour qu’il en soit ainsi.

LEmMME 1-2. Soient T, T’ deux treillis, a une dilatation de T dans T’,  I’érosion
associée, A une partie de T complétement réticulée pour I'ordre induit, I et
I la fermeture et ’ouverture associées 4 A comme ci—dessus. Pour que la
restriction de a a A soit une dilatation du treillis A dans T, il faut et il suffit
que I'une des conditions équivalentes suivantes soit satisfaite :

a) al = af_I_

b) fa>11
0 Ip=T1IB
d I(T)CA

L’érosion associée a la dilatation a: A — T’ est alors If.

La condition pour que a dilate le treillis A dans T’ est que, pour toute
famille a; dans A, on ait

a[I(Vayl="Va(a)
c’est—a—dire, puisque a est une dilatation T — T':
a[i(Vai)]‘—'a(Vai)

Or V a; est un élément quelconque de A, partie stable pour Vengendrée
par A. Cette relation équivaut donc a :

all =al

c’est—a—dire a la condition a). Il reste 2 démontrer ’équivalence des quatre
conditions de ’énoncé.
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a) entraine b) : car de a), on déduit
Ba > Pal = Bafl > fl
puisque Pa est toujours une fermeture, donc > 1.

b) entraine c¢) : car de b) résulte :

B=pap > TP
d’ou1 (puisque 1 1 I = 1 I)IB > 1 IB. L’inégalité inverse étant toujours vraie,
¢) en résulte.

c) entraine d) : en effet, 'espace image de fl est A, dou IB(x) =
[IB(x)EA pourtoutx € T'. '

d) entraine a) : Pour z € T' et a € A, 'inégalité a < 1f(z) équivaut a
a < B(z), puisque a € A,doncaussia a(a) < z (puisque f§ est’érosion associée
a o). Sid) est vrai, c’est—a—dire si If applique T’ dans A, cette équivalence
signifie que If est une érosion de T' dans A, la dilatation associée étant la
restriction de o & A. Ceci achéve la démonstration. '

COROLLAIRE. Soit E un espace topologique accessible, a une dilatation de P(E)
dans un treillis T, f ’érosion associée. Pour que a soit une dilatation du treillis
F des fermés de E dans T, il faut et il suffit que 1'une des conditions
équivalentes suivantes soit vérifiée :

a’) Pour toute partie A de E, a(A) = a(A).
¢’) Lérosion  applique T dans ¥F.

Dans un espace accessible, ([3], p. 150), les points sont des ensembles
fermés, de sorte qu’ici 'ouverture I est I'identité. On a donc pour tout A C E:

IA)=A; (A=A

d’ou le corollaire.

Surgraphes et sous—graphes

Soit f une application d’un ensemble E dans un treillis T. Le surgraphe (resp.
sous—graphe) I' de f est, par définition, le sous—ensemble de I’espace produit
E x T constitué des couples (x,z), x €EE, z € T tels que z > f(x) (resp.
z < f(x)), ie.:

T= U{x}x My

x€EE
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Pour un x € E donné, '’ensemble des z € T tels que (x,z) appartienne au
surgraphe I est Mf(x). En sens inverse, pour un z € T donné, ’ensemble des

x € E tels que (x,z) € T (section du surgraphe) est :
S(z) = £f~1(M?)
Des relations évidentes
S(Az) = TN M) = N 17(M%) = M S(z)

résulte que I’application z — S(z) est une érosion de T dans P(E). La dilatation
a: P(E) — T associée est définie par

a(A) = V f(A) = v | f(x),x € A]

Inversement, d’ailleurs, toute érosion z — S(z) de T dans P(E) est de cette
forme S(z) = £~ 1(M?) avec

f(x) = a({ x})
a étant la dilatation P(E) — T associée a S. Ainsi :
THEOREME 1-1. Une application z — S(z) de T dans P(E) est la section du

surgraphe (sous—graphe) G d’une application f de E dans T si et seulement
si S est une érosion de T (du treillis dual T*) dans P(E).

Le cas d’une dilatation o d’un treillis T dans un treillis T’ et de I’érosion
B : T' — T associée mérite une mention : I’équivalence

a(x) < x' < x < B(x')

montre que le couple (x,x') € T x T’ appartient au surgraphe Iy de la

dilatation asi et seulement si (x’,x) appartient au sous—graphe I del’érosion
B. Autrement dit, & une permutation prés des coordonnées, le surgraphe d’'une

dilatation s’identifie au sous—graphe de 1’érosion associée.

Compléments

Soient T et T’ deux treillis. Une application f de T dans T’ est dite croissante
si f est un homomorphisme pour la relation d’ordre, c’est—a—dire si

y <x => f(y) < f(x)
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Les dilatations et les érosions sont des applications croissantes, mais il en
existe bien d’autres. Une particularité des dilatations « est la suivante : Pour
tout x € T, la classe des y € T telle que a(y) < a(x) admet un plus grand
élément (ou, ce qui revient ici au méme, est stable pour V infini). Comme
a(y) < a(x)équivautay < Ba(x), ou p est I'érosion associée, on voit que ce plus
grand élément est la valeur en x de la fermeture Pfa. Mais il existe d’autres
applications croissantes que les dilatations qui possédent cette propriété. Le
théoréme suivant donne leur caractérisation :

THEOREME 1-2. Soit f une application croissante d’un treillis T dans un treillis T". Les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout x € T, il existe un plus grand y € T tel que f(y) < f(x)

b) 1l existe une fermeture u sur T telle que

fly) <fx) =u@y) <ux) (xy€T)
¢) L’espace image B’ = f(T) est complétement réticulé pour ’ordre induit
par T’, et f est une dilatation de T sur le treillis B’.

Pour tout x € T, posons

ux) = V{y;y€TI(y) < f(x)]

Cette application u de T dans lui—méme est extensive, car f(x) < f(x)
entraine u(x) > x, et, manifestement, croissante.

Montrons que a) entraine b). La propriété a) équivaut a :
fu=f

et entraine fuu = fu = f. Pour tout x € T, on a donc fluu(x)] <f(x), ce qui
entraine uu(x) <u(x), et ’égalité uu =u puisque u est extensive: u est donc une
fermeture. D’apreés a), f(y) <f(x) équivaut & y <u(x), donc aussi a u(y) <u(x)
puisque u est une fermeture. Donc a) entraine b).

Montrons que b) entraine c). Soit x;,i € I une famille d’éléments de T et
z = V x, Sib) est vrai, la relation: '

Vv f(x;) < f(y) c’est—a—dire f(x;) < f(y) pour touti € I
entraine x; < u(x;) < u(y) Vi€ I donc vV x < u(y)et

u(v x;) < u(y)
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puisque u est une fermeture. D’apres b), cela équivaut a:

f(z) = (v x;) < 1(y)
On adonc:

f(Vx)=A{b :b EB,b > ViK)]=Ig (VIix)

Cette relation signifie que toute famille b’, = f(x;) dans B’ admet un plus
petit majorant dans B'. Comme, d’autre part, B’ posséde un plus petit élément
f(0) et un plus grand f(w), il en résulte que B’ est complétement réticulé pour
I'ordre induit. Le Sup dans B’ d’une famille b’, d’éléments de B’ est ainsi
I’élément I5.( Vv b’;) qui appartient & B’ : larelation ci—dessus exprime donc que
f est une dilatation de T dans B'.

Montrons que ¢) entrainea). Soit  1’érosion B’ — T associée a la dilatation
f:T—f(T)=B.Poury€ Tetb' € B',onadonc:

fly) <b" =y <p(b)
Comme les b’ € B’ sont les éléments de la forme b’'=1f(x) pourunx € T,
ceci équivaut a:
f(y) < f(x) =y < pf(x)
Bf(x) est donc le plus grand élément z € T tel que f(z) <f(x), d’ou a) et aussi
le corollaire:

COROLLAIRE 1. Sous les conditions de I’énoncé, I’érosion : B’ — T associée a
la dilatation f: T — B’ vérifie la relation
u=4pf

CoROLLAIRE 2. Une application croissante ¢ d’un treillis T dans lui—méme
est une fermeture si et seulement si, pour x et y dans T, on a ’équivalence:

y < 0(x) < ¢(y) < ¢(x)

Cette condition exprime, en effet, que ¢(x) est le plus grand y tel que
¢d(y) < ¢(x). D’apres le théoreme, ¢ est donc égale a la fermeture u.

COROLLAIRE 3. Soit o une dilatation d’un treillis T dans lui—méme, et B
I’érosion associée. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

a) la dilatation o est une fermeture

b) I’érosion B est une ouverture

c)oa=Pfa; dp=af
et impliquent que les espaces—images a(T) et §(T) coincident et constituent
un sous—treillis de T (i.e. une partie stable pour Vv et A).
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En effet, a(y) < a(x) équivaut a y < pa(x). D’apres le corollaire 2, o est
une fermeture si et seulement siy < a(x) équivaut ay < pa(x), ce qui équivaut
encore a o = Ba. Donc a) équivaut a c) et, par dualité, b) équivaut a d).
Maintenant a = faentraine aff = fof = et p = afentraine fa = afa = a.
Ces relations entrainent o(T) = B(T) et cet ensemble est donc stable pour Vv
et A.

COROLLAIRE 4. Soit f une fonction croissante d’un treillis T dans lui—méme
et o la dilatation de P(T) dans lui—méme définie par a(A) = M pour
A C T. Alors f est une fermeture si et seulement si o est une fermeture.
L’érosion—ouverture B associée a a est alors définie par :

B(B) = u{ MW C B}
En effet, I’érosion P associée a cette dilatation o est définie par :

B(B) = £~1(( Myo)

Pour B = MfA) = q(A), partie permise pour A, ona CMBC = B = M),
et par conséquent : _
Ba(A) = £71(MA)

Avec A = { x }, on trouve :

Bax) = £7!(MW) = [y : f(y) < f(x) |

Si a est une fermeture, on a o = Pa d’aprés le corollaire 3. Comme
a(x) = M, cela entraine I’équivalence y < f(x) < f(y) < f(x). Donc f est une
fermeture (corollaire 2).
Inversement, si f est une fermeture, cette méme équivalence entraine a son
tour:
f(z) € MW « z € MW

soit M@ = f=1(MfA) ie Ba = a : o est donc une fermeture (corollaire 3).

COROLLAIRE 5. Soit f une application croissante d’un treillis T dans un treillis
T’. Soit g 'application de T dans <P(T) définie en posant pour tout x € T:

B(x) = £710M")

Alors I’espace —image f(T) est complétement réticulé pour ’ordre induit par T’
si et seulement si g(T) est stable pour 'intersection.
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Comme f(T) a un plus petit élément f(0) et un plus grand f(w), cet ensemble
seraréticulé si et seulement si pour toute famille x; dans T on peut trouvery € T
telque f(z) < A f(x)) < f(z) < {(y). Or f(z) < A f(x;) équivautaz € N g(x;) et
f(z) < f(y) & z € g(y). Notre condition s’énonce donc: il existe y tel que
g(y) = ng(x;), ce qui équivaut a : g(T) est stable pour l'intersection.

On sait qu’une partie B d’un treillis T est complétement réticulée pour
I’ordre induit si et seulement si B est le domaine d’invariance (et aussi
I’espace—image) d’une application croissante et idempotente v de T dans
lui—méme ([5], théoréme 6—1). Mais, en général, { n’est pas une dilatation de
T sur B. On sait que la fermeture 1 p associée a B coincide avec y sur B, de sorte
que pour toute famille b; dans B le Sup au sens du treillis B est donné par :

T13 (Vb)) =y(VvDb)

Autrement dit, I'idempotente 1 vérifiera la condition ¢) du théoréme 1-2,
i.e. dilatera T dans B si et seulement si pour toute famille x; dans Ton a :

Y (VX)) =9 (V)

Les fermetures ne sont pas les seules idempotentes a vérifier cette relation.

THEOREME 1-3. Soit 1 une application croissante idempotente d’un treillis T
dans lui—méme, et B son domaine d’invariance. v est une dilatation de T sur
le treillis B si et seulement sil’une des trois conditions équivalentes suivantes
est satisfaite:

a) Pour toute famille x; dans T on a

YV x) = YV P(x;))
b) Pour tout x € T, il existe un plus grand y € T tel que

V) < Y(x)
c) v est de la forme ¢ = y¢ pour une ouverture y et une fermeture ¢
telles que I’on ait :
PYo=29
Pour tout x € T, ¢x est alors le plus grand y tel que Y(y) < Y(x), et I’érosion
B: B — T associée a la dilatation ¢y : T — B est la restriction & B de la
fermeture ¢.

On a déja vu que la condition a) est nécessaire et suffisante pour que v
dilate T sur B. L’équivalence de a) et b) résulte du théoréme 1-2.



I— Préliminaires algébriques 13

Montrons b) => ¢). Soit u la fermeture sur T telle que Y(y) < W(x) soit
équivalent ay < u(x) (théoréeme 1-2). On a

yu=y;uy=u

(la premiére relation découle du théoréme 1-2, la seconde de I’idempotence :
Y(y) < Y(x) équivaut a Y(y) < yy(x), d’'ott u(x) = wy(x)).

Comme u est une fermeture, u>1 et u = uy entrainent u > y. Donc
aussi u > ¢ (plus petite fermeture majorant 1). Par suite :

up=ypu=
Dol ¢y =yu = wfpu. Mais wﬂ)u > 1pfp > 1 entraine alors ¢y = wﬂ; ]

est un V —filtre, donc de la forme ¢ = y ¢ pour une ouverture y et une
fermeture ¢. Voir [5]. Montrons que ’on a en fait :

Yy = lu

(I estl’ouverture assomeeaB) Defait, I < ydonne Iu < yu = y.Maisu > 1p
donne Iu > Ilp unp 1y, d’oul’égalité y = Iu. (Pourlarelation pr Yo,
se reporter a [5]).

Larelation uy = u donne ensuite ulu = u, ce qui achéve de démontrer
c).

Montrons ¢) = b). Soit ¢ = y¢ avec ¢yd = ¢. Pour tout y, x € T,
y < ¢(x) entraine yP(y) < yP(x), i.e. Yy < P(x). Inversement Y(y) < P(x)
entraine ¢yd(y) < ¢ydp(x), done ¢(y) < ¢p(x) et y < ¢(x). Par suite ¢p(x) est le
plus grand y tel que Y(y) < y(x). Pour b € B, y(y) < b = y(b) équivaut donc
ay < ¢(b), ce qui montre que la restriction a B de la fermeture ¢ = u est bien
I’érosion B: B — T associée a la dilatation ¢: T — B.

Anamorphoses

Nous dirons qu’une application o d’un treillis T dans un treillis T’ est une
anamorphose si ¢’est un isomorphisme pour la structure de treillis complet, ce
qui signifie deux choses : 1) o est une bijection de T sur T’ et 2) aet a™! sont
a la fois des érosions et des dilatations. I’application inverse p = a~!de T’ sur
T est, évidemment, elle aussi une anamorphose et, plus précisément : §§ est
I’érosion associée a la dilatation q, et, aussi bien, la dilatation associée a I’érosion
a.
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CRITERE 1-1. Une application a: T — T’ est une anamorphose si et seulement
si elle est surjective et vérifie la condition :

x<y<eaux)<ay) (x,yeT)

Ces conditions sont manifestement nécessaires. Inversement, supposons
les vérifiées. Si a(x) = a(y), la seconde condition impliquex <y et y < x, donc
x =y. Donc a est injective. C’est donc une bijection d’aprés la premiére
condition.

Maintenant, la condition b) du théoréme 1-2 est vérifiée, avec I’identité
comme fermeture u. Donc o est une dilatation de T sur le treillis a(T) = T’. Le
méme raisonnement appliqué aux treillis duaux T" et T™* montre que o est
également une érosion. Méme démonstration pour a~l. C’est donc une
anamorphose.

Exemple. — Soient (a,b), (a’,b’) deux intervalles fermés, finis ou non, de la
droite réelle achevée. Une application a de (a,b) sur (a’,b’) est une anamorphose
(pour la relation d’ordre usuelle) si et seulement si elle est strictement
croissante. Cela entraine qu’elle est continue ainsi que I'application inverse,
comme on le vérifie sans peine.

Continuité monotone

Dans ce qui va suivre, nous munirons nos treillis de topologies qui, en général,
ne seront pas de type dénombrable, de sorte que les propriétés de convergence
séquentielle ne suffiront pas pour -caractériser la continuité ou la
semi—continuité d’'une fonction. Il sera donc nécessaire d’utiliser des familles
filtrées plus générales que les suites. Rappelons quelques définitions et
propriétés classiques, [3].

SiI est un ensemble, on appelle base de filtre sur I une famille B de parties
de I vérifiant les deux conditions suivantes :

1- 0&B

2 — Si B et B’ appartiennent a B, il existe B'' € B avec B C BNB’

Si E est un ensemble, une famille filtrée d’éléments de E est une famille
x;, i € I dans E dont I’ensemble d’indices I est muni d’une base de filtre B (une

suite x, est une famille filtrée, la base B étant constituée des
By=1{N, N+1,..}pourN=1,2 ..).
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Si E est un espace topologique, la famille filtrée x; admet une limite x si,
pour tout voisinage G de x, il existe B € B tel que x(B) C G. On a ici posé

x (B) = [x, i € B

Dans le cas séquentiel, cela signifie simplement : il existe N tel que pour
n = N tous les x;,, sont dans G. Noter que cette limite x n’est pas nécessairement
unique, sauf si ’espace topologique E est séparé (i.e. si deux points distincts
admettent toujours deux voisinages disjoints).

Un point y est une valeur d’adhérence poﬁr la famille filtrée x; si tout
voisinage de x rencontre x(B) pour tout B € B. L’ensemble Ag;, des valeurs
d’adhérence est donc

Agp = N x (B)
BESD
Rappelons que y est valeur d’adhérence si et seulement si on peut trouver
sur I un filtre B’ plus fin que B (i.e. : tout B € B contient un B’ € B') tel que
la famille x; filtrée par B’ converge vers y [cas séquentiel : on peut trouver une
suite partielle X;_convergeant vers y ].

Si I’espace E est compact :
e toute famille filtrée a des valeurs d’adhérence

 une famille filtrée x; converge vers la limite x (nécessairement unique) si
et seulement si x est I'unique valeur d’adhérence de la famille x;.

Examinons maintenant le cas d’un treillis T purement algébrique (pour le
moment). En absence de structure topologique, on peut cependant introduire
des notions de convergence monotone et de continuité monotone. Rappelons
d’abord une définition : .

On dit qu'une famille x, i € I dans le treillis T est filtrante croissante
(resp. décroissante) si I'ensemble des indices I est muni d’une relation d’ordre
(non nécessairement totale) vérifiant les deux propriétés :

a) 1>]j = x;> xj(resp. xj < x;)
b) pour tout i, j € I, il existe k €I plus grand que i et j.

On appelle alors limite monotone de la famille filtrante x; 1’élément x défini

par

X= VX resp.x = A X.
ier ! (resp iel )
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et on écrit en général x; 1 x (resp. X; | X), notation condensée signifiant : x;, 1 €1
est une famille filtrante croissante (resp. décroissante) dans T dont le Sup (resp.
I'Inf) est I’élément x.

Il en résulte une notion (non topologique) de continuité monotone : soit f
une fonction croissante d’un treillis T dans un treillis T’. Nous dirons que f
posséde la propriété de continuité monotone croissante (resp. décroissante) ou,
plus brievement, que f est 1 —continue (resp. | —continue) si :

x; ? x dans T entraine f(x;) 1 f(x) dans T’

( resp. : x; | xdans T entraine f(x;) | f(x) dans T).

N.B. — Il faut bien voir que la continuité monotone ainsi définie constitue une

propriété beaucoup plus forte que la continuité monotone séquentielle
habituelle, comme le montre I’exemple suivant :

Prenons comme treillis T ’espace des sous—ensembles dénombrables de
Iintervalle (0,1) coiffé d’'un plus grand élément w, qui est I'intervalle (0,1)
lui—méme. La mesure de Lebesgue A vaut 0 sur T, sauf au point w ol1 on a:
Mw) = 1. Cetteapplication A du treillis T sur le treillis {0,1} posséde la continuité
monotone séquentielle 1 (puisque toute réunion dénombrable d’ensembles
dénombrables est elle—méme dénombrable). Mais elle n’est pas 1 —continue au
sens de la définition précédente. En effet, si I désigne I’ensemble des parties
finies de (0,1), ordonné par I'inclusion, et sil’on pose x; = i pour toute partie finie
i € I, cette famille est manifestement filtrante croissante et vérifie x; 1 w dans
T. Mais on a M(x;) = 0 pour tout i € I et A(x,) 1 0, alors que Mw) = 1.

Pour caractériser cette continuité monotone, nous aurons besoin du lemme
suivant, dont la démonstration est immeédiate :

LEMME 14. Soit f une application d’un treillis T dans un treillis T’. Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) festcroissante

b) pour tout z € T', {~1(M?) est permis pour A

c) pour tout z € T', f~1(M,) est permis pour Vv

Caractérisons maintenant la |—continuité (les énoncés relatifs a la
1—continuité s’en déduisent (par dualité). Nous dirons qu’une partie A d’un
treillis T est stable pour | si, pour toute famille filtrante décroissante a; dans A,
a; | x entraine x € A. En fait, la classe intéressante est ici celle des parties de T

stables pour | et permises pour V.
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THEOREME 1-4. Soit f une application d’un treillis T dans un treillis T’. Les trois
énoncés suivants sont équivalents :
a) festcroissante et |—continue
b) Limage inverse par f de toute partie de T stable pour | et permise pour V
est stable pour | et permise pour Vv dans T.

¢) Pourtoutz’ € T', f~!(M,) est stable pour | et permis pour V dans T.

a) entraine b) : Supposons f croissante et |—continue, et soit A’ une
partie stable pour | et permise pour V dans T".Ona A’ = | [Mz,, z' € A’},
puisque A’ est V —héréditaire, donc :

7iA) = U £71My)
Z’EA’
D’apres le lemme 1-4, f~!(M,) est v —héréditaire pour chaque z’. Donc
f~1(A’) est permis pour V comme union de parties permises pour V.
Soit maintenant x; | x dans T avec x; € f"!(A’) pour chaque indice i. On
af(x;) € A, f(x,) | f(x), puisquefest | —continue, et donc f(x) € A’ (stable pour
1), c’est—a—dire x € f71(A’). Ainsi f1(A’) est stable |, et b) est vérifiée.

b) entraine ¢) : trivial.

¢) entraine a): Supposons c) vérifiée. D’apres le lemme 1-4, f est
croissante. Soit x; | xdans T. Onaf(x;) { adans T’ aveca = A f(x;). De f(x;) > a
résulte x; € f'l(Ma), etdoncx € f“l(Ma) d’apres c), soit f(x) > a. Mais x < x;
donne f(x) < f(x;), f étant croissante, et f(x) < Af(x;) = a. Donc f(x) = a, i.e.
f(x;) |f(x), ce qui acheve la démonstration.

On note que ce théoreme 1—4, bien que purement algébrique, n’est pas
sans annoncer certaines propriétés topologiques sur lesquelles nous
reviendrons.

Les limites monotones supérieure et inférieure

Dans un treillis purement ensembliste $P(E), on définit classiquement,
pour toute famille filtrée A; dans P(E) une limite supérieure et une limite
inférieure, a savoir :

limSup Aj= (M U A
BE® i€EB

imInfA;= U (A
BE® i€B
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Nous verrons plus loin que, dans le cas P(E), ces limites supérieure et
inférieure ont aussi une signification topologique en plus de leur signification
ensembliste.

Dans le cas d’un treillis T quelconque, nous définirons de méme une limite
monotone supérieure (LMS) et inférieure (LMI) en posant :

1

LMSxi= AV X

BE® i€B
IMIx;= VvV A x
BE®D i€B
On a toujours :
LMI x; < LMS x;

En effet, soient B et B’ dans B. D’apreés les axiomes des bases de filtre, il
existe B'” € B non vide contenu dans 'intersection B N B’. On a donc :

Ax(B') < Ax(B'") < vx(B'') < Vv x(B)
A B € B fixé, on en déduit
IMIx.= v AxB v x(B
X; pla x(B') < Vv x(B)

puis
LMI x; < AV x(B) = LMS x;
BER

Mais, en général, ces limites n’auront pas de signification topologique (cf.
le 7éme Théoreme de Structure ci—dessous). Dans ce qui suit, nous munirons
nos treillis T de topologies qui permettront de définir des limites supérieures et
inférieures topologiques, lim x; et lim x;, et nous examinerons les relations entre
les limites topologiques et monotones.

Note sur le chapitre 1

Le matériel passé en revue dans ce premier chapitre est, dans I’ensemble,
classique, et se trouve dans [10], a I’exception du lemme 1-2 et des théorémes

1-2et1-3.

Le théoréme 1—4, qui caractérise les fonctions continues pour la topologie
scs maximale ( CM A) du chapitre IV, i.e. 1a topologie de Scott du treillis dual dans
la terminologie de [10], correspond a la proposition 2—1 de [10].
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Chapitre I1

Les treillis compacts a ordre fermé (COF)

Le premier théoréme de structure

Nous considérons maintenant un treillis T muni d’une topologie définie par la
famille G(T) =@ des ensembles ouverts dans T, ou par la famille F(T) = F des
fermés de T, et nous nous proposons d’examiner les relations possibles entre
cette topologie et la structure d’ensemble ordonné ou réticulé. Posons d’abord
une définition :

Soit T un treillis topologique. On appelle limite supérieure d’une famille

filtrée x; dans T et on note lim x; le Sup de ses valeurs d’adhérence, et de méme
limite inférieure, lim x;, I'Inf de ses valeurs d’adhérence, soit :

lim x; = V Ay, ; mgxi=_/\ Ay

(Agy = M x(B))

BE3

Une propriété souhaitable pour la topologie d’un treillis T serait que
I’ensemble des majorants ou des minorants de chaque élément de T soit un
ensemble fermé. Voici les conditions pour qu’il en soit ainsi :

THEOREME 2—1. (PREMIER THEOREME DE STRUCTURE). Dans un treillis
topologique T séparé (ou méme simplement accessible), les quatre propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout x € T, M* (resp. My) est fermé dans T.

b) Pour toute partieAde T, vV A= v A(resp. A A = A A).

c) L’application F — V F (resp. F — A F) est une dilatation du treillis

F(T) dans T (resp. dans le treillis dual T7).
d) Pour toute famille x; filtrée dans T, la limite monotone supérieure (resp.

inférieure) majore (resp. minore) la limite topologique supérieure (resp.
inférieure).

L’équivalence des trois premiéres conditions résulte immédiatement du
corollaire du lemme 1—2 appliqué a la dilatation A — vV A de P(T) dans T.



20 Les treillis compacts

Montrons que b) entraine d). Soit x; une famille filtrée dans B. Si la
famille x; n’a pasde valeur d’adhérence, on a, par définition, lim ;= V=0,
et 'inégalité lim x, < LMS x, est trivialement vérifiée. Soit, au contraire, y une
valeur d’adhérence de la famille x;, c’est—a—dire :

y€ N{x®B), Be 3]

Pour chaque B € B,0onay € x(B),etdoncy < Vv x(B) = Vv x(B) (d’apreés
la condition b)), et donc aussi :

< A Vx(B)=LMS x
y BE® x(B) Xi

Il en résulte bien
lim x; < LMS x,

Montrons que d) entraine a). Soitx € T et x; une famille filtrée contenue
dans M* convergeant vers un y € T. Si la condition d) est vérifiée, on a :

< A V(B
yBEEBX()

et donc, pour chaque B € 8,y < V x(B) < x. Doncy € M* et M* est fermé.

- DEFINITION.  Nous dirons qu’un treillis topologique T est & ordre partiellement
fermé si M* et My sont fermés pour tout x € T.

D’apres le théoreme 2—1, cette structure est caractérisée par le fait que les

deux limites monotones encadrent les deux limites topologiques, i.e. pour toute

famille filtrée x; (admettant des valeurs d’adhérence) on a :

LMIxi<ﬁmxi<mxi< LMS x,

N.B. — Pour une famille x; sans valeur d’adhérence, les inégalités

lim x; < LMS x; et lim x; > LMI x,
sont trivialement vérifiées, puisque lim x; = 0 et lim x, = ®. Mais on n’a plus
lim x; < lim x;

Nous verrons plus loin les conditions (trés fortes) moyennant lesquelles on
aura, par exemple, 'égalité lim = LMS.

Examinons maintenant les relations entre la convergence monotone x; } x
ou x; | x et la convergence topologique. C’est seulement dans le cas compact que
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I’on trouve un résultat simple (dans le cas non compact, une famille filtrante
croissante pourrait trés bien ne pas avoir de valeur d’adhérence). Jerappelle que
le mot francais compact ([3]) caractérise un espace topologique E vérifiant deux
propriétés :

1 —E est un espace séparé (deux points distincts admettent deux
voisinages disjoints).

2 — E possede la propriété dite du recouvrement fini (de tout recouvre—
ment de E par une famille d’ouverts, on peut extraire un recouvrement fini).

Un espace non séparé possédant la propriété de recouvrement fini est dit
quasi—compact. (Le mot frangais compact se traduit en anglais par compact and
Hausdorff, et le mot anglais compact se traduit en francais par quasi—compact).

THEOREME 2-2. Soit T un treillis compact 4 ordre partiellement fermé. La

convergence monotone x; 1 x ou x; | x entraine la convergence topologique
x; = xdans T.

Soit x; une famille filtrante croissantedans T, x = V x;salimite monotone.
T étant compact, la famille x; admet au moins une valeur d’adhérence y, et on a
donc :

yENA  (A=U{x)
i€l j>i

Pour chaque indice i, on a A; C My, puisque la famille x; est croissante,
donc A; C My, puisque M, est fermé. Commey € A, celaentrainey > x;, pour
tout i,doncaussi y > x = Vx;. Mais, inversement, la famille x;, étant contenue
dans le fermé M¥, a toutes ses valeurs d’adhérence dans MX, d’ou1 y < x et
I’égalité y = x. Mais I'unicité de cette valeur d’adhérence y = x, dans ’espace
compact T, entraine que la famille x; converge vers x dans T.

Dans ce qui suit, nous définirons des applications scs ou sci d’un espace
topologique E dans un treillis compact T. Il serait souhaitable de les caractériser
par un théoréme du sous—graphe ou du surgraphe fermé, analogue au théoréme
classique relatif aux fonctions numériques. Cela suppose, évidlemment que ce
théoréme s’applique déja a I’application identique de T dans lui—méme. Ceci
correspond a une propriété plus forte que ’ordre partiellement fermé :

DEFINITION. Nous dirons qu’un treillis topologique T est & ordre fermé (OF)
sile graphe de larelation d’ordre, i.e. 'ensemble {(x,y) : x < y| est fermé dans
Pespace produit T X T.
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Un critére simple est le suivant :  si deux familles x;, y; i € I sont filtrées
par la méme base de filtre B et vérifient x; < y;, x;,—x et yj—y dans T, alors
X<y

Nous allons surtout nous intéresser, maintenant, aux treillis compacts a
ordre fermé, en abrégé : treillis COFE Siun espace T est compact, on sait que tout
fermé F de T est compact, soit F(T) = I(T), et la topologie myope de J6(T)
s’identifie a la topologie usuelle de (T).

Cette topologie (topologie de Choquet ou, selon les auteurs de Fell ou de
Vietoris) est engendrée par des ouverts scs de la forme :

FO = {F:FCG} (G € G)

et des ouverts sci du type :
Fo=(FIFNG=0]  (GEQ

Nous supposons toujours, dans ce qui suit, F(T) muni de cette topologie.
Voici maintenant la caractérisation des treillis COF

THEOREME 2-3. Soit T un treillis compact & ordre partiellement fermé. Les 5
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Larelation d’ordre est fermée (i.e. : T est un treillis COF).
b) L’application x—M* est scs de T dans F(T).

b’) L’application de x—My est scs de T dans F(T).

¢) Pourtout F € F(T), Mr est fermé.

¢’) Pour tout F € F(T), MF est ferms.

De plus, lorsque ces conditions sont remplies, les applications F—-Mp et
F—-MF de F(T) dans lui—méme sont scs.

Par hypothése, M* et M sont fermés pour tout x. Comme M* C G équivaut
ax EC Mg on voit que Papplication x—M* est scs si et seulement si CMGC
est ouvert pour tout ouvert G. Donc b) équivaut a c).

Montrons a) = ¢). Soit F fermé dans T et x; une famille filtrée contenue
dans MF et convergeant vers x dans T. Pour chaque indice i, il existe donc un
y; EF avecy; < x;. Lafamille filtrée y; a une valeur d’adhérence y dans I’espace
compact T, et yEF puisque F est fermé. Si a) est vrai, I'inégalité y; < x;
entraine y < x et donc xEMp : Mf est fermé.
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Inversement, b) entraine a). Car si on a xj < y;, Xi—X, yi—Yy, pour deux
familles filtrées par la méme base de filtre, c’est—a—dire x; € MY, il vient
X € lim MYi C MY si y—>M" est scs.

Enfin MFCG équivaut & F ECMGC, et CMGC est ouvert pour GE§ si
la condition c) est satisfaite, de sorte que ’application F—MF est scs.

L’application A—MA est une dilatation de P(T). Sa restriction a F
applique F dans lui—méme, mais n’est pas, en général, une dilatation au sens
du treillis F.

THEOREME 2-4. Si T est un treillis COE, les 9 conditions suivantes sont
équivalentes :

a) F—MF est une dilatation du treillis F dans lui—méme.

b) Pour toute partie A de T, MA = M”,

¢) Pour tout ouvert G, Mg est ouvert.

d) L’application x—MX* est continue de T dans F(T).

d;) L’application F—MF est continue de F(T) dans lui—méme.
d;) La classe des M*, x €T est fermée dans .

d3) La classe des fermés A —héréditaires est fermée dans F.

b;) L’adhérence d’'un ensemble A —héréditaire dans T est A —héréditaire.

c1) L’intérieur d’'un ensemble V —héréditaire dans T est v —héréditaire.

D’aprés le lemme 1—1, I’application A — M est une dilatation de P(T)
dans F(T), dont la restriction a & coincide avec F — MF, puisque T est un COF
(MF fermé). Comme M” C F équivaut 8 M C F, pour F fermé, donc aussi a
A CC Mg, I’érosion associée est F—>C M. L’équivalence des conditions a), b) et
c) résulte alors immédiatement du lemme 1-2.

Comme M* € F équivaut & x EMg, on voit que x—M* est sci, et donc
continu, si et seulement si Mg est ouvert pour tout G €, i.e. ¢) équivaut ad).
De méme, M¥ € F¢ équivauta F NMg =, i.e. FEFp avec B = Mg. Mais
on sait que Fp est ouvert dans ¥ si et seulement si B € G [4]. Donc F—MF est
sci (et par suite continue) si et seulement si Mg est ouvert : ¢) équivaut a dy).

Montrons d) = dg). Soit x; une famille filtrée dans T telle que M*
converge vers F dans F(T), et soit y une valeur d’adhérence de x; dans 1’espace
compact T. Si d) est vrai, MY est valeur d’adhérence de M* dans &, donc F = MY
et do) est vérifiée.

Inversement, supposons dg) et soit x; — x dans T. La famille filtrée M
a des valeurs d’adhérence dans I’espace compact F(T), de la forme MY pour un
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yET, d’aprés d2). On a MY CM¥, puisque x—MX est scs (T est COF). Mais
x; E M* entraine x €MY (d’aprésles propriétés de la convergence dans &), donc
MXCM?Y. D’ou l'égalité MY = M*. L’unicité de la valeur d’adhérence MY
entraine alors la convergence M*—M? dans I’espace compact .

L’équivalence de d) et d3g) se démontre, a peu pres, de la méme facon. Je
laisse également a la diligence du lecteur le soin de vérifier ’équivalence de b)
et by), et celle de ¢) et cy).

Le second théoréme de structure

Avant de passer au second théoréme de structure, rappelons un résultat,
classique en topologie (cf. [3]), qui nous sera utile a plusieurs reprises :

LEMME 2—1. Si E est un espace compact, et (§ sa topologie, il n’existe pas
sur E de topologie séparée strictement moins fine que §.

En effet, soit §’ C § une topologie sur E moins fine que E. Il faut montrer
Iégalité G'=(. Désignons par E’ l'espace E muni de la topologie §'.
L’application x—x de E dans E’ est continue, puisque ¢’ C§. Tout fermé F de
E est compact, et son image par cette application continue, qui est F lui—méme,
est donc compacte dans E’. Si E’ est séparé, tout compact de E’ est fermé dans

E’, et par suite F est fermé pour la topologie (', soit GC G’ et ’égalité.

Venons en maintenant au théoréme de structure. Soit T un treillis COF, §
la classe de ses ouverts, G; la classe des ouverts permis pour A et (g celle des
ouverts permis pour V.

Désignons par (' la classe stable pour l'intersection finie et la réunion
infinie engendrée par (; | Ge, et par T’ le méme treillis (algébrique) T muni
de cette topologie G’ C G moins fine que (. Montrons que I’espace topologique
T’ est séparé, d’oli résultera, d’aprés le lemme 2-1, I’égalité G = §'.

Soient, en effet, x et y deux points distincts dans T, avec (par exemple) y «x,
Le.:

MMy =2¢

T étant COF, les ensembles compacts disjoints M* et M, admettent des

voisinages ouverts disjoints G et G’ :

M*CG ; MyCG ; GNG =¢; GG E(

Or M*CG équivaut a xeG;= CMGC CG, e MCG a
yEGo=(MS°CG’. Or G; et Gy sont ouverts, d’aprés le théoréme 2-3,
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condition c¢) et ¢’), disjoints et G; €(G;, G2€{e. Il en résulte que ’espace
topologique T’ est séparé, et par suite G = (' d’apres le lemme 2~1.

Enoncons ce résultat :

THEOREME 2-5. (SECOND THEOREME DE STRUCTURE). Si T est un treillis COF, sa
topologie § est engendrée par la réunion de la classe des ouverts permis pour
A et de la classe des ouverts permis pour V.

Cette condition nécessaire n’est probablement pas suffisante. Mais on a le
critére suivant :

CRITERE 2-1. Un treillis T compact a ordre partiellement fermé est a ordre

fermé (i.e. est COF) si et seulement si il vérifie I'une deux conditions

équivalentes suivantes :

a)  Pourtout x €T, M* admet un systéme fondamental de voisinages ouverts
permis pour A.

b) Pourtoutx €T, My admet un systeme fondamental de voisinages ouverts
permis pour V.

C’est en fait un simple corollaire du théoréme 2—-3. En effet, MXCG
équivaut a XECMGC, d’otr M"CCMGC C G. Pour GEG, CMGC est ouvert,
si T est COE d’aprés le théoréme 2-2, donc la propriété a) est vraie.
Inversement, si a) est vraie, pour M* CG, il existe G; € G; ( A ~héréditaire) avec

M*CG;C([Msc C G
Donc CM Go union des M* CG, est réunion d’ouverts A —héréditaires :
(Mge= U[G,;:G,€6,, M*C G, CG]

C’est donc un ouvert, et le treillis est COF d’apres le théoreme 2-2.

CoROLLAIRE. Dans un treillis COF, tout fermé permis pour Vv (resp. pour A)
admet un systéme fondamental de voisinages fermés permis pour Vv (resp.
pour A).Tout ouvert permis pour V (resp. pour A)estréunion des intérieurs
des fermés permis pour V (resp. pour A) qu'’il contient.

Cette conséquence simple du théoréme précédent et de la compacité se
laisse résumer par les relations suivantes (o1 F et K parcourent I’espace ¥F(T)
des fermés = compacts du treillis COF) :
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0 0
MF = ﬂ{MK:MKDMF}; Mg = ﬂ{MK:MKDMF}

OM; = U{l&K:MKcCMF}; ( MF = U[l&K:MKcCMF}

Note sur le chapitre 2.

Le second théoréme de structure (théoréme 2—-5) équivaut au corollaire de la
Prop. VI-1-8de [10] : le trait le plus saillant des treillis COF, a savoir que leur
topologie est toujours la conjonction d’une topologie sci et d’une topologie scsn’a
pas échappé a ses auteurs, mais ne leur a pas semblé spécialement digne
d’attention.

Le théoreme 2-2 sur la convergence monotone équivaut au théoréme
VI—-1-3 de [10]. Par contre, le théoréme 2—1 (premier théoréme de structure),
la caractérisation des treillis COF (théoréme 2-3 et critére 2—1) ainsi que le
théoreme 2—~4 ne sont pas dans [10].
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Chapitre I11

Applications semi—continues

Avant d’aborder I’étude de la semi—continuité, il convient d’examiner de plus
prés les notions de limites supérieure et inférieure dans un treillis COF. Pour
abréger la terminologie, et pour des raisons qui apparaitront dans un instant,
nous dirons que :

— un ouvert CMF (permis pour A) est un ouvert scs

— un fermé My (permis pour V) est un fermé scs

— un ouvert CMF (permis pour V) est un ouvert sci

— un fermé MF (permis pour A) est un fermé sci

Ainsi, dans le cas d’un treillis COF du type %(E), ou E est un espace
localement compact :

FK est ouvert scs, Fx ferméscs (KeEI)
Fg est ouvert sci, FG fermé sci (GEQ

Les ouverts scs et sci définissent deux topologies, que nous appellerons
respectivement topologie scs et topologie sci. D’aprés le théoréme de structure
2—4, leur réunion engendre la topologie G du treillis COF. Chacune d’elles,
prise séparément, est quasi—compacte mais non séparée. L’'intersection des
voisinages scs (sci) d'un point x est M*(My).

Soit x;, i €I une famille filtrée par une base de filtre B dans un treillis
COF. Cette famille admet toujours des limites selon les topologies scs et sci, mais
ces limites ne sont plus uniques (puisque ces topologies ne sont pas séparées).
Le plus grand élément de T, w, admet en effet un seul voisinage scs, a savoir
M®=T lui—méme, qui contient tous les x;, et donc tous les x(B), BE®B : west
donc toujours limite scs et 0 limite sci pour toute famille filtrée.

Parmi toutes ces limites au sens scs, il en existe une plus petite, et c’est
justement lim x;. De méme, lim x; est la plus grande des limites sci. Plus
précisément :

THEOREME 3—1. Soit T un treillis COF, et x;, i €] une famille dans T filtrée par
une base de filtre B. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes pour tout
z€T:

a) z> limx

b) Pour tout ouvert scs G D M?, il existe BEB avec x(B)CG

¢) Pour tout ouvert scs G D M?, il existe BE®B avec x(B) C G
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De méme, sont équivalentes les trois conditions :
a’) z < lim x;
b’) Pour tout ouvert G sci D M,, il existe BE B avec x(B) CG
¢’) Pour tout ouvert G sci D M,, il existe BE®B avec x(B) C G

Soit Agh = N {x(B), BE B} etdonc lim x; = VAgh. Cet élément vérifie b)
et c). Car VA4, CG ouvert permis pour A entraine Agy, = Nx(B)CG, et,
d’apreés la propriété d’intersection finie, il existe alors BE® avec x(B)CG,
donc aussi x(B) CG. Mais si z est un élément > Hn—‘lxi, MZCG entraine
lim x; CG, et z vérifie encore b) et ¢). Donc a) entraine c).

Il est clair que ¢) entraine b). Il reste & montrer b) entraine a). Soit z un
élément de T vérifiant b), et G un ouvert scs contenant M%. On a vu (corollaire
2 duthéoreme 2—4) que M? admet un systéme fondamental de voisinages fermés
permis pour A. Il existe donc un ouvert scs G’, et un fermé F avec :

MICcG cMFcG

Comme z vérifie b), il existe BEB avec x(B) CG’ CME donc aussi
x(B)CMF CG. Cela entraine Ag, = Nx(B)CG. Ainsi Agp est contenu dans
I'intersection des ouverts scs contenant M?. Mais cette intersection est M?
lui-méme, d'ot AghCM? et Ilimx; = VAgqh<z. Ce qui achéve la
démonstration.

Nous allons avoir besoin de deux lemmes :

LEMME 3—1. Soit T un treillis COF, A une partie de T. Alors 'adhérence sci de
A (c’est—a—dire le plus petit fermé sci contenant A) est M?, et son adhérence
scs est M.

En effet, tout fermé A —héréditaire contenant A contient aussi A (en tant
que fermé) et M” (en tant que partie A —héréditaire). Mais M” est lui—méme
un fermé A —héréditaire, d’ou la conclusion.

LEMME 3-2. Soit A; une famille filtrante décroissante dans P(T), T étant
un treillis COF. Alors :

VNA=vAMi=v M

L A %
Des inclusions A; C M ' C MAi résulte d’abord :

VNA<vOMY<v OMA
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Mais N MA = M"Ai. Car la famille filtrante décroissante A, converge
dans F(T) vers N A, et I'application F-MF est scs de F(T) dans lui—méme
(théoréme 2-3). Il en résulte :

VNA=VMNA =V N MA
et les inégalités ci—dessus deviennent des égalités.

Nous avons vu que, pour la topologie sci, la famille x; admet plusieurs
limites, dont la plus grande est lim x;, Examinons maintenant ses valeurs
d’adhérence, toujours au sens de la topologie sci. L’adhérence sci d’un ensemble
ACT est 'intersection des fermés sci qui le contiennent, c’est—a—dire MA
d’apres le lemme 3—1. L’ensemble Agp, sci des valeurs d’adhérence sci de la
famille x; est donc :

Ay sci = () MXB)
BE®

D’apres le lemme 3—2 appliqué a la famille filtrante décroissante x(B),

B € dans P(T), nous pouvons écrire :

x(B)

vNxB=vNOAM  =v MO

Le premier terme est lim x;,le secondest v lim M*i(lim au sens del’espace
F(T)), et le troisiéme est le Sup des valeurs d’adhérence sci :
lim x; = vV IimM% = v A, sci
Enoncons :

THEOREME 3—2. Soit x; une famille filtrée dans un treillis COF. lim x; est le Sup
des valeurs d’adhérence de x; pour la topologie sci, lim x; est I'Inf des valeurs
d’adhérence scs, eton a:

fmx = VIR M= v () M®
BE®

lim x, AﬁEMxi=AﬂMm
, BESD

(N.B. — lim M¥ et lim M, sont prises au sens du treillis F(T).)

Une conséquence remarquable de ce théoréme est la suivante : Pour
déterminer lim x; et lim x, dans un treillis COF, il suffit de connaitre I'une des
deux demi-—topologies (sci, ou scs). Supposons, par exemple, que nous
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connaissions la topologie scs, c’est—a-dire la classe F; des fermés My
( v —héréditaires) ou, ce qui revient au méme, la calsse (; des ouverts permis
pour A.D’apréslethéoréme 3—1, lim x; estlaplus petite des limites de la famille
x; selon la topologie scs (; . Et, d’aprés le théoréme 3—-2, lim x; est 'Inf dans
T des valeurs d’adhérence de la famille x; selon cette méme topologie scs. Ainsi,
la connaissance de la seule classe G suffit pour déterminer lim x; et lim x;,

Or l'espace T est compact, par hypothése, de sorte qu’une famille x;
converge vers une limite x nécessairement unique si et seulement si x est son
unique valeur d’adhérence, c’est—a—dire si et seulement si :

fim % = lim x, (= x)

Ainsi, la connaissance d’une seule demi—topologie (scs ou sci) suffit pour
diagnostiquer la convergence d’une famille x; et identifier sa limite x. Un fermé
F de T étant caractérisé par le fait qu’il contient la limite de toute famille filtrée
x; contenue dans F et convergeant dans T, il en résulte que la topologie compléte

d’un treillis COF est univo t déterminée par la donnée d’une seule

demi—topologie sci ou scs.

Ce résultat, assez surprenant, sera précisé quelque peu par les prochains
théoremes de structure. Il consitue par lui—méme un acquis structural
fondamental.

Dans I’énoncé qui suit, on entend par topologie scs (sci) possible sur un
treillis T une classe (; (§o) de parties de T permises pour A (pour V) stable
pour l'intersection finie et la réunion infinie :

COROLLAIRE FONDAMENTAL.  Soit T un treillis algébrique et G; (respectivement
(o) une topologie scs (resp. sci) possible sur T. Alors, il existe au plus une seule
topologie COF sur T admettant G; (resp. (o) comme topologie scs (resp. sci).

La semi—continuité

Passons maintenant & la semi—continuité.

DEFINITION.  Soit E un espace topologique et T un treillis COF. On dit qu'une
application f: E—T est semi—continue supérieurement (scs) (resp.
semi—continue inférieurement, sci) si f est une application continue de E dans
T muni de sa seule topologie scs (resp. sci).

Le critére de semi—continuité supérieure est donc : f~1(G) ouvert dans E
pour tout ouvert scs G, ou, ce qui revient au méme :
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CrITERE 3-1. Soit f une application d’un espace topologique E dans un treillis
COF. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) fest scs (resp. sci)

b) Pour tout fermé F de T, £~ 1(Mp) (resp. £~ }(MF)) est fermé dans E.

¢) L’application x—Mf® (resp. x—>Mf(y)) est scs de E dans F(T).

En effet, f est sci (par exemple) si et seulement sil’image inverse d’un fermé
sci (MF) est fermée dans E. D’ou ’équivalence de a) et b).

L’application x—=Mjs) de E dans F(T) est scs si et seulement si, pour tout
compact (= fermé) F de T, ’ensemble des x EE tel que Mgy N F = ¢ est fermé
dans E. Mais Myy) rencontre F si et seulement si f(x) eMF ie xefl(MF):
d’ou1 I’équivalence de b) et c).

Si E et E’ sont deux espaces topologiques (non nécessairement séparés) on
démontre, en Topologie Générale, qu’une application f : E—~E’ est continue si
et seulement si pour toute famille x; filtrée dans E et admettant une limite x, la
famille f(x;) admet dans E’ la limite f(x). Dans le cas d’une application f : E—T
les limites, pour la topologie scs, de la famille f(x;) sont les majorants de lim f(x;)
dans T (théoréeme 3—1). Il en résulte aussitot :

THEOREME 3-3. Soit f une application d’un espace topologique E dans un
treillis COF. Alors f est scs si et seulement si pour toute famille filtrée x;
admettant dans E une limite X, on a :

lim f(x;) < f(x)
De méme, f est sci si seulement sion a :

lim f(x;) > f(x)

D’ou aussi le théoréme suivant, ou théoréme du sous—graphe et du
surgraphe fermé : ‘

THEOREME 3-4. Une application f d’un espace topologique E dans un treillis
COF T est scs (resp. sci) si et seulement si son sous—graphe (resp. son
surgraphe) est fermé dans E X T.

Eneffet,soitf :E—=T et I' = {(x,2) : z < f(x)} son sous—graphedansE xT.

Supposons f scs. Soit (xj, z;) une famille filtrée contenue dans T et
convergeant vers (%, z) dansE X T, i.e. x;—»>xdans E et z;—z dans T. Onaz; < f(x;)
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par hypothése. Le treillis T étant COF, il en résulte z < lim f(x,) < lim f(x;).
Donc z < f(x), d’apreés le théoréme 3—3, f étant scs. Donc (x,z) €T et I est fermé.

Inversement, supposons I' fermé, et soit x; une famille filtrée admettant la
limite x dans E. On a (xj, f(x;) €T pour chaque indice i et, I' étant fermé, les
valeurs d’adhérence de cette famille filtrée dans E X T sont contenues dans I.
Si Agp désigne I’ensemble des valeurs d’adhérence dans T de la famille f(x;), cela
signifie donc {x} X Agn CT', Mais cette relation équivaut a z < f(x) pour tout
z €EAg4p, ie limf(x;) < f(x) : fest donc scs d’apreés le théoréme 3-3.

CoROLLAIRE 1. Soient T et T’ deux treillis COF. Une dilatation o de T dans
N T’ est sci si et seulement si I’érosion p : T’ —T associée est scs.

En effet, on a déja remarqué que le surgraphe de la dilatation o est
identique (& une transposition prés) au sous—graphe de 1’érosion p associée.

CoROLLAIRE 2.  Si T est un treillis COF, Papplication F— VF de %¥(T) dans T
est sci et I’application F— A F est scs.

En effet, F— V F est une dilatation (théoréme 2—1) et ’érosion associée
z—>M?Z est scs (théoréme 2—3). Donc F— VF est sci d’apreés le corollaire 1.

En général, I’application F— Vv F n’est pas scs. Nous verrons au Chapitre
5 que le Sup est scs (et donc continu) si et seulement si les limites supérieures
monotone et topologique coincident dans T.

CoroLLAIRE 3. Soit fj, i€I une famille, finie ou non, d’applications d’un
espace topologique E dans un treillis COF T. Si chaque fj est scs, Afj est scs.
Si chaque fj est sci, Vfj est sci.

De fait, le sous—graphe de Af; est 'intersection des sous—graphes des fj,
donc fermé si ces derniers le sont.

Noter que si fet g sont scs, f Vg, en général, ne I’est pas (sauf si ’ordre de
T est total, comme dans le cas des fonctions numériques) car le sous—graphe de
f v g n’est pas la réunion des sous—graphes de f et de g.

COROLLAIRE 4. Avec les mémes notations, toute application f de E dans T
admet une plus petite majorante scs et une plus grande minorante sci.

Sil’espace E est localement compact, le treillis F(E) des fermés de E, muni
de sa topologie de Choquet usuelle, est un treillis COF. On obtient dans ce cas
les critéres suivants (que j’énonce seulement dans le cas sci).
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CRITERE 3-2.  Soit f une application d’un espace E localement compact dans
un treillis COF T. Soit a la dilatation de $P(E) dans T définie par :

a(A) = VE(A)  (AEP(E))

et S I’érosion associée T—=P(E), i.e. S(z) = f~1(M?). Pour que f soit sci, il faut
et il suffit que I'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :
a) L’érosion S est une application scs de T dans F(E).

b) S(z) est fermé dans E pour tout z €T et My k) est fermé dans T pour tout
compact KCE.

¢) Larestriction de a & F(E) est une dilatation sci du treillis F(E) dans T.

S sera scs de T dans F(E) si S(z)EF(E) pour tout z€T et si
S~ TFk) = Mgk) est fermé dans T: les conditions a) et b) sont donc
équivalentes.

Dire que I’érosion S applique T dans F(E) équivaut a dire que la restriction
de a 2 F(E) est une dilatation du treillis F(E) dans T (corollaire du lemme 1—-2).
D’apres le corollaire 1 du théoréme 3—4, cette dilatation F(E) dans T est alors
sci si et seulement si 1’érosion S est scs. D’ou I’équivalence de a) et c).

On a vu (critére 3—1) que f est sci si et seulement si ’application x—=Mjsy)
est scs. Prolongeons cette application par la dilatation A—Mjy,) de P(E) dans
P(D).

La dilatation réciproque (de $P(T) dans P(E)) est
B—SB) = U{S(z) .z B)

Il résulte alors du théoréme 3—3 de [4] que x >Mj(y) est scs de E dans J(T)
(identique ici & F(T)) si et seulement si S(z) est fermé pour tout zE€T et Mgk,
compact (i.e., ici, fermé) pour tout compact KCE. Donc la condition b) est
équivalente a la semi—continuité inférieure de f.

(N.B. — Le théoréme cité est démontré, en fait, dans le cas d’une dilatation de P
dans lui—méme. Mais la démonstration s’applique aussi bien a une dilatation
PE)—->P(E’), ot E et E’ sont deux espaces localement compacts.)

Notons ce corollaire simple :

COROLLAIRE 5.  S(z) = f~1(M?) est fermé pour tout zET si et seulement si
“ Vf(A) = V{(A) pour tout A€E.
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C’est, en effet, d’aprés le corollaire du lemme 1-2, la condition pour que
la restriction & F(E) de la dilatation a soit encore une dilatation.

La propriété énoncée dans le corollaire ne suffit pas en général pour que f
soit sci (il faut de plus que S soit scs ou a sci). Mais nous verrons qu’elle est
suffisante dans un cas particulier important (treillis COF a topologie scs
maximale).

THEOREME3-S5. Soient T et T’ deux treillis COF et fune application croissante
de T dans T". Si f est scs, elle est | —continue. Si f est sci, elle est 1—continue.

En effet, supposons f scs et soit x;{x = Ax; dans T. Ona f(x;) | a= A f(x;),
puisque f est croissante, et donc aussi f(x;)—a dans le treillis T’ COF. Donc
a < f(x), f étant scs. Mais f(x;) > f(x) entrainea = Af(xj) > f(x). Donca = f(x),
et f(x) est |—continue.

En général, la réciproque est fausse : il existe en général des applications

J—continues mais non scs de T dans T’, sauf dans le cas déja mentionné d’'un
treillis T COF a topologie scs maximale (par exemple un treillis F(E)).

THEOREME 3-6. Soit T un treillis COF. Une ouverture (resp. une fermeture)
sur T est scs (resp. sci) si et seulement si son domaine d’invariance est fermé.

Soit y une ouverture sur T, B son domaine d’invariance. Soit b; une famille
filtrée dans B convergeant vers b dans T. Comme y(b;) = bj, si y est scs, il vient
b = limy(b;) < y(b). Doncb = y(b), puisque y est une ouverture, i.e. b EB : Best
fermé.

Inversement, supposons B fermé et soit x; une famille filtrée avec x;—x
dans T. Soit a une valeur d’adhérence de y(xj). On a a€B, B étant fermé, et
v(x;) < x; entraine a < x. Il en résulte a = y(a) < y(x) et Iimy(x;) < y(x).

COROLLAIRE 1 (ALGEBRIQUE). Soit T un treillis. Une ouverture (resp.
fermeture) sur T est |—continue (resp. }—continue) si et seulement si son
domaine d’invariance est stable pour | (resp. stable pour 1).

La démonstration est a peu prés la méme.
COROLLAIRE 2. Soit T un treillis COF, et B le domaine d’invariance d’une

ouverture scs ou d’'une fermeture sci sur T. Alors B est un treillis COF (pour
la topologie et I’ordre induits).

D’aprés le théoréme, B est fermé, donc compact. B est donc un espace
compact pour la topologie induite. Il est complétement réticulé pour l'ordre
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induit, en tant que domaine d’invariance d’une ouverture ou d’une fermeture.
EnfinI’ordre induit sur B est fermé, puisqu’une famille filtrée x;dans B converge
vers x dans B si et seulement si elle converge vers x dans T.

Pour les fermetures scs, ou les ouvertures sci, le critére est un peu moins
simple :
TukorEME 3-7. Soit T un treillis COF. Une fermeture ¢ sur T est scs si et
seulement si son domaine d’invariance B vérifie la propriété suivante : Tout
b €B admet un systéeme fondamental de voisinage fermé sci de la forme M),
F € ¥(T), autrement dit : pour tout b €B et tout ouvert scs G tel que MP CG,
il existe un fermé F dans T avec :

* (4]
MP c M*P) ¢ M¢P ¢ G

En effet, supposons ¢ scs. Soit b €B et G ouvert scs contenant MP. Comme
b = ¢(b) et que ¢ est scs, il existe un autre ouvert scs G’ avec MPCG’ et
MY CG’= M®Y CG. Comme MP admet un systéme fondamental de voisinages
fermés, il existe un fermé F dans T tel que :

) |
Mt c M" ¢ MF c G’

Comm% MYC g}’ entraine M®¥) CG, on a M®® CG. De plus, MF c M¥F)
entrainant MF C M¢(F) c M®® il vient :

M® ¢ M*P c Me® c G

Réciproquement, soit x €T et M®® C G, ouvert scs. Si la condition de
I’énoncé est satisfaite, il existe un fermé F dans T avec M®® c M®® c M¢*® G,
Comme MX est contenu dans M®®, on a M* C M®®). Pour tout y €T, MY C M%F)
entrainey € M®F), soity < ¢(z) pour un z EF. Ceci entraine ¢(y) < ¢(z), et donc
MW cM®®) CG : ¢ est bien scs. B

Noter que, ¢ étant scs, pour tout fermé F, M®®) est un fermé sci (critére
3-2). Comme ¢ est une fermeture, x € M¥F) équivaut a ¢(x) eM®),
Autrement dit, le fermé sci M®(F) est saturé pour ¢. (Un ensemble A est dit saturé
pour une application fsi xEA et f(y) = f(x) entraine y €A). '

Inversement, d’ailleurs, si un fermé sci F = MF est saturé pour ¢, il est de
cette forme, car ¢(F) CF entraine M®P) CcMF et donc 1’égalité puisqu’on a
toujours MF c M¥(F),
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D’autre part, la condition de I’énoncé du théoréme 3—7 entraine que, pour
tout ouvert G, I’ensemble :

G, = U[{M’:beB, M’ CG]

est encore ouvert : il s’agit donc d’un ouvert scs, manifestement saturé pour ¢,
ie G = qu(c M0. Inversement, d’ailleurs, tout ouvert scs saturé pour ¢ est

de cette forme.
On peut donc réénoncer le théoréme 3—7 sous la forme suivante :
CoRrOLLAIRE 1. Soit T un treillis COF et B le domaine d’invariance d’une
fermeture ¢ . Alors ¢ est scs si et seulement si pour tout b €B et G € G(T) tels

que MP CG, on peut trouver un ouvert G; scs et saturé pour ¢ et un fermé
F; = MFi sci et stauré pour ¢ tels que :

MPC G, cMFiCG

Considérons alors sur T la topologie (; constituée des guverts saturés pour
¢. Elle est moins fine que §(T), donc quasi—compacte, et non séparée (sauf si
¢ est I'identité : si elle est séparée, on a § = (G, d’aprés le lemme 2—1, et tout
point x est un fermé saturé, i.e. x = $(x)).

Munissons B de la topologie induite par G;. Alors B est un espace
quasi—compact pour cette topologie. Car tout recouvrement de B par des ouverts
saturés pour ¢ est nécessairement aussi un recouvrement de T lui—méme — et
on peut donc en extraire un recouvrement fini.

En fait, B est méme compact pour ;. En effet, si b et b’ sont deux
éléments distincts dans B, avec par exemple MPAMp =¢, on a
MPCG = ch’- D’apres le corollaire, il existe donc un ouvert scs G et un fermé

sci MF1 _saturés pour ¢ avec :
MPc G, cMRiCcG ; b ¢Mh
Donc B, muni de G; est séparé, donc compact.

Enfin, pour tout bEB, MP est un fermé saturé, ainsi que :

My={x:xET, ¢ >b]=¢"1 M,)

Comme on a My N B = Mb M B, on voit que 'ordre induit sur B est
partiellement fermé. Enfin, d’apres le corollaire, le critére 2—1 est satisfait, de
sorte que I'ordre de B est méme fermé. Finalement, donc, B est un treillis COF.

Enongons :
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COROLLAIRE 2. Soit ¢ une fermeture scs sur un treillis COF T et B son
domaine d’invariance. Alors B est un treillis COF pour ’ordre induit et pour
la topologie induite par la classe G; des ouverts de T saturés pour ¢. (Les
fermés scs et sci de la topologie (§; sont les ensembles ¢~ 1(Mp) et M9E),
Fe ().

Considérons maintenant, plus généralement, sur un treillis COF T une
application scs croissante et idempotente vy : T—T". Son domaine d’invariance
B est complétement réticulé. Désignons par B son domaine d’extensivité :

I\§=[x:x€T,x<1p(x)}

qui est le domaine d’i 1nvar1ance de la plus grande ouverture mmorant P,
habltuellement désignée par w Si v est scs, on vérifie immédiatement que&e_s_t
fermé, i.e. lp est elle—méme scs (théoréme 3-6). D’apres le corollaire 2 du
théoréme 3—6, B est un trelllls COF (pour la topologie et I'ordre induit).

Désignons alors par ¢ la restrlc&lon ¢y a son domaine d’extensivité B Par
définition, ¢ est une fe_rnLtu_r_e sur B son domaine d’invariance est encore B,
et ¢ est encore scs sur B (puisque B est fermé). D’apres le corollaire 2 du
théoréme 3 7, B est donc un treillis COF pour la topologie induite par les
ouverts de B saturés pour ¢. Les fermés de cette topologie sont engendrés par
les éléments

o '(Me N 1V3) et MOFB) nﬁ (FE F(T))

v \'%
En fait, on a toujours ¢~ !(Mg M B) =B N v~ !(My), de sorte que la
topologie COF sur B est induite par :
— les fermés scs Y~ !(Mg), FEF(T)
A\
— les fermés sci MY®) Fe F(T), FCB.

Notons que ¢ 1(Mp) B =MrNB, car x€B équivaut a Yx) = x.
Enoncons :

THEOREME 3-8, Soit T un treillis COF, ¢ une application scs, crmssantg
idempotente de T dans lui—méme, B son domaine d’invariance et B son
domaine d’extensivité (fermé dans T). Alors B est un treillis COF pour ’ordre
induit et la topologie définie par :

e ses fermés scs MpN B, Fe %F(T)
e ses fermés sci MY® B, Fe ¥(T), FCB.
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Note sur le chapitre 3.

Les limites Sup et Inf topologiques ne sont pas abordées dans [10], qui ne
s’intéresse qu’aux limites monotones, non plus que les semi-continuités
correspondantes. Le théoréme 3—2 leur est étranger, ainsi que son corollaire
fondamental, selon lequel la donnée d’une demi-—topologie détermine
complétement une topologie COF.

Les théorémes 3—6, 3—7 et 3—8 constituent de larges généralisations des
résultats analogues établis dans [10] dans le cas particulier des treillis a
A —continu (treillis “continus” dans leur terminologie). Voir Théoréme
I-2-14, dans [10].
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Chapitre IV
Les topologies sci minimale et scs maximale

Soit T un treillis COF et I la classe des parties finies de T, i.e. tout I €T est de
laforme I = {x3,...,xn} avec €T, i = 1,...,n. Comme M* est un fermé sci pour
chaquex €T, pourtout I€Y, M! réunion finie de fermés sci est encore un fermé
sci, ainsi que toute intersection (finie ou non) M| MY, I; €I d’ensembles de cette
forme. Les complémentaires de ces ensembles, et, en particulier les CMI sont
donc nécessairement des ouverts sci. Autrement dit la topologie engendrée par
les CMI est toujours moins fine que que la topologie sci du treillis COF. Nous

I’appellerons topologie sci minimale, ou encore topologie (:MI Par dualité, on
voit que les CMI engendrent de méme la topologie scs minimale.

En sens inverse, on a vu que, dans un treillis COF T, la convergence
monotone Xx; |X entraine la convergence topologique x;—x. Il suit de la que tout
fermé F de T est stable pour | (et naturellement aussi pour ). En particulier,

tout fermé scs Mr est stable pour | et permis pour V. Nous désignons par d la
classe des parties de T stables pour | et permises pour V et par Ma, en général,

plutdt que A, pour rappeler la v —hérédité, les éléments de cette classe. Comme

la classe d contient les fermés scs, la topologie engendrée par les complémen —

taires CM adeséléments de A est toujours plus fine que la topologie scs du treillis

COF. Nous I’appellerons topologie scs maximale, ou topologie (:MA. Par dualité,

évidemment, les complémentaires des parties stables pour 1 et permises pour
A engendrent la topologie sci maximale, ou topologie CMA-

En fait, la classe des CMA, A €4 est stable pour 'intersection finie et la
réunion infinie, de sorte que les ouverts de la topologie scs maximale sont,
exactement, les CMA, A ed. Cela résulte dans le lemme suivant :

LEMME 4-1. Soit T un treillis, et d la classe des parties de T stables pour | et
permises pour V. Cette classe @ est stable pour I'intersection infinie et pour
la réunion finie.

Il est immédiat que la classe @ est stable pour I'intersection. Soient A et A’
deux éléments de d et x; une famille filtrante décroissante contenue dans la
réunion A | JA’. Posons x = Ax; et montrons x€EA|JA’.

S’il existe un indice ig tel que x; €A’ (par exemple) pour j > ig, alors x €A,
puisque A est stable | et x; €A pour j > ig. Si ce n’est pas le cas, pour tout i €1,
il existe j > i avec x; €A’ et, évidemment x; < x;. Sil’on désigne par J la classe
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des j €I tels que x;EA’, nous obtenons ainsi une famille filtrante décroissante

dans A’ admettant la méme limite monotone AJ X; = /\I x; = x que la famille
. j ie

x;. D’ot xEA’, puisque A’ est stable |. 1€ l

Le troisicme théoréme de structure

Voici maintenant un important théoréme.

THEOREME 4—1. (TROISIEME THEOREME DE STRUCTURE). Soit T un treillis

algébrique, 9 la classe des parties finies de T, @ celle des parties stables pour
| et permises pour V. La topologie engendrée par les CMI, I€Jetles CMA,

A €da, ou topologie (:MI —(: M _est quasi—compacte. En particulier, elle est
compacte si et seulement si elle est séparée. Elle fait alors de T un treillis

compact & ordre fermé (COF).

Pour démontrer cela, posons d’abord une définition et deux lemmes.

DEriniTION.  Soit T un treillis algébrique et f une classe de parties de T stable
pour Pintersection infinie. Nous dirons que J est une classe compacte si, de
toute famille S; dans J d’intersection vide, on peut extraire une famille finie

d’intersection vide :
NS;=¢, S, EY pourtout iEl =13 iy,...,in €1
iel :
avec Sil N NS =9

Un résultat trés important, classique en topologie générale, est le suivant :

LEMME4-1. Si £ est une classe compacte dans un treillis T, la classe ' stable
pour la réunion finie et I'intersection infinie engendrée par § est encore une
classe compacte. En particulier §' est la classe des fermés d’une topologie
quasi—compacte sur T.

Démonstration, par exemple, dans [6].

On sait que le Sup d’une famille vide dans T est le plus petit élément o €T.
Ainsi toute partie de T stable pour V infini contient o et ne peut donc étre vide.
Pour éviter cet inconvénient, il faut introduire la classe des parties stables pour
le Sup non vide, i.e. les parties C telles que B = ¢, BCC entraine VBEC. Il
revient d’ailleurs au méme de dire que C est stable pour le Sup fini et pour 4. Avec
ces précisions, voici le second lemme :
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LEMME 4-2. Soit T un treillis algébrique. La classe C des parties de T stables
pour_V (infini, non vide) et pour | (ou, ce qui revient au méme, pour V fini,

1 et }) est une classe compacte.

Tout d’abord, il est immédiat que la classe C est stable pour I'intersection
infinie. Notons aussi que pour chaque C € C non vide on a vV C &C, puisque C
est stable pour VvV (non vide).

Soit alors C;, i €1 une famille infinie dans C. Désignons par J la classe des

parties finies J de I, et, pour chaque J € 9, posons :
CG=NC; yy=VvEG
i€l

Supposons qu’aucune intersection finie Cj ne soit vide. On a alors yy €Cy,
d’aprés ce qui précéde, puisque Cj € C est stable pour V et non vide. La famille
yJ, J € Jest filtrante décroissante dans T. Posons y = /\ Yy i.e. yg | y. D’autre
part, pour chaque J&J,on a:

C; CCyetyp,€C; pour 'OJ

Comme Cj est stable pour |, il en résulte yEC; Par suite
yeE NG = @l C, et cette intersection n’est pas vide — ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Revenons a la démonstration du théoréme 4-1.

Pour tout x €T et tout AEQ, M* et My appartiennent a la classe C du
lemme 4-2. La classe stable pour M engendrée par ces éléments est donc encore
une classe compacte, ainsi, d’apres le lemme 4—1, que la classe stable pour (U
finie et N infinie qu’elle engendre. Mais cette classe n’est autre que la classe des
fermés de la topologie CMI - CMA. Cette topologie est donc quasi—compacte, et
compacte si, de plus, elle est séparée.

Dans ce dernier cas (topologie CMI - CMA séparée, donc compacte), le
treillis T, muni de cette topologie, est a ordre partiellement fermé : car M* est du
type ML donc fermé, pour tout x €T, et My est manifestement stable pour | et

v —héréditaire, donc fermé du type Ma. Nous verrons qu’en fait T est COF (voir
ci—dessous la démonstration du théoréme 4-2).

COROLLAIRE. Si la topologie sci d’'un treillis COF T est minimale, sa topologie
scs est maximale, i.e. sa topologie COF coincide avec la topologie CMI - CM A

De fait, si la topologie sci de T est minimale, la topologie CMI - CMA est
plus fine que la topologie COF de T. Elle est donc séparée, comme celle—ci, donc
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elle—méme compacte, d’apres le théoréme. Etant compacte et plus fine que la
topologie séparée COF, elle coincide avec celle—ci, d’aprés le lemme.2~1.

N.B. — Ce corollaire précise, dans un cas particulier, I’énoncé fondamental du
corollaire du théoreme 3—2: la seule topologie COF possible associée a la
topologie sci minimale est la topologie CMI - CMA. J’ignore si la réciproque est
vraie, n’ayant trouvé ni démonstration, ni contre—exemple. Je conjecturerais
volontiers qu’il en est bien ainsi, a savoir qu'un treillis COF a topologie scs
maximale est aussi a topologie sci minimale.

Le quatriéme théoréme de structure

D’aprésleslemmes 4—1 et 4—2, la topologie engendrée par les complémentaires
des éléments de la classe C est quasi—compacte. Nous l’appellerons la
C—topologie. Cette C—topologie est compacte si et seulement si elle est séparée.
D’autre part, elle est plus fine que la topologie CMI-— CMA définie ci—dessus
(puisque les M*, x €T et les My, A €4 sont dans C). Pour une comparaison plus
précise, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 4-3. Avec les notations du lemme 4-2, pour tout C €C, et non vide,
ona:

MC =MVC ; Mcea ( v —héréditaire et stable })

En effet, C étant non vide,ona v C &C et par suite MVC cMC. L’inclusion
inverse étant toujours vraie, 1'égalité en résulte.

Soit x; une famille filtrante décroissante dans Mc, et x = Ax; sa limite
monotone. Pour chaque indice i, il existe y; €C avec x; > y;. La famille x; étant
décroissante, on a aussi x; > V.y; = z;avecz; €C (stable Vv non vide). Mais les
z; forment une famille filtrante décroissante dans C. Leur limite monotone
z = Az;est donc dans C (stable |), et x; > z; donne x; > z = Az; et donc aussi
X = Ax; > z. Donc x €M, et M est stable pour |.

THEOREME 4—2. (QUATRIEME THEOREME DE STRUCTURE). Si 'une des deux
topologies C et CMI - CMA d’un treillis T est séparée, ’autre I’est aussi. Elles
coincident alors, sont compactes et font du treillis T un treillis COF.

Supposons séparée la topologie CMI - CMA . La C—topologie, plus forte,
est séparée elle aussi, donc compacte (puisque déja quasi—compacte). Etant
compacte et plus forte que la topologie séparée CMI— CMA, elle coincide avec
celle—ci d’aprés le lemme 2-1.
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Supposons maintenant la C—topologie séparée, donc compacte. Soient x et
y deux points distincts dans T avec, par exemple, x <y, soit My NMY = ¢. My
et MY sont fermés pour la C—topologie, donc, ici, compacts et admettent donc,
dans ’espace T compact pour sa C~—topologie, deux voisinages ouverts disjoints.
Or si I’on désigne par C; la classe stable pour la réunion finie engendrée par C,
les complémentaires des éléments de C; forment une base de la C—topologie.
1l existe donc B et B’ dans C; tels que:

M, CBC ;MYCBC ; BEO\BC=4¢
D’aprés le lemme 4-3, tout élément BE €y, i.e. de la forme C; U ... UCy

(C;eQ,i = 1,...,n) vérifie Mg = U M €4, puisque A est stable pour la réunion
finie (lemme 4—1), et MB = Y MVCi est de la forme ML I€J. Les relations

M,c (MBCBC ; Mvc (Mg CBC

signifient donc que My et MY admettent deux voisinages disjoints, le premier du
type CMI et le second du type c Ma. Donc la topologie CMI— c My est elle—
méme séparée.

Ces deux topologies coincident donc et sont compactes, d’aprés la premiére
partie de la démonstration. Le critére suivant montre de plus qu’il s’agit d’une
topologie COF, ce qui achéve la démonstration du théoreme 42 — et aussi celle
du théoréme 4-1.

CrITERE 4-1. Soit T un treillis algébrique. Pour que la topologie CMI - C Ma
soit COF sur T, il faut et il suffit que pour x et y €T avecy <« x, on puisse trouver
dans T une partie finie I et une partie M permise pour V et stable pour | avec :

mMxe [ MacM! ; MyC ([ M!

Il résulte immédiatement du critére 2—1 que la condition est nécesssaire.
Inversement, supposons la vérifiée. Elle entraine déja que la topologie
c MI- c M, est séparée, donc compacte et 4 ordre partiellement fermé. Montrons
qu’elle vérifie le critéere 2—1 (donc est COF).

Soit G un ouvert, x €T et M* CG. Pour chaque y €GC, il existe une partie
finie Iy et une partie Ay stable | et permise pour V avec
mxc [ A,cMY ; ye (Mb

Le fermé GC, compact dans T, est couvert par un nombre fini de tels ouverts
(MY, et on a donc
Mxc N (A,.c N MYCG
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Or, la classe d est stable pour la réunion finie (lemme 4-1), donc N CA),i
est encore du type CM A-De méme, la classe des M! est manifestement stable pour
I'intersection finie, et (| MY est encore du type ML Donc le critére 2—1 est
satisfait, et le treillis est COF.

Remarque. — L’identité des classes stables pour | finie et (O infinie
engendrées par la classe C et la classe C MI- C My est une propriété combinatoire
trés surprenante. Mais nous ne ’avons établie que moyennant une hypothese
de séparation (théoréeme 4—2). J’ignore si elle subsiste dans le cas général.

Notons aussi qu’il existe certainement des treillis COF qui ne sont ni
c MI- C Ma, ni C M- C MA, Il suffit, par exemple, de considérer le treillis T x T’
produit de deux treillis COF T et T” (il est lui—méme COF, voir plus loin). Si T
est CMI et T’ CMI, le treillis T X T’ ne peut pas appartenir a I'un de ces types
simples.

Exemple simple : le treillis J6 des couples (EG) = (A, zgs) F e F(E),
G €((E) avec F DG, ou E est un espace localement compact, voir [9], pages
11-12.

Critére pour la topologie scs maximale (M)

THEOREME 4-3. (CINQUIEME THEOREME DE STRUCTURE).  Soit T un treillis COF.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) La topologie scs de T est maximale (C Ma)
b) Toute application f croissante et |—continue de T dans un autre treillis
COF T’ est scs.

Soit feroissante de T dans T°. D’apres le théoréme 1—4, elle est | —continue
si et seulement si I'image inverse d’un fermé scs maximal de T’ est un fermé scs
maximal de T. Ainsi, quelle que soit la topologie COF de T’, tout fermé scs My,
étant du type Ma’, a pour image inverse L(Mp) une partie de type Ma, AEQ
dans T, donc fermée si T a la topologie scs maximale. Ainsi a) entraine b).

Inversement, supposons remplie la condition b), et soit A une partie de T
stable pour | et permise pour V. Il est immédiat que I'indicatrice 1, constitue
une application croissante et |—continue de T dans le treillis COF T’ = {0,1}.

D’apreés la condition b), cette indicatrice est scs. En particulier, A est fermée,
comme image inverse du fermé scs de T’ = {1}. Ainsi b) entraine a).

Voici maintenant quelques importants corollaires. On notera que le
corollaire 2, notamment, suggere fortement la conjecture selon laquelle tout
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treillis COF admettant la topologie scs maximale a nécessairement aussi la
topologie sci minimale.

CorOLLAIRE 1. Soient T et T’ deux treillis COF. Si T a la topologie scs
maximale, toute érosion de T dans T’ est scs et toute dilatation de T’ dans T
est sci.

En effet, toute érosion est | —continue et croissante. Si T a la topologie scs
maximale, toute érosion de T dans un treillis COF quelconque est donc scs
d’aprés la condition b) du théoréme. D’apres le corollaire 1 du théoréme 34,
toute dilatation de T’ dans T est alors sci, puisque ’érosion associée est scs.

CoROLLAIRE 2. Si E est un espace localement compact et T un treillis COF
admettant la topologie scs maximale CMA, une application f de E dans T est
sci si et seulement si pour tout z €T 'image inverse {~ }(M2) est fermée dans
E.

La condition est nécessaire puisque M? est toujours un fermé sci dans T.
Inversement, si T a la topologie scs maximale et si I’érosion z—s(z) = f~ 1(M2)
applique T dans le treillis COF F(E), cette érosion est scs, d’apres le corollaire
1, et f est sci d’apres la condition a) du critére 3—2.

CoroOLLAIRE 3. Soient T et T’ deux treillis COE Si T a la topologie scs
maximale, une application f croissante de T dans T’ est scs si et seulement si
pour tout z’ €T’ 'image inverse f~1(M,) est fermée dans T.

Cette condition, évidemment nécessaire, est suffisante, car elle entraine
que f est |—continue (condition c) du théoréme 1-4) donc scs d’aprés la
condition b) du théoréme 4—3.

CoROLLAIRE 4. Soient T et T’ deux treillis COF, admettant I’'un et I’autre leur
topologie scs maximale CMA. Alors, toute anamorphose a de T sur T’ est
continue, ainsi que ’anamorphose inverse.

C’est 1a une conséquence immédiate du corollaire 1 : en tant qu’érosion, a
est scs, pusique T a sa topologie scs maximale, et sci, en tant que dilatation,
puisque, cette fois, T’ a, lui aussi, la topologie CMA. Méme raisonnement pour
I’anamorphose inverse.
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Critéres pour la topologie sci minimale ({; M1

Ces critéres sont moins spectaculaires. Enoncons les pourtant.

CRITERE 4-2. Un treillis COF T admet la topologie sci minimale si et
seulement si I'une des quatre conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

a) Pour tout z€T, M? = ({ ML, I€4, M! D M?%
b) Tout ouvert scs G = CMF est de la forme :

0
G = {M‘,Ieﬂ, M! C G}

I
¢) Pour tout fermé E MF = A {ML 1€, 1\3[ O MF}

d) Pour tout fermé E MF = n{M! 1€, M! D MF}
La condition d) exprime exactement que la topologie scide T est engendrée
par les ML, I € J (ensemble des parties finies de T). Il reste a vérifier I’équivalence

des quatre propriétés énoncées. C’est un simple exercice sur la propriété
d’intersection finie dont je laisse le soin au lecteur.

Plus intéressant, peut —étre, est le théoreme suivant.

THEOREME 44. Un treillis COF T a la topologie sci minimale si et seulement
si pour toute famille filtrante décroissante B; dans P(T) on a :

(a) A Mg =AM Mg

ou encore : si et seulement si pour toute famille x;, i €I dans T filtrée par une
base de filtre B on a :

Bea BES®

L’équivalence des relations (a) et (b) est immédiate, puisque lesx(B), BE B
forment une famille filtrante décroissante dans P(T), et qu’inversement toute
famille filtrante décroissante B; dans $(T) peut étre mise sous cette forme.

Supposons que T a la topologie sci minimale, et montrons la relation (b).
Soit x; une famille filtrée dans T. La topologie de T étant CMI, on aura

X < lim x;

si et seulement si pour tout z€T tel que x € CMZ, on peut trouver B € B avec
x(B)C CMZ, c’est—a—dire x(B) NM?Z = ¢ ou encore z &Myp). Mais ceci
équivaut a :
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si z EMy(p) pour tout BE®, alors z&€M;, donc a :

m MX(B) C Mx
BESD
ou encore :
X< A m Mx(B)
Par suite, on a bien lim x; = A M)

Inversement, supposons vraies les relations (a) et (b). Pour tout x €T, My
est 'intersection des CMI (I parties finies de T) qui le contiennent. Comme la
classe des M! est stable pour la réunion finie, les CMI qui contiennent My
forment une famille filtrante décroissante dans P(T). Posons, pour simplifier :

Br = (M!
B = Mg, puisque Bj est V —héréditaire, de sorte qu'’il vient :
BICECME
Orona x = A{B;:B;DM}. D’apres a) il vient donc :
x= AN {Br:BiIDM} = A N {ME:BIDMX}

L’ensemble de droite est vV —héréditaire, comme intersection d’ensembles
v —héréditaires, et contient My. Or, il est clair que xEMp et x = AMj
entrainent My = M. On trouve donc :

My = () {Mg : (MIDOM,}

Ainsi, pour deux points distincts x et y dans T, avec par exemple x «y, i.e.
y &My, on peut trouver une partie finie I de T avec :

MyC (MIc (M c My et Wc (M

Cela signifie que la topologie engendrée par les CMI et les c Mg est
séparée. Or elle est manifestement moins fine que la topologie compacte (ClOF)
de T, puisque les ML et les ME sont fermés pour cette derniére. D’apreés le lemme
2—-1, ces deux topologies sont donc identiques. Mais cela revient bien a dire que
les CMI engendrent la topologie scide T : T a donc bien la topologie sci minimale.
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Compléments

Si B est une partie fermée d’un treillis COF T et complétement réticulée pour
I’ordre induit par T, B constitue elle—méme un treillis COF (avec un Sup et un
Inf qui ne coincident pas, en général, avec Vet A).Iln’est pas vrai, en général,
qu’une propriété d’extrémalité de la topologie de T (sci minimale, scs maximale
etc.) se transmette a B. Dans le cas particulier cependant ou B est le domaine
d’invariance d’une ouverture scs sur T, on a les résultats suivants :

THEOREME 4-5. Soit T un treillis COF et B une partie fermée de T stable pour

v (donc o €B et B est complétement réticulée). Alors B est un treillis COF. Si
la topologie sci de T est minimale ou si sa topologie scs est maximale, B posséde
la méme propriété.

Soit y l'ouverture admettant B comme domaine d’invariance, ouverture
scs puisque B est fermé (théoréme 3—6), donc | —continue (théoréme 3—5). Soit
T’ un treillis COF quelconque, et f une application croissante et |—continue de
B dans T’. B étant stable pour |, ’application {’ = foy de T dans T’ est encore
}—continue. SiT est CMA, f est scs, d’apres le théoréme 4—3. La restriction f
de £ au fermé B est donc elle—méme scs. Il en résulte (théoreme 4—3) que B a
elle—méme la topologie scs maximale.

Supposons maintenant que T ait la topologie sci minimale. Nous
désignerons par y louverture scs sur T admettant B comme domaine
d’invariance.

Soit F un fermé de B, c’est—a—dire (B étant fermé dans T) un fermé de T
contenu dans B, F CB. Dans T, F est 'intersection des ML qui le contiennent (I,
partie finie de T). Soit I = {x;,... Xxg) une partie finie de T avec F cM! Pour
i=1,..kposonsFi = F N M*% Ona VF;EB,Bétantstable pour v,et VF; < x;
entraine done VF; < y(x;), soit F; C MY®), Ainsi :

FCB M M! équivauta FCB M MYD

F étant ’intersection des M! qui le contiennent, on en déduit que F est aussi
Pintersection des parties de la forme B\ MY®D qui le contiennent (car
MYD cMD). Comme les y(I) sont des parties finies de B, il en résulte bien que le
treillis COF B a la topologie sci minimale.
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THEOREME 4-6. Soient T un treillis COF, ¢ une fermeture scs sur T, B son
domaine d’invariance, qui est lui—méme un treillis COF pour I’ordre induit et
la topologie (induite par les ouverts saturés pour ¢) G (corollaire 2, théoréme
3—17). Alors, muni de cette topologie Gy, le treillis B a la topologie sci minimale
ou la topologie scs maximale dés que T posséde lui—méme cette propriété.

D’apres le théoréme 3—7, pour tout b €B et tout ouvert G DMP, on peut
trouver un fermé F avec

MP ¢ MO®) ¢ M®P) C G

Si T a la topologie CMI, on peut de plus trouver une partie finie I avec

o] (o]
Mb c M! ¢ M! C M®E)
ce qui entraine
Mb © MDD © MOD © MP C G

Donc MP admet un systéme fondamental de voisinages fermés sci de type
MOD c’est—a—dire M! avec I’ fini CB. Cela signifie que les M*D N B
engendrent la topologie sci de B, i.e. que cette derniére est elle—méme CMI.

Supposons maintenant que T ait sa topologie CM A. Sifest une application
croissante et |—continue du treillis B dans un treillis COF T’, I’application
f = fo¢ de T dans T" est encore | —continue, donc scs (théoréeme 4—3). Soit My
un fermé de T’. Pour xE€B, ie x€¢Kx), fx) = f¢px) EMp équivaut a
xEB NP~ I(Mp) donca ¢(x)EF~1(Mp), fermé scs, puisque f” est scs.

Pour x€B, ie. x=¢x), on a fx)=fpx)=f(x), et par suite
- 1(Mp) = £ 1(Mp) OB pour tout fermé My de T’. Comme f est scs,
£~1(Mp») = My estun fermé scs de T. Mais MpnB = ¢ ~1(Mp) N B est un fermé
scs de B (théoréme 3—7, corollaire 2). Donc f est scs sur B. Par suite B est CMA
(théoréme 4—3) puisque f est une application | —continue quelconque. ll

Voici un théoréme plus général, trés utile en pratique :

THEOREME 4-7. Soit T un treillis COF, ¢ une application scs croissante et
idempotente de T dans lui—méme, et B son domaine d’invariance, qui est un
treillis COF pour I’ordre induit et la topologie définie au théoreme 3—8. Alors,
si T a sa topologie sci minimale, ou sa topologie maximale, le treillis COF B
posséde la méme propriété.

On procéde comme pour la démonstration du théoréme 3—8 : le domaine
B d’extensivité est un treillis COF, CMI ou CM Aen méme temps que T (théoréme



50 Les treillis compacts

4-5). Larestriction ¢ de Y a B étant une fermeture scs, le théoréme 4—6
permet de conclure.

Note sur le chapitre 4.

Voici I’équivalence de la présente terminologie avec celle de [10].

Présente terminologie Terminologie Scott et Lawson
Topo CM' (sci minimale) ............ Upper topology

Topo CM1 (scs minimale) ........... Lower topology

Topo CMA (sci maximale) ........... Scott topology

Topo CM A (scsmaximale)........... Topo de Scott du treillis dual

Topo CMI—CM Ao Topo de Lawson du treillis dual
Topo QMi—=OMA ... ............... Lawson topology

C—topologie ...................... lim—Inf topology, ou c—topology
De méme :

les lemmes 41 et 4-2 équivalent a Lemme IT1-3-5 et Prop. [II-3—6 dans [10]
les théorémes 4—1 et 42 €quivalent a Théoreémes I11-1-9 et I1I-3-9
le théoréme 43 équivaut a Prop. II-2—1

Par contre, les importants corollaires du théoréme 4—3 ne figurent pas
dans [10], ni les théorémes suivants (4—4 a 4-7).
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Chapitre V

Les treillis a Sup continu

Si T est un treillis COF, nous avons vu (théoréme 3—4, corollaire 2) que
I'application F— vV F de F(T) dans T est sci et, de méme, F— AF est scs. Nous
allons nous intéresser, dans ce chapitre, aux treillis dans lesquels I'une de ces
applications est continue. Quitte & remplacer T par le treillis dual T#*, il suffit
d’examiner la continuité du Sup. L’exemple le plus simple de treillis COF a Sup
continu est celui du treillis F(E) des fermés d’un espace localement compact E.
Mais il y en a d’autres. Commencons par quelques résultats simples, et, tout
d’abord, rappelons un résultat qui nous sera utile a plusieurs reprises.

LEMME 5-1. Soit E un espace localement compact et J(E) I'espace des
compacts de E muni de la topologie myope. Une fermeture ¢ sur J(E) est scs
si et seulement si son domaine d’invariance B posséde la propriété suivante :
Tout compact BE P admet un systéme fondamental de voisinages compacts
appartenant 4 B. Autrement dit : pour tout B € B et tout ouvert G contenant
B, il existe B’ € B tel que :

BCB' CB CG

La démonstration, d’ailleurs simple, est donnée dans [9]. On peut aussi
utiliser le théoréme 3-7.

THEOREME 5-1.  Soit T un treillis COF. Si I'application F— V F est scs (donc
continue) de F(T) dans T, alors 'application x—=M; de T dans F(T) est
continue (et T* posséde les propriétés énoncées au théoreme 2—4). En fait, il
suffit méme de supposer la continuité, pour tout x €T fixé, de ’application
z—z Vx de T dans lui—méme.

Il suffit, évidemment, de démontrer la derniére partie de ’énoncé. Soit x;,
i €I une famille filtrée convergeant vers x dans T. L’application x—Mjy étant scs,
puisque T est COF, on a lim M;. C Mydans F(T). Soit z EMy, i.e. z > x. Posons,
pour chaque i €1, z; =z Vx;j, d’oit zi € My. Sil’application y—y V z est continue,
la famille filtrée z; converge vers z vx=z. D’aprés les propriétés de la
convergence dans F(T), cela entraine My ClimM,. Donc My —M dans F(T),
et ’application x—Mjx est continue.
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CRITERE 5-1. Soit T un treillis COF. L’application F— VF de F(T) dans T
est scs, et donc continue, si et seulement si 'une des deux propriétés
équivalentes suivantes est vérifiée.

a) L’application F—=M "F de F(T) dans lui—méme est scs

b) L’application F—M,  de F(T) dans lui—méme est sci (et donc
continue).

D’apres le critere 3—1 (condition c¢)), la condition a) de I’énoncé est
nécessaire et suffisante pour que F— V F soit scs. D’aprés ce méme critere 3—1,
I’application F—M , - est scs, puisque F— V F est sci. Elle sera donc continue si
elle est sci.

Supposons F— Vv F continue. D’aprés le théoreme 51 (et I’énoncé dual du
théoréme 2—4), pour tout ouvert G dans T, M® est un ouvert scs. Or M, € Fg
équivaut a VF €MC. Comme F— VF est scs, 'image inverse par cette
application de I'ouvert scs MY est ouverte dans F(T). Donc F—M , ¢ est sci.

Inversement, supposons F—M,  sci, donc continue (d’aprés ce qui
précede). Avec F ={x}, il en résulte la continuité de I’application x—=Mjy de T
dans ¥(T). D’aprés le théoréme 2—4, pour tout ouvert G de T, MG est alors un
ouvert scs, et tout ouvert scs est de ce type. Comme VFEMC équivaut a
M, € Fg et que I'image inverse de F par I'application F—M , . est ouverte
dans F(T), il en résulte bien que F— V F est scs, et donc continue.

Venons en maintenant au résultat principal.

Le sixieme théoréme de structure

THEOREME 5-2. (SIXIEME THEOREME DE STRUCTURE). Dans un treillis COF T,
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) L’application F— VF de J(T) dans T est continue.

b) Pour tout x €T, M* admet un systéme fondamental de voisinages de la
forme M?, z €T, i.e. pour tout ouvert G DMX il existe z €T tel que :

MX C MZCM2CG

c¢) Leslimites supérieures monotone et topologique coincident, autrement
dit pour toute famille x; dans T filtrée par base de filtre B on a :

Iimx, = A Vv x,=LMSx
BES icB
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L’application F—M VFest une fermeture sur F(T), dont le domaine
d’invariance est constitué des fermés de la forme M*, x €T. D’apres le lemme
5—1 appliqué a I’espace Jo(T) = F(T), cette fermeture est scs si et seulement si
la condition b) est remplie. L’équivalence de a) et b) en résulte, par la condition
a) du critére 5—1.

Montrons que a) entraine c¢). Soit x;, i €1 une famille dans T filtrée par
une base de filtre B. La famille x(B), B € B est filtrante décroissante dans F(T)
(B étant muni de I’'ordre défini par B > B’ si BCB’) et ’application F— VF
étant scs, il vient

vV N x(B) = lim | (v x(B)) = lim | (Vv x(B))
BES
(la deuxiéme égalité résultant de VA = VA pour toute partie A du treillis COF
T). Mais cette limite monotone n’est autre que la limite monotone supérieure
LMS x;. Donc c) est vérifiée.

Enfin, montrons que c) entraine b). Tout x appartenant au treillis cOF T

est Iim du filtre de ses voisinages fermés (corollaire 2 du théoréme 2—4). Si la
condition c) est vérifiée, on a donc:

x = A{VMF:Fe F(T), MF 5 MY

o (o] 0]
Mais MF O M* entraine M, D MVF D MF D M* et vMF = vF =vMVF
On en déduit

(o]
x>A{z:zET,MZDMX}

Cette inégalité est en fait une égalité, puisque l’'inégalité inverse est
triviale, et cette égalité peut s’écrire sous la forme:

(b") M* = ﬂ[MZ:I\(;IZDM"]

Mais cette relation (b’) équivaut a la condition b). Soit en effet un ouvert
G contenant MX. Si la relation (b’) est vraie, la propriété d’intersection finie
montre qu’il existe 23, z3,...z, avec M* C N M% et N M% C G. Mais, avec
z= Az (i=1,...,n), N M% = M? et, s’agissant d’une intersection finie, N M%
est lintérieur de (M M% = MZ Donc il existe bien un z€T avec
M* C M?* C M? C G. (Inversement, la condition b) entraine trivialement la
relation (b’)). Ceci achéve la démonstration, et permet de plus d’énoncer:
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COROLLAIRE 1. Un treillis COF T est 4 v continu si et seulement si pour tout
xET ona:

b M"=ﬂ{MZ:zET, 1{’4231\4*}

CoroLLAIRE 2. Tout treillis COF T a Vv continu admet la topologie sci
minimale CMI et la topologie scs maximale CMA.

Il est clair, en effet, que la relation (b’) entraine la condition a) du critére
4-2, donc un treillis & Vv continu a la topologie sci minimale, et donc aussi la
topologie scs maximale, d’apreés le corollaire du théoréme 4—1.

CoroLLAIRE3. Un treillis COF T est & V continu si et seulement si pour tout
ouvert Gde T on a:

) MO = Uf i, xe G|

En effet, si T est & vV continu, MG est ouvert (théoréme 5—1). Si x €G, M*
est contenu dans I'ouvert MC et, par la condition b) du théoréme, il existe z €T
avec M¥ C M2 C M? C MS. D’out (b”).

Inversement, supposons (b”) vérifiée. Cela entraine d’abord que M est
ouvert pour tout ouvert G, donc aussi, d’aprés la forme duale du théoréme 2-4,
que M= est permis pour A pour tout x €T. Soit alors G =MEC un ouvert scs tel
que x €EG. D’apres (b”),onax € MY pour un y €G, d’out:

(e
xEMYCMYCMS =G

(o] (¢}
Comme MY est permis pour A, on a aussi M* C MY, et b) est vérifiée.

Exemple. — Si E est un espace localement compact, on sait que le treillis COF
F(E) vérifie la propriété:
ImFi= N UF

Be® i€B

pour toute famille F; filtrée dans &F. Ainsi F(E) est 2 Vv continu: ’application
r-U|F,FeT)

de F(F) dans F est continue (on peut méme remplacer I’'union fermée J par
laréunion |, car on vérifie facilement que I'union d’une famille ¢ fermée dans
F est elle-méme un ensemble fermé dans E).
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En ce qui concerne la propriété b), on remarque d’abord que IS/I" est vide si
x est un fermé F de E dont le complémentaire n’est pas relativement compact.
Par contre, si x représente un fermé de la forme CB ou B est un ouvert de E tel
que B soit compact, c’est—a—dire M* = FB, on trouve facilement:

(o] —

Mx=g:B

Or tout fermé F de E vérifie
F=N{B°:Be%, FeJt]

qui est une simple variante de (b).

Le corollaire 2 permet de retrouver un résultat antérieur, a savoir que tout
treillis F(E) est du type (M — (M.

Par contre, I'Inf n’est pas continu sur F(E). On peut voir qu’un ensemble
de la forme My, c’est—a—dire:

[F:FeF, FOF,|
est toujours d’intérieur vide (pour Fo =@, et un espace E connexe).

CrITERE 5-2.  Soit T un treillis algébrique. Pour que la topologie CMI - CMA
(sci minimale — scs maximale) fasse de T un treillis COF a4 Vv continu, il faut
et il suffit que pour tous points x et y de T tels que y < x on puisse trouver z €T
et A CT permis pour V et stable pour | avec:

xe(MACM? et y@&M?

La condition est nécessaire: Si T est un treillis COF a Vv continu et si
My N M* =@, le corollaire lodu théoréme5—2etla cdmpacitéode T montrent qu’il
existe z€T avec M*CM2CM? et y¢M? De plus M? est un ouvert
A —héréditaire, d’apres le théoreme 5—1, donc de la forme CMA.

Inversement, si la condition de I’énoncé est satisfaite, elle exprime en
premier lieu que la topologie CMI - CM A est séparée. Le treillis T est donc COF
pour cette topologie, d’aprés le théoréme 4—2.

De plus, avec cette topologie, la condition de I’énoncé devient: Si y ¢ M?, il
existe z avec Mfodz CM? et yé&MZ La relation (b’) du corollaire 1 du
théoréme 5—2 est donc remplie, et par suite, d’aprés ce corollaire, T est & V
continu.
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Compléments

Pour généraliser la propriété b) du théoréme 5—2, posons la définition suivante.

DEFINITION. Nous dirons qu’une partie B d’un treillis COF T posséde la

propriété de voisinages majorants, (VM), si tout b€B admet un systéme
fondamental de voisinage scs de la forme MP', b’ €B, autrement dit si pour tout

ouvert scs G =MG et tout b €B

(VM) MPCG =3b' eB:MPCMY c MY C G

THEOREME 5-3. Soit T un treillis COF. Alors:

a) Sile domaine d’invariance B d’une fermeture ¢ sur T posséde la
propriété (VM), alors ¢ est scs.

b) Pour que le domaine d’invariance de toute fermeture scs sur T posséde
la propriété VM, il faut et il suffit que le treillis T soit & vV continu.

a) : Simple corollaire du théoréme 3-7.

b) : Si toute fermeture scs sur T a un domaine d’invariance possédant la
propriété (VM), T, domaine d’invariance de l’application identique, posséde
lui—méme cette propriété. D’apres le théoréme 5—2, condition b), T est donc &

V continu.

Inversement, supposons que T soit & V continu, et soit ¢ une fermeture
scs sur T. Soit b €B. Le Sup étant continu, on a:

(o]
b= /\[Z:MZDMb]

Ainsoi b est limite dans T de la famille filtrante décroissante des z €T
tels que M* D MP. Comme ¢ est scs, il en résulte:

¢(b) =b= /\{ (2) : Mz D Mb}
(o]
Or M? D Mb implique M%®@ D MP, puisque ¢(z) > z. Par suite:

b= /\{q)(z) :I{)/Iq’(z)DMb}

Comme T est compact, la propriété (VM) en résulte.
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THEOREME 54.  Soit T un treillis COE ¢ une fermeture sur T, B son domaine
d’invariance. L’application F—¢(VF) de $(T) dans T est scs si et seulement
si B posséde la propriété VM.

Pour tout F € F(T), posons
¢E)=M*VD= M {M*, x€B, M*DF}

Cette fermeture ¢’ sur F(T) est scs si et seulement si 1’application
F—¢(VF) est elle—mémescs (critere 3—1). D’apreslelemme5—1, ilenest ainsi
si et seulement si B posséde la propriété VM, puisque le domaine d’invariance
de la fermeture ¢’ est B ={MP, b €B}.

THEOREME 5-5.  Siune partie B d’un treillis COF T posséde la propriété VM,
la partie B de T stable pour A engendrée par B posséde encore la propriété VM.

En effet, soit z = Ab;,1 €1, b; EB un élément de B et G=MC un voisinage
ouvert scs de z. On a MY CG. D’aprés la propriété d’intersection finie, il
existe iy,...in € I avec MPin N--N M%, C G. On sait ([9], p. 227) que, dans ce
cas on peut trouver des ouverts Gy,...,G,, vérifiant:

bi . n
M %CGg, E=1,..,n et EO] G.CG

D’apres la propriété VM de B, on peut trouver b’E €B, E=1,...,n avec
0, ,
MP: ¢ MP's ¢ MP: ¢ MG
Posons b’ = A b'E, donc b’ €B. S’agissant d’une intersection finie, on a

MP = () MP
et par suite:

O 1
M:ZC N MP:Cc MY Cc MY C G
Donc B possede la propriété VM.

THEOREME 5—6. Soit T un treillis COF a Vv continu. Si une ouverture est scs
sur T, son domaine d’invariance est un treillis COF 4 V continu. Si une
fermeture ¢ est scs sur T, son domaine d’invariance est un treillis COF a v
continu (pour la topologie induite par les ouverts saturés).
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Nous savons déja que ces domaines d’invariance sont des treillis COF du
type CMI - CMA (théorémes 4—5 et 4—6). Si B est le domaine d’invariance
d’une ouverture scs, il est fermé dans T. Donc, pour toute famille x; contenue
dans B, lim x; alaméme valeur au sens de B et de T. Comme, de plus, B est stable
pour V et |, LMS x; a également la méme valeur dans les deux treillis. Donc,
I’égalité de ces limites dans T subsiste dans B, et la conclusion résulte alors du
théoréme 5—2.

SiBestle domaine d’invariance d’une fermeture scs, B posséde la propriété
VM, puisque T est a VvV continu (théoréme 5—3). Mais cette propriété VM
exprime exactement que tout b €B admet, dans la topologie COF de B, un
systéme fondamental de voisinages fermés MP' " B, b’ €B. Cette topologie COF
vérifie donc la condition b) du théoréme 5—2, et B est donca Vv —continue pour
cette topologie.

THEOREME 5-7.  SiT est un treillis COF a v continu, et y une application scs
croissante et idempotente, et B son domaine d’invariance, alors B est a
Vv —continu (pour la topologie COF du théoréme 3—8).

Démonstration analogue a celle du théoréme 4-7.

Exemples. — Sur I'espace F des fermés de Pespace euclidien RN, 'ouverture
F—Fg, avec:

\
Fx=(FoK) &K

(K compact non vide donné) est scs. De méme, la classe des fermés
complémentaires d’un ouvert convexe est stable pour Uet |, donc fermée dans
F et associée a une ouverture scs. Ainsi:

Dans 'espace euclidien RN, le treillis des fermés ouverts selon un compact

non vide donné, et celui des fermés complémentaires d’ouverts convexes sont
tous deux COF et & V continu.

La fermeture convexe sur F(RN) est sci, mais non scs. L’espace des fermés
convexes forme encore un treillis COF, mais il n’est plus & V continu (par
exemple: si Xg est un point fixe et x,— ®, soit {x, } =@ dans F(RN), le Sup de
{xg} et {x,}, au sens du treillis des convexes fermés, est le segment (x¢ xp). Or,
la suite (xg xn) a des valeurs d’adhérence, qui sont des demi—droites d’origine
Xq, tandis que le Sup de {x¢} et de lalimite @ des {x,} est {x¢} lui—méme: le
Sup n’est donc pas continu.
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Par contre, la fermeture convexe est continue sur 96. Donc, d’apres le
théoréme 5-6, la classe des compacts convexes contenus dans un compact
convxee fixe forme un treillis COF a Sup continu.

Note sur le chapitre S.

La notion de treillis COF & A continu correspond exactement au continuous
lattice de [10]. Je n’ai pas conservé la terminologie de [10], car treillis &
V —continu m’a paru préférable a treillis dual d’un treillis continu, et beaucoup
plus explicite.

Le théoréme 5—2 (6éme théoréme de structure) résume dans un énoncé
unique divers résultats de [10], voir notamment théorémes III-3-11 et
VI-3-4.

Les théoremes 5—3 et 5—4 sont nouveaux. Les suivants (5—5 a 5—7)
équivalent au théoréme I-2-14 de [10], mais sont introduits ici comme
conséquence d’un résultat plus général (le théoréme 3—8).
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Chapitre VI

Treillis a v et A continus

Il existe des treillis COF T pour lesquels les applications F— VF et F— AF de
F(T) dans T sont toutes deux continues. Ils sont caractérisés, d’aprés le
théoreme 5—2 et son énoncé dual, par I’égalité des limites monotones et
topologiques: pour toute famille x; dans T filtrée par une base de filtre B, on a:

IImx;= A V x5
BEB i€B

(a)
limx;= Vv A X
BE® i€B

D’apreés le corollaire 2 du théoréme 5—-2, un tel treillis T admet la topologie
sci minimale et la topologie scs maximale, puisque le Sup est continu. Mais, I'Inf
étant lui aussi continu, I’énoncé dual du méme corollaire montre aussi que la
topologie sci de T est maximale et sa topologie scs est minimale. Ainsi, chacune
des deux topologies sci et scs est a la fois minimale et maximale. Cette unicité des
topologies sci et scs entraine, pour le treillis T, une structure algébrique assez
particuliére. Ainsi, toute partie de T de type MA (permise pour A et stable pour
1) est intersection des parties de type M! (1€, parties finies de T) qui la
contiennent, et, de méme, toute partie de type M est intersection des parties de
type M.

Le septiéme théoréme de structure

On vient de voir que, pour les treillis COF, la continuité de Vv et de A équivaut
aI’égalité des limites montones et topologiques, c’est—a—dire aux relations (a)
ci—dessus. On peut se demander s’il peut exister d’autres topologies (non COF)
satisfaisant a ces relations. Si on se limite aux topologies séparées, la réponse est
négative.

THEOREME 6-1. (SEPTIEME THEOREME DE STRUCTURE). Soit T un treillis
algébrique. Pour qu’il existe sur T une topologie séparée réalisant la
coincidence des limites monotones et topologiques (c’est—a—dire satisfaisant
aux relations (a) ci—dessus) il faut et il suffit que T satisfasse au critére 6—1
ci—dessous. Cette topologie séparée, nécessairement unique, fait alors de T un
treillis COF a Vv et A continus.
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(N.B. — Je laisse ouverte la question de savoir s’il existe des topologies non
séparées vérifiant les relation (a) ci—dessus).

Si T est réduit 4 un point (0 =w), le résultat est trivial. Supposons 0 = w.
Pour toute famille filtrée x; dans T, on a toujours LMI x; < LMS x;, donc, si (a)
est vraie :

lim x; < Iim x;

Il en résulte que toute famille x; a des valeurs d’adhérence (sinon Iim x; =0
et lim xj =, ce qui contredit 1’égalité ci—dessus). Il en résulte, classiquement,
que la topologie de T est quasi—compacte, et donc compacte si elle est séparée.
D’autre part, il est immédiat que les relations (a) font de T un treillis 4 ordre
fermé. T est donc COF, et par suitea V et A continus, a cause des relations (a).
En combinant ensuite le critére 5— 2 et son énoncé dual, on obtient le critére 6 —1
ci—apres:

CRITERE_6-1. Un treillis algébrique T admet une topologie COF,
nécessairement unique, assurant la continuité de v et de A si pour tout x et
tout y dans T tels que y < x on peut trouver deux éléments x’ et y’ dans T tels

que :

XEM,, yeM*, M| JM, =T

Si E est un espace localement compact, on sait que le treillis $F(E) des
fermésde Eesta Vv continu. Peut—il étre aussia A continu ? Il faut, pour cela,
que toute partie Fx (K compact) de F soit intersection des parties My qui la
contiennent, avec I ={Fy, F9,..., F,} partie finie de . Considérons 'inclusion
Fk €M1. Six €K, le fermé F = {x} est dans Fg, donc dans Mj. Il contient 'un
des fermés F;, i=1,2,...,0u n. Ces fermés F; sont donc nécessairement
eux—meéme des ensembles ponctuels F;={x;}, et le compact K est alors un
sous—ensemble de la famille finie x;, i =1, 2,..., n. Autrement dit, tout compact
K de I'espace E est une partie finie de E. Comme deux points distincts, dans
I'espace localement compact E, admettent des voisinages compacts disjoints, il
en résulte aussitot que {x } est un voisinage de x pour tout x EE. Autrement dit,
la topologie de E est nécessairement la topologie discréte.

Inversement, d’ailleurs, si E est un ensemble quelconque, nous pouvons le
munir de sa topologie discrete, c’est—a—dire de la topologie pour laquelle tout
sous—ensemble de E est ouvert (et, aussi bien, fermé): G(E) = F(E) = P(E).
Comme chaque point de E est un ensemble ouvert, une partie K de E ne peut
vérifier la propriété du recouvrement fini que si elle est elle—méme une partie
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finie de E: les compacts de E sont donc les parties finies. Chaque point étant
voisinage compact de lui—méme, E est localement compact. La topologie de F(E)
est alors engendrée par les &F* (parties de E ne contenant pas le point x EE, i.e.
disjointes du compact {x}) et les F, (parties de E contenant x, i.e. rencontrant
Pouvert {x}). Celle de G(E) est engendrée par les (x (parties de E contenant le
compact {x}) et les G* (parties de E ne contenant pas ’ouvert {x}). Autrement
dit, ces deux topologies coincident, et font de P(E) un treillis COF & Vv continu
(en tant qu’espace F) et & A continu (en tant qu’espace (). Ainsi:

THEOREME 6-2. Soit E un espace localement compact. Pour que le treillis F(E)
des fermés de E soit & A continu, il faut et il suffit que la topologie de E soit
la topologie discréte. Les parties compactes de E sont alors les parties finies,
toute partie de E est ouverte et fermée, les topologies F et § sont identiques
et font de P(E) un treillis COF dans lequel on a pour toute famille filtrée A;:

ImAi=N U A

BE® i€B

limAi= U N A
BE® ieB

Exemples. — Voyons quelques autres exemples.

THEOREME 6—3. Soit T un treillis COF totalement ordonné. Alors le treillis T
esta V eta A continus, et, pour tout ensemble E, le treillis TE des applications
de E dans T est un treillis COF a v et a A continus.

En effet, soit T un treillis COF dans lequel la relation d’ordre est totale.
Soient x et y deux points distincts dans T, avec, par exemple, y «x, et montrons
que le critere 6—1 est vérifié. L’ordre étant total, on a x < y strictement (i.e.
x #y). Deux cas sont possibles:

e ou bien il n’existe aucun élément a €T strictement compris entre x et y.

Dans ce cas, on a
XEMy, yEM* et My [JM*=T

e ou bienil existea€T avec x < a <y, a=x et a=y. Dans ce cas:
XEM,, yEM? et M, (UM2=T

Dans les deux cas, le critére 6—1 est vérifié, de sorte que T est un treillis
COF a v et a A continus (pour la topologie CMI - CMI).
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En ce qui concerne la seconde partie de I’énoncé, rappelons les définitions
usuelles:

Si Te, e EE est une famille de treillis, I’espace produit:

T=1II T,
ecE
est 'espace des éléments fET de la forme f = (f¢), ¢ avec fo €T, pour chaque
e €E. Muni de l'ordre f < f" si f, < f’, pour chaque e €E, T est un treillis ot le
Sup et I'Inf de toute famille f;

f=Vvf f=Anf

sont définis par f(e) = Vfj(e),f’(e) = Afi(e) pourtoute EE. Si, pour chaquee €E,
Te est muni d’une topologie, le treillis produit sera toujours (sauf mention
explicite du contraire) considéré comme muni de la topologie produit (pour
laquelle fj—f équivaut a fj(e)—f(e) pour chaque e €E). Si chacun des treillis
topologiques T, est compact, le treillis topologique produit T est compact,
d’apreés le théoréme classique de Tychonoff. De méme, si chacun des treillis T,
est a ordre partiellement fermé (resp. a ordre fermé), le treillis produit posséde
la méme propriété. Et encore:

THEOREME 6-4. Soient T¢, e EE des treillis COF. Alors le treillis produit T est
COF. De plus, si chaque Te, e €E a la topologie sci minimale, ou si chaque T,
a la topologie scs maximale, ou si chaque T, est & V continu, ou si chaque T,
est & A continu, le treillis produit posséde encore la méme propriété.

Démonstration immédiate.

La démonstration de la seconde partie du théoréme 6—3 en résulte, en
prenant T, =T pour chaque e €E, le treillis produit étant alors le treillis TE des
applications de E dans T, muni de I’ordre et de la topologie produit.

Un autre exemple intéressant est celui des fonctions lipschitziennes sur un
espace métrique E. Soit E un espace métrique, d la distance sur E (avec
d(x,y) < » pourx, y €E). Une fonction fsur E, 4 valeurs dans la droite achevée

R, est dite lipschitzienne, de module A > 0, si, pour x, yEE, on a

[fx) = fy)| < & d(x,y)

Quitte a remplacer d par Ad, on peut supposer A =1, et nous appellerons
lipschitzienne (sous—entendu: de module A=1) une fonction f vérifiant

f(x)-f(y)| <dx,y).
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On vérifie sans peine que le Sup et I'Inf (au sens ordinaire) de toute famille
f; de lipschitziennes sur un espace métrique E sont encore des lipschitziennes,
de sorte qu’il s’agit bien d’un treillis. Le plus grand élément (plus petit élément)
est la fonction f définie par f(x) = + o (f(x) = — =) pour tout x €E.

Notons, d’ailleurs, qu’en dehors de ce plus grand et de ce plus petit élément,
toute lipschitzienne fest a valeur finie. En effet, si, par exemple, on a f(xg) = +
pour un xg €EE, I'inégalité f(y) =f(xg) — d(xp,y) entraine f(y) =+ o pour tout
y €E, puisque la distance d(xq,y) est finie.

THEOREME 6-5. Si E est un espace métrique, le treillis T des fonctions
lipschitziennes sur E est un treillis COF & Vv et A continus (pour la topologie
OmI - (mp.

En effet, soient f et g deux lipschitziennes distinctes. Il existe donc un point
x €E et un nombre réel a avec (par exemple) les inégalités strictes:

g(x) < a < {(x)

Considérons les deux lipschitziennes fj et gy définies en posant pour tout
yEeE:
fo(y) =a —d(xy) ; go(y) =a + d(xy)

Onaf&éM®, g&M; et MBoUM; =T.

D’apres le critére 6—1, T est donc COF a Vv et A continus.

Remarque. — Ce théoréme ne suppose aucune hypothése spéciale sur ’espace
métrique E, qui peut tres bien n’étre pas compact ni méme complet (il est vrai
que toute lipschitzienne sur E se prolongeant, par continuité, sur le complété de
E, on obtient le méme treillis en partant de E ou de son complété).

On notera aussi que l'unique topologie COF sur le treillis des
lipschitziennes est celle de la convergence ponctuelle: f;—f si fj(x) =f(x) pour
chaque x €T, la limite f étant alors nécessairement lipschitzienne si f; €T pour
chaque indice i. Ce treillis des lipschitziennes est, en fait, un sous—treillis

(= partie stable pour V et A) fermé du treillis RE.

Note sur le chapitre 6.

Le théoréme 6—1 (7éme théoréme de structure) et le critére 6—1 correspondent
aux théorémes VII 2—2 et 2—3 de [10]. Les théorémes 6—2 4 6—4 sont également
dans [10], mais non le théoreme 6—5 (le treillis COF des lipschitziennes).
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Chapitre VII

Treillis de fonctions

Considérons d’abord le point de vue algébrique. Soit E un ensemble, T un treillis
et TE I’ensemble des applications de E dans T. Muni de ’ordre produit (g < fsi
g(x) < f(x) dans T pour tout x €E), TE devient lui—méme un treillis algébrique,
ou le Sup et I'Inf, que nous noterons encore Vv et A sont définis par :

(VE)(x) = Vi(x) ; (Afi)x)= Afi(x)

Si le treillis est muni d’une topologie COF, et E étant muni de la topologie
discréte, on a vu (théoréme 6—3) que le treillis TE des applications de E dans T,
muni de la topologie produit, est lui—méme COF. De plus, si Tes t CMI, ou CMA,
oua V continu etc., TE posséde lui—méme cette propriété. La convergence dans
TE est toujours la convergence ponctuelle : f;—f si fj(x) =f(x) pour tout x €E.

On peut aussi représenter ces applications de E dans T par leurs
sous—graphes, ou leurs surgraphes. Supposons que T soit un treillis COF, et
munissons ’ensemble E de sa topologie discréte. L’espace E est alors localement
compact, les parties compactes de E n’étant autres que les parties finies. Comme
tout sous—ensemble de E est ouvert, toute application f de E dans T est continue.
En particulier, le sous—graphe et le surgraphe de f sont tous deux fermés dans
I’espace produit E X T. (Il n’y a d’ailleurs pas grand mérite a cela : si une suite
X, converge vers x dans E, on a x, =x pour n assez grand, et donc aussi
f(xy) =f(x)).

L’ensemble E étant toujours muni de sa topologie discréte, T désignant un
treillis COE on peut se demander si la classe des sous—graphes (ou des
surgraphes) des applications fETE constitue un sous—ensemble fermé de
I’espace F(E xT). En fait, cela n’est vrai que moyennant une hypothése
supplémentaire sur le treillis T.

THEOREME7-1. Soit un ensemble muni de sa topologie discréte, et T un treillis
COF. Si ’'application z—M? (resp. z—M,) de T dans %(T) est continue, alors
la classe des sous—graphes (resp. des surgraphes) des applications de E dans
T constitue un sous—ensemble fermé de F(E xT) et un treillis COF (pour
Pordre induit par I'inclusion et la topologie induite). Si I’on identifie les
applications f €TE a leurs sous- graphes (resp. leurs surgraphes), cette
structure COF coincide avec celle de 1’espace produit TE.
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En effet, soit f;, i €I une famille dans TE, filtrée par une base de filtre B.
Soit, pour chaque indice i €1, T'; le sous—graphe de f;, et supposons que la famille
filtrée T; converge vers une limite I dans F(E x T). Il faut montrer que I est
encore un sous—graphe, autrement dit que, pour chaque x €E,’ensemble I'y des
z ET telsque (x, z) ET est permis pour A et stable pour V (I' sera alorsle graphe
de ’application f définie par f(x) = VIy).

Soit z€T'y et z’ < z. Montrons z’ €Ty, d’ou résultera que I'y est permis
pour A.Comme (%, z) €T, d’apres les régles de la convergence dans F(E X T),
on peut trouver, pour chaque i €I, un couple (xj, z;) €I'; avec les convergences
xi—x dans E et zj—z dans T. On a aussi M%—=M? dans %(T), puisque
I'application z—>M? est continue. Cette convergence dans F(T) entraine
I'existence de z’; < z; tels que z’j—z’ dans T. Comme (xj, z’;) appartient a T},
cela implique (x,2z’) €T, et Iy est donc permis pour A. (N.B.: Dans cette
démonstration, on n’a pas utilisé le fait que la topologie de E est discréte. La
conclusion (I'y permis pour A) subsistera donc si E est un espace topologique
quelconque).

Montrons maintenant que I'y est stable pour V. Comme T’y est fermé
dans T (en tant que section du fermé I' de E xT), il suffit de montrer qu’il est
stable pour le Sup fini. Soient donc z et z’ deux éléments de Iy, et montrons
z Vz’ €Ty. Anouveau, il existe (xj, z;) €l et (x’;, 2’;) €T avec x;—x et x’;j—x
dansE et zj—z, z’;—2z’ dansT. Latopologie de E étant discréte, on peut trouver
BE® tel que x;=x’;=x pour tout i€B, donc aussi (x,z;) €I} (x,z’;) €l
et par suite encore (x, z; Vz'y) €I, puisque I'j est un sous—graphe. On a ainsi
z; VZ'; €T pour tout i €B. Cette famille filtrée admet des valeurs d’adhérence,
T étant compact, toutes contenus dansle fermé I'y. Comme I'y est permis pour

A, il contient aussi lim z; Vv z’;, qui est I'Inf de ces valeurs d’adhérence, et aussi
zVz : car, leSupétantscidans T,ona z vz’ < lim z; Vz’;. Donc Iy est stable
pour V.

Enfin, dans I'espace TE compact (pour la topologie produit), la famille
filtrée f; admet une valeur d’adhérence f. Donc f(x) est valeur d’adhérence de
fi(x) dans T (puisque la convergence dans TF est la convergence ponctuelle).
Comme (x, fij(x)) €T, cela entraine f(x) €Ty, et f(x) < VIy. En sens inverse,
soit zEly et, comme ci—dessus, pour tout i appartenant 8 un B€E®,
(%, zj) €T et zi—z. Comme (%, z;) €T signifie z; < fj(x), on en déduit (I’ordre
étant fermé) z < f(x) et VIx < f(x). On a donc bien f(x) = VIy. L’unicité de
cette valeur d’adhérence, dans ’espace compact T, montre qu’en fait on a la
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convergence fj(x)—>f(x). Ceci ayant lieu pour tout x €E entraine fj—f pourla
topologie de TE.

On a ainsi montré que l'application I'=f de l’espace compact des
sous—graphes dans ’espace compact TF est continue. Comme cette application
est bijective, I’application inverse f—T est, elle aussi, continue (Lemme 2-1),
ce qui acheve la démonstration.

N.B. — Le fait que la topologie de E soit la topologie discréte a joué un role
essentiel dans la seconde partie de la démonstration (I'y est stable pour V). Si
E est un espace topologique quelconque, méme localement compact, il n’est pas
vrai, en général, que la classe des sous—graphes des applications scs de E dans
T constitue un sous—espace fermé de F(E xT).

Notons aussi un point important: pour toute famille f; dans TE, le
sous—graphe de Af; est 'intersection des sous—graphes T; des f;. Mais le
sous—graphe de Vfj n’est nullement, en général, I'union fermée U T, des
sous—graphes, mais seulement l'intersection des sous—graphes contenant la
réunion | I';. Iy a, toutefois, une heureuse exception lorsque I’ordre du treillis
T est total.

THEOREME 7-2.  Soit E un espace localement compact et T un treillis COF. Si
I’ordre de T est total, la classe des sous—graphes des applications scs de E dans
T, et celle des surgraphes des applications sci sont fermées dans % (E xT).

En effet, siune famille T; de sous—graphes fermés converge vers une limite
I' dans F(E X T), la premiére partie de la démonstration du théoréme 7—-1
s’applique sans modification (en effet, ’ordre de T étant total, T esta A continu,
d’apres le théoreme 6—2, et ’application z—M?* est alors continue, d’apres
I’énoncé dual du théoréeme 5-—1). Pour tout x €E, I'y est donc permis pour A.
L’ordre étant total, toute partie de T est stable pourle Vv fini, et I'y, étant de plus
fermée, est stable pour V infini. I est donc bien un sous—graphe.

Lorsque P'ordre de T est total, il est immédiat que la réunion de deux
sous—graphes (ou de deux surgraphes) est encore un sous—graphe (un
surgraphe) a savoir le sous—graphe du Sup (le surgraphe de I'Inf) des deux
fonctions correspondantes. La classe des sous—graphes des applications scs
étant, de plus, fermée dans F(E x T) est donc stable pour I'union fermée. Comme
elle est stable, aussi, pour l'intersection, elle constitue, au sens propre, un
sous—treillis de F(EXT), et non pas seulement un sous—ensemble
complétement réticulé pour I’ordre induit par I'inclusion (le Sup et I’Inf sont les
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mémes dans la classe des sous—graphes et dans F(E xT). Il d’agit donc d’un
sous—treillis COF & Vv continu:

COROLLAIRE. L’ordre du treillis COF T étant total, l’espace des
sous—graphes des applications scs (resp. des surgraphes des applications sci)
constitue un sous—treillis fermé, donc COF et & vV continu (resp.a A continu)
de F(EXT). En particulier, le sous—graphe du Sup d’une famille
d’applications scs (resp. le surgraphe de I'Inf d’une famille d’applications sci)
est I'union fermée des sous—graphes (resp. des surgraphes).

Mais on notera bien que ces conclusions ne subsistent pas si ’ordre du
treillis T n’est pas total. La classe des fonctions scs constitue encore un treillis,
puisque I'Inf d’une famille scs est encore scs ou, en termes de sous—graphes,
puisqu’une intersection de sous—graphes fermés est encore un sous—graphe
fermé. Mais, la classe de ces sous—graphes n’étant pas, en général, fermée dans
F(E x T) n’est pas compacte pour la topologie induite, et ne consstitue pas non
plus un sous—treillis (le Sup ne correspond plus & l'union fermée des
sous—graphes). Je n’aborderai pas 1’étude de ces treillis non COF dans le cas
général, mais considérerai seulement le cas particulier des applications
croissantes d’un treillis COF dans un autre.

Treillis d’applications croissantes

Pour I’étude des applications croissantes, il sera intéressant d’introduire
la définition suivante, qui correspond, pour un treillis COE, a une propriété plus
faible que la continuité du Sup:

DEFINITION.  Soit T un treillis COF. On dira que le Sup est simplement continu
sur T,ouque T esta Vv simplement continu sil’application (x,y)—»x VydeT x T
dans T est continue. De méme, I’Inf est simplement continu si ’application
(x,y)—=x Ay est continue de T X T dans T.

LEMME 7-1. Si un treillis COF est 4 vV simplement continu (resp. a A
simplement continu), ’application x —My (resp. x—=MX) est continue de T dans
F(T).

Simple corollaire du théoreme 5—1.

Nous allons maintenant considérer des applications croissantes d’un
treillis T dans un treillis T’, et les caractériser, par exemple, par leurs
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sous—graphes (nous laisserons au lecteur le soin de formuler les énoncés duaux
relatifs aux surgraphes: il suffit de remplacer les treillis T et T’ par les treillis
duaux).

LEMME 7-2. Un sous—ensemble I' de T XT’ est le sous—graphe d’une
application croissante f de T dans T’ si et seulement si il vérifie les deux

conditions ci—apres:
a)Pour tout x €T, la section I'y de I, c’est—a—dire ’ensemble des z €T’ tels
que (%, z) €T est un ensemble permis pour A et stable pour Vv dans T".

b) Pour tout (x,z) ET XT’, ety > x dans T, (x, z) €T entraine (y, z) €T.

En effet, la condition a) exprime que I' est le sous—graphe de ’application
f de T dans T’ défini par f(x) = VI, et la condition b) exprime que cette
application f est croissante.

Moyennant certaines restrictions sur les topologies COF de T et T’, nous
sommes maintenant en mesure de caractériser la structure du treillis des
applications croissantes scs (et, par dualité, sci) d’un treillis COF dans un autre.

THEOREME 7-3. Soient T et T’ deux treillis COF. Si I’application z—M? de T’
dans F(T’) est continue, et si le treillis COF T est & vV simplement continu,
alors la classe des sous—graphes des applications croissantes scs de T dans T’
est fermée dans F(T xT’).

Soient, en effet, f; une famille filtrée d’applications croissantes scs de T
dans T’, Tj leurs sous—graphes fermés dans T X T’, et supposons que I'; converge
vers I dans (T xT”).

Soit T'y la section de I en un point x €ET. Comme ’application z—>M? est
continue, I'y est A —héréditaire (méme démonstration que dans le cas du
théoreme 7—1).

Montrons que I est stable pour V. Comme I'y est fermé dans T’, il suffit
de vérifier que z vz’ €I si z et z’ sont dans I['y. D’apreés la convergence I';—T,
si z et z’ appartiennent & T'y, on peut trouver pour chaque indice i (xj, zj) €T}
et (x’;, z’y) ET; avec les convergences x;—x, x’i—x’ dans T et zj—z, z’i—2’
dans T’. Comme T est le sous—graphe d’une application croissante fj, les
inégalités fi(x;) > zjetfi(x’) > z’; entrainent fi(x; VX’y) > z; vVz’;, c’est—a—dire
(x; VX';, z; VZ'y) ET. Comme le treillis T est & vV simplement continu, on a la
convergence xj Vx'i—x dans T, de sorte que pour toute valeur d’adhérence a
de la famille filtrée z; vVz’; dans T, ona (%, a)&€Tl, soit aEly. Il en résulte
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lim z; vz'; €Ty, puisque Iy est A —héréditaire (d’apres la premiere partie de
la démonstration). Le Vv étant sci, ona z vz’ < lim z; VZ’;, et donc a nouveau
z V2’ €Ty ( A —héréditaire). On a ainsi vérifié la condition a) du lemme 7-2.

Soit maintenant (x,z) €T et y > x dans T. Nous trouvons, & nouveau,
(x;, zj) €T} avec xj—x et zj—z. D’apres la continuité simple de vV dans T et
le lemme 7—1, nous avons aussi My — My dans F(T). Comme y EM, il existe
donc y; €My avec y;j—>y. Mais, d’aprés la condition b) du lemme 7-2, y; > x;
entraine (yj, zj) €. Par suite, (y, z) €T, puisque I';—T dans F(T xT’). Donc
I' vérifie la condition b) du lemme 7—2 — et cela achéve la démonstration.

COROLLAIRE. Sous les mémes hypotheses, le treillis des applications
croissantes scs de T dans T’ est COF pour la topologie induite par F(T xT").

En effet, identifiant comme ci—dessus une fonction avec son sous—graphe,
la classe des applications croissantes scs de T dans T est, d’aprés le théoréme,
un sous—ensemble compact de F(T XT’). Comme I'inégalité f < f* entre
fonctions équivaut a l'inclusion I' CI” des sous—graphes, ce sous—ensemble
compact est complétement réticulé et constitue un COF.

N.B. — Il ne s’agit plus cette fois d’un sous—treillis. Le sous—graphe du Sup (au
sens du treillis des applications scs) d’une famille d’applications scs croissantes
n’est pas, en général I’'union fermée des sous—graphes, mais seulement le plus
petit sous—graphe fermé contenant cette union. En particulier, on ne sait pas,
a priori, si ce treillis des applications scs croissantes est a vV continu, a topologie
sci minimale efc. puisque ces propriétés du treillis F(T xT’) ne lui sont pas
transmises automatiquement.

Nous pouvons aussi considérer le cas des dilatations de T dans T°. On a déja
remarqué que le surgraphe I' d’une dilatation a de T dans T’ et le sous—graphe
I’ de ’érosion associée de T’ dans T se déduisent I'une de I’autre par une simple
transposition des coordonnées, i.e. la bijection

(x,z)—(z,x) de TXT surT’xT

AinsiI'serale surgraphe d’une dilatation T —T" si et seulement si il vérifie,
ainsi que son transposé, les conditions du lemme 7-2, T sous la forme duale, le
transposé I’ sous la forme directe.

THEOREME 74. Soient T et T deux treillis COF. Si A est simplement continu
sur T et v simplement continu sur T’, alors la classe des surgraphes des
dilatations sci de T dans T’ est fermée dans (T xT’), et celle des
sous—graphes des érosions scs de T’ dans T est fermée dans F(T’ x T).
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Compte tenu des remarques ci—dessus, il suffit d’appliquer deux fois le
théoréme 7—3: une fois, sous forme duale, au surgraphe I' et une autre fois, sous
forme directe, au sous—graphe I’ qui s’en déduit par transposition. Les
conditions du théoréme 7—3 sont en effet remplies: dans le sens T’—T, la
continuité de ’application z—M? de T dans ¥ (T) résulte de la continuité simple
de A (lemme 7—1).Danslesens T—T’, lacontinuité de z—M, de T” dans F(T")
résulte de méme de la continuité simple de V.

COROLLAIRE. Dans les mémes conditions, le treillis des dilatations sci de T
dans T et celui des érosions scs de T’ dans T, munis de la topologie induite, sont
des treillis COF et la bijection a—f associant érosion scs et dilatation sci est
bicontinue.



Deuxieme partie

Treillis distributifs et treillis coprimaires
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Chapitre VIII
Préliminaires algébriques

Dans ce chapitre, je présente un certain nombre de notions et de résultats qui
seront d’'un emploi constant dans toute la suite. Les notations utilisées seront
les mémes que dans la premiére partie, 4 une exception (trés importante) pres :
la relation d’ordre sera désormais notée x <y, et non plus x<y, cette derniére |
notation signifiant désormais I'inégalité stricte. La notation x <y, naturelle
dans le cas des treillis totalement ordonnés, s’est également révélée plus
commode pour les treillis monoséparés, qui joueront un role fondamental dans
toute la suite, et aussi pour I’étude de la coprimarité. 1 était dés lors plus simple
de l'utiliser dans le cas général.

. 0

Nous utiliserons aussi la notation M* (4 ne pas confondre avec M* ,

intérieur de M¥) pour désigner la classe des minorants stricts d’un élément x, et
de méme My pour celle de ses majorants stricts. En résumé, désormais :

X<y équivauta x € MY et 4 y € My

x<y équivauta x € M et a y € Mx
Rappelons aussi que le terme treillis est toujours utilisé ici au sens de
treillis complet (sauf mention explicite du contraire). Nous utiliserons aussi la
terminologie “treillis simple” pour désigner un treillis, non nécessairement
complet, mais possédant un plus petit élément 0 et un plus grand élément o : il

s’agit donc d’un ensemble ordonné dans lequel toute partie finie J (y compris la
partie vide §) admet un plus petit majorant Vv J et un plus grand minorant AJ.

8 —1. La distributivité

On distingue, classiquement, trois sortes de distributivités, a savoir : la
distributivité simple (c’est toujours a celle—ci que ’on se réfere lorsque’on parle
de distributivité sans préciser), puis, par forces croissantes, la distributivité
compléte et la distributivité totale.

a) La distributivité (simple)

On dit qu’un treillis T (d’ailleurs non nécessairement complet) est
(simplement) distributif s’il vérifie ’'une ou I’autre des relations suivantes :

(D) XA@YV2Z=EAY)V(XAZ x,y,z€T)
(D) XVIAZD)=EVY)AERV 2 x,y,z € T)
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L’équivalence de ces deux relations est un résultat bien connu de la théorie
élémentaire des treillis.

b) La distributivité complete

Ondit que A distribue complétement VvV dansun treillis T (nécessairement
complet, évidemment) s’il vérifie la relation :

(D) XA(VA)= V (xAa) x ET, A€ PT))

On dit de méme que _V_distribue complétement A si:
(Dy) X V{(AA)= é\A(xVa) xeT, A& P
a

On dit enfin que T est complétement distributif s’il vérifie les deux
relations ci—dessus.

On notera bien que les deux relations (D,) et (D,) ne sont pas
équivalentes. Voici un contre exemple simple.

Soit F(E) le treillis des fermés d’un espace topologique E séparé. Dans ce
treillis, A coincide avec I'intersection M, mais Vv est la réunion fermée TJ.
Toutefois, pour une famille finie, V coincide avec |y. La relation (D), qui
s’écrit ici

FUNF) = NEUF)
i€l i€l
est doncsatisfaite, et v distribue complétement A. Mais, en général, (D ,) n’est
pas vérifiée. On a seulement 1’inclusion :

FAWUFRD>UENF)
et cette inclusion peut étre stricte (sauf dans le cas de la topologie discréte). En
effet, si la topologie n’est pas discréte, il existe dans E un point x et une partie
A avec x € Amais x & A. Avec F = {x}, et, au lieu de la famille F;, les fermés
{a}, a € A, on obtient au premier membre de I’inclusion ci—dessus :

xNA={x

et, au second membre x}[A=0.

Si, dans la relation (D ,), nous remplacgons x par V B ou B est une partie
quelconque de T, il vient la relation suivante, qui équivaut & (D ,):

(VA)A(VB)= vV {aAnb a€ A, b€ B}
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Si maintenant MA et MB sont les parties permises pour A engendrées par
A et B, il est immédiat que 'on a

MA M MB = (J[M*"}, a € A, bE B
et donc
VIMANMB) = v {anb:a€ A, beB]}.

Nous pouvons donc énoncer :

THEOREME 8-1. Dans un treillis T, A distribue complétement V si et seulement
si pour toutes parties Aet Bde Ton a:

(D)) v (MA () MB) = (V A) A (V B)
et de méme V distribue complétement A siseulementsiona:
(D) A (M, M Mp) = (A A) V (A B)

¢) La distributivité totale

Si a est une famille de parties d’un ensemble E quelconque, nous désignerons
par h(a) la classe des parties H de E obtenues en prenant un point dans chacun
des A € d. D’une maniére explicite, si la famille a est indicée par un ensemble
I,soita = {Ai , 1 E I], h(a) est la classe des parties H de la forme :
H={[f,i€l avec fe& IA,
i€l

Avec ces notations, on dit qu’un treillis T est totalement distributif s’il

vérifie I’'une ou ’autre des relations équivalentes suivantes :

(D7) A VB= Vv AH (B C P(T))
BEB Heh(@®)

(D7) V AB= A VH (B C P(T))
BEB HEWB)

Nous verrons dans un instant que ces deux relations sont bien
équivalentes. On notera surtout que la distributivité compléte n’entraine
nullement la distributivité totale.

CoNTRE EXEMPLE. Soit E un espace topologique et @ C %(E) la classe des fermés
A de E vérifiant la relation A = A. On voit facilement que @ est un treillis
complet (pour 'ordre induit par %(E)), avecun V et un A donnés par :
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On peut montrer (voir Annexe A) que ce treillis vérifie les relations (D )
et (D ,), donc est compléetement distributif, et qu’il est de plus complémenté.
Néanmoins, il n’est pas totalement distributif. En effet, nous montrerons au
chapitre suivant que tout treillis totalement distributif est coprimaire (voir
définition au paragraphe 8—5 ci—dessous), et il est facile de voir (par exemple
dans le cas ol E est I’espace euclidien RN) qu’en général ce treillis @ n’est pas
coprimaire.

Montrons maintenant I’équivalence de nos deux relations. Il estimmédiat
que l'on peut, sans modifier le résultat, remplacer dans les expressions qui
figurent aux premiers membres des relations (Dt) et (D7), la classe B par la
classe Abg permise pour U qu’elle engendre dans P(T).

N.B. — Dans un treillis P(T), on désigne par Aoy la classe des parties de T qui
contiennent B, la notation Mg prétant a équivoque, et de méme par Mo la classe
des parties A de T qui contiennent un B € B.

De méme, au second membre de (D) et (D}), on peut remplacer h(%®) par
Jlrbh(m). Nous poserons, par définition

Cette classe g(B) est constituée des parties A qui contiennentun H € h(%),
c’est—a—dire des parties A qui rencontrent tous les B € B. C’est ce qu’on
appelle classiquement la grille de la classe B, i.e.

g®B) ={A:VBEB, AN B =0
Comme A (M) B = § équivaut a B ¢ A€, on a I’équivalence
AEgBy=Ace Mog,

Dés lors A € Mg équivaut a A° ¢ g(@®B) = ./?bg(gB) donc aussi a
A € g g(B), soit :
g g®B) = ./?b%

La grille de la grille redonne, non pas exactement la classe B de départ,
mais la classe Mbg, permise pour U qu’elle engendre. Mais on a déja remarqué
que, dans la formule (D7), rien ne change si I'on remplace B par ./‘rbEla et h(B)
par g(B).
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Supposons donc la relation (D) vérifiée, soit pour toute classe B :

D A VB= Vv AA
(D) BEB AEg®)

Remplacons la classe B par sa grille g(B) : 1a relation (D7) donne

A v B= \ ANA
Beg@®) A€gg®)
Comme g g(B) = Mg et vV A A= V A A, ontrouvedonc
AEMog AED
A vVB= v AA
BEg(®) AEB

c’est—a—dire laformule (D7) : on aainsi montré 'équivalence des deux relations
(D) et (D7).

Venons en, maintenant, & la caractéristique principale des treillis
totalement distributifs, et pour cela, posons d’abord un lemme.

LEMME 8-1. Toute classe B de parties d’un treillis T vérifie les relations :

) M MB = {AA, AE g@)
BER

(ii) M Mg = {V A, AE g®)}
BEB

Montrons la premiére de ces relations (la seconde s’en déduit par dualité).
Soit x un point de BQ MB. Cela signifie que pour tout B € B on peut trouver
un point y(B) € B avec x <y(B). Considérons alors I’ensemble A constitué du
point x et de ces points y(B) :

A= {x} U{y®), B € Bj

On a A € g(B), puisque y(B) € A N B pour tout B € B, et A A = x, puisque
y(B) =x pour tout B € B. Donc x € A g(B), et par suite :

N MPC A gB)
BE®
Inversement, soit A€g(B), et y = A A. Comme A € g(B), pour tout
B € B il existe un point a € A N Bet onay=<a, puisque y = A A. Comme
a €B, cela entraine y €MB, et on a donc

Ag@®)c M MB

BE®
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ce qui achéve la démonstration du lemme.

Passant au V, nous déduisons de la relation (i) du lemme ci—dessus :

v N MB= v aAA
BeP AEg(®)
Le second membre de cette relation est identique au second membre de la
relation (D) : il en résulte que cette relation (D) est équivalente a :

A
B _
(Dy) v BQ%M = A, VB (B c P(M)

et de méme la relation duale (D7) équivaut  :

(BT) A NMg= V AB (B c P(MD))
BEBR BE3

L’équivalence des relations (D) et (D) entraine évidemment celle des
deux relations ci—dessus. On note que ces deux relations sont trivialement
vérifiées dans le cas de la famille vide B = §. Commedeplusona vV B = v MB,
la premiére relation exprime exactement que ’application M® — v MPB est une
érosion du treillis P , (T) (ensemble des parties de T permises pour A ) dans le
treillis T. Nous avons ainsi établi 'important résultat suivant :

THEOREME 8-2. (THEOREME DE LA DISTRIBUTIVITE TOTALE). Dans tout treillis T, les
propriétés suivantes sont équivalentes :
a) T est totalement distributif
b) L’application MA — Vv A est une érosion de P ,(T)dans T
¢) L’application M, — A A est une érosion de P, (T) dans le treillis
dual T".

Nous étudierons longuement, dans le chapitre suivant, les dilatations
associées a ces érosions.

d) Extensions

Considérons d’abord le cas d’un treillis produit T = egETe. Il est immédiat que,
si les treillis facteurs T,, eEE vérifient tous une méme propriété de
distributivité, le treillis produit la vérifie encore. Méme conclusion dans le cas

d’un sous—treillis ou de ce que nous appellerons un quasi—sous—treillis :

DEFINITION. On dit qu’une partie Tg d’un treillis T est un guasi—sgus4treillis
de T si, pour toute partie non vide A C T,,ona VA et AAET). De méme,
on dira qu’une partie de T est un fuseau dans T si elle est de la forme
Mb =M, N MPpourunaetunb €T
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Il est immédiat que tout fuseau est un quasi—sous—treillis et que tout
quasi—sous—treillis Ty est un sous—treillis du fuseau M}, avec a = A T, et
b= VT,

Soit maintenant B une partie d’un treillis T, complétement réticulée pour
I’ordre induit, sans étre nécessairement un quasi—sous—treillis. On sait [5]
qu’une partie B de T posséde cette propriété si et seulement si elle est le domaine
d’invariance d’une application croissante et idempotente ¢y de T dans
lui—méme. Voici un premier résultat simple.

CRITERE 8-1. Soit ¢ une application idempotente croissante d’un treillis
distributif T dans lui—méme, et B son domaine d’invariance. Si 1 vérifie la
relation :

(a) Y Vy) = Px) V Y(y) xy €T
ou la relation duale :
(a") P AY) = Px) A Yy) x,y €T)

le treillis B est lui—méme distributif.

Le Sup et I'Inf d’une famille b;, i € I dans B sont donnés par :
Vb =w9(Vb) ; Ab =1y(Ab)

Mais, d’apres (a), dans le cas d’une famille finie, ona V b, = v b, Dans

ces conditions, pour a, b, ¢ €B, il vient :
@VbAc=y((@avbyac)=yarc)V(bAc)
(compte tenu de la distributivité de T). D’apréé (a), ceci est encore égal a :
YaAc)VybAc)=ypaAc)VybAc)=(@Ac)V (bAc)
Donc B est distributif.

Si la relation (a) reste valable pour une famille infinie, I’application y est
alors une dilatation idempotente. Examinons d’abord le cas général d’une
dilatation quelconque a de T dans un autre treillis T’, et soit b I’érosion associée.

L’espaceimage B, = a(T), stable pour V, est aussile domaine d’invariance
de l'ouverture a b, et, de méme, B, = b(T), stable pour A, est le domaine
d’invariance de la fermeture b a. De plus, les deux treillis B, et By sont
isomorphes, de sorte que si I'un d’eux vérifie une propriété de distributivité,
I’autre la vérifie aussi.

En effet, désignons par b’ larestriction de b a B,, et par a’ celle de a a By,
Ces deux applications sont inverses 'une de I’autre. Car, si par exemple x € By,
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on a x = b a(x). Par suite b’'a’(x) = ba(x) = x. Si maintenant x;, 1€1 est une
famille dans By, son Sup, au sens du treillis By, est

\7 xi = ba(V Xl) = b(V a (xl))
Son image par a’' dans B, est donc
ab(V a(x))) = V a(x;)

L’Inf dans By, de la famille x; coincide avec A x;, puisque By, est stable pour
A,donc A x; = A X; = A ba(x;) = b(A a(x;)), b étant une érosion et chaque x;
vérifiant x; = ba(x;). Il en résulte :

a(]\ X,) = a b(/\ a(xl)) = /K a(xi)
Il s’agit donc bien d’un isomorphisme. Enoncons :

CRITERE 8-2. Si a est une dilatation d’un treillis T dans un treillis T’, et b
I’érosion associée, les espaces images B, = a(T) dans T’ et By, = b(T’) dans T
sont isomorphes, et vérifient en particulier les mémes propriétés de
distributivité.

CRITERE 8-3. Soit a une dilatation idempotente d’un treillis T dans lui—méme,
b I’érosion associée. Alors b est idempotente. De plus si A distribue
complétement vV dans T (ousi Vv distribue complétement A), les deux treillis
images B, et B}, possédent cette méme propriété.

Si a est idempotente, a(x) <y équivaut a aa(x)<y. Par suite x <b(y)
équivaut a x <bb(y), et b est idempotente.
Supposons, par exemple, que A distribue complétement V, et soit x;, 1 €1
une famille dans B,, et y EB,. On trouve, a étant idempotente et B, stable pour
V
YAV X)=yA(VX)=a(yA(Vx)

Comme A distribue V, ceci est encore égal a :
a(V (YyAX)) = VayAx)= V(yAx)
i€l 1€1 1€l
Donc, dans le treillis By, V distribue complétement A. Il en est de méme pour

le treillis By, d’apres le critéere 8—2.

CRITERE 8-4. Avec les mémes notations que dans le critére précédent, si T est
totalement distributif, les deux treillis B, et B}, sont totalement distributifs.

|
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Il n’est pas impossible de démontrer cela & partir du théoréme 8—2. Nous
donnerons une démonstration plus simple au paragraphe suivant.

ExEMPLES. On a vu (corollaire 3 du théoréme 1-2) que dans le cas d’une

dilatation—fermeture a, 1’érosion b associée est une ouverture. On a alors
B, = By, et cette image commune, stable pour Vv et A, est un sous—treillis.
Dans ce cas, les criteres ci—dessus n’apportent rien de nouveau.

Beaucoup plus intéressant va se révéler le cas d’une dilatation—ouverture
associée a une érosion —fermeture, qui fait I’objet du paragraphe suivant.

8 —2. Les équivalences propres

Nous partirons de la définition suivante :

DEFINITION. On dira qu’une relation d’équivalence = sur un treillis T est
propre si, pour toute famille (x;, y;), 1E€EI dans T X T, la relation suivante est
vérifiée :

(a) x;=y; ViElI==VX=Vy ,AXx= Ay,

Nous désignerons par C(x) la classe d’un élément x €T modulo =, et par
Tc I’espace quotient, c’est—a—dire ’ensemble de ces classes C(x), x€T. Notre
but est de munir T¢ d’une structure de treillis pour laquelle P’application
x—C(x) sera un homomorphisme de T sur T¢, c’est—a—dire 4 1a fois une érosion
et une dilatation.

Il faut, pour cela, tout d’abord munir T¢ d’une relation d’ordre qui rende
P’application C croissante de T dans T¢. Soient C et C’ deux éléments de T¢, x
ety € TtelsqueC = C(x) et C’ = C(y). NousposeronsC <C’dans T¢csiy=xVy
dans T. La condition (a) nous garantit que cette relation ne dépend pas du choix
des représentants x et y des classes C et C’. D’aprés cette méme condition,
y=x Vyentraine x Ay =(x Vy) Ax = X, et réciproquement. Ainsi :

(b) Cx) =C(y) dans To<y=xVy dans Te&x=xAYy
et cela indépendamment du choix des représentants x et y.

On a bien C(x) =C(x). Si C(x) <C(y) et C(y) =C(x), il vient y=xVy et
x=x Vy, donc x=y et C(x) = C(y). Reste a vérifier la transitivité.

Supposons C(x) < C(y) et C(y) =C(z2), soit

YEXVYy et z=yVz
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D’apres (a),celaentrainex Vz=xVvV(yvVz)=xVy)Vz=yVz=az
On a donc C(x) = C(2), et il s’agit bien d’une relation d’ordre.

Reste a montrer l'existence de V etde A sur T¢. Soit C;, i €1 une famille
dans P’espace quotient T et Co € T tel que ’on ait C; < Cy dans T¢, au sens de
la relation (b), pour tout i €I. Choisissons des représentants x; €C;, xg €Cq de
ces diverses classes. Par hypothése on a :

Xg = Xg V X4 Viel

D’apres (a), cela entraine x, = x, V (. VI x;), c’est—a—dire C(V x;) = C(x;)
dans Tc. Mais, pour un i€l donné, on a x;V (V xj) = V x; et donc
C(x;) = C(V x;) pour touti€L On a donc montré que C‘( Vxl) est le plus petit
majorant dans Tc de la famille C(x;), i €1.

On posera donc :
vV C(x;) = C(V x;) et,deméme A C(x;) = C(A x,)

On a donc montré, a la fois, que T est un treillis complet, pour la relation
d’ordre définie en (b), et que I’application x—C(x) est un homomorphisme de T
sur Tc.

A cet homomorphisme C qui est a la fois une érosion et une dilatation de
T sur Tc, sont donc associées une dilatation a et une érosion b de T¢ dans T.
Posant :

y=ac; o=bc
on obtient donc une ouverture 7y et une fermeture ¢ sur T. Comme
vy(x) = a c(x) <y dans T équivaut a C(x) =C(y), on voit que y(x) est le plus petit

représentant de la classe C(x), et de méme @(x) son plus grand représentant. Si
on a yx)<y=o(x), cela entraine a la fois C(x)<C(y) et C(y)=<C(x),
c’est—a—dire C(y) = C(x), ou y EC(x). On a ainsi montré que la classe C(x) est

exactement égale au fuseau M ;p((;{)) , soit :

(c) C(x) = MY(X) N M o)

Comme @(x) appartient & la classe C(x) de I’élément x €T, classe dont le
plus petit représentant est y(x),ona C(x) = C(@(x)), et y(x) = yop(x),soity = vy,
et, de méme, ¢ = @y.

Ainsi, I'ouverture vy et la fermeture ¢ vérifient la relation :

(d) YP=Y; 9Y=©@
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Pour toute famille x; , 1 €I dans T, larelation C( vV x;) = Vv C(x;) signifie que
V xj est un représentant de la classe v C(xi). Comme on a x; = y(x;) pour chaque
i€l, la relation (a) implique Vv x; = V y(x;). Cela signifie que V y(x;) est un
autre représentant de cette méme classe v C(xi) : son plus petit représentant,
qui est a( v C(xi)) vérifie donc :

a(Vv C(x)) = y(V v(xp)) = y(V x)

Mais on a évidemment aussi a( vV C(xj) = va C(x;) = V y(xj), puisque a est
une dilatation, et donc finalement y(Vzx;) = Vy(xj): 'ouverture y est une
dilatation de T dans lui—méme, et de méme la fermeture @ est une érosion.

Mais y(x) =y équivaut a C(x) <C(y), donc aussi a x <@(y), de sorte que @
est I’érosion associée a la dilatation y. Quant a la relation d’ordre sur T, elle
vérifie méme 1’équivalence :

(e) Clx) = Cy) = y(x) = @(y)

car, d’apres (d), y(x) < @(y) entraine y(x) = y y(x) < y@(y) = y(y)donc y(x) <y
et C(x) =C(y). L’implication inverse étant évidente, on a bien 1’équivalence (e).

Procédons maintenant a la construction inverse : étant données, sur T, une
ouverture y et une fermeture @ vérifiant les relations (d), montrons qu’il existe
effectivement sur T une équivalence propre dont les classes sont les fuseaux
My N M P

Notons d’abord que les relations (d) impliquent que I’ouverture y est aussi
une dilatation, et que la fermeture ¢ est I’érosion associée. En effet y (x) <y
entraine, d’aprés (d), ¢(x) = ¢py(x) < ¢(y) et donc x< @(y). Inversement
X < @(y) entraine y(x) <y (y) = y(y) et donc y(x) <y. On a donc I’équivalence
YX) <yex < @(y).

On peut aussi se donner comme point de départ une dilatation vy telle que
I’érosion associée ¢ vérifie les relations (d) : ces relations (d) entrainent alors
que y = y@ est une ouverture et @ = @y une fermeture.

On peut aussi (troisieme point de départ équivalent possible) se donner une
application y de T dans lui—méme qui soit a la fois une dilatation et une
ouverture. Il est alors immédiat que ’érosion associée ¢ est aussi une fermeture.

Montrons que y et ¢ vérifient alors les relations (d). Posons
g=ve ; f= oy

¢ étant I’érosion associée & v, g est une ouverture et f une fermeture. De plus
gf=vp.9y=ypy=7v. Comme fet ¢ sont des fermetures, cela entraine :
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y=gfzg=yop=y
Donc g = yet de méme f = @ : ainsi y et ¢ vérifient bien les relations (d).

Ceci étant, posons pour chaque x€T :
(© CO = My MM #®

et montrons que les C(x), X ET constituent une partition de T. Comme on a
v(x) <x < @ (x), il enrésulte x € C(x), et laréunion des C(x) couvre T. Siy € C(x),
c’est—a—dire y(x) <y < @), les relations (d) donnent
vx) = yyX) <y <yoply) =y(@) et donc y(y)=yx), et, de méme,
@) = @x). Il en résulte C(x) = C(y). Si, maintenant, pour x, z€E€T, les deux
classes C(x) et C(z) ont une intersection non vide, soit y un élément de cette
intersection : y€C(x) entraine C(y) = C(x), et de méme y&€C(z) donne
C(y) = C(z), d’ou C(x) = C(z). Il s’agit donc bien d’une partition.

L’équivalence associée x =y se définit par C(x) = C(y) ou, ce qui est
équivalent, d’apres (c), par y(x) = y(y) ou, aussi bien, par ¢ (x) = @(y) (cesdeux
relations s’impliquant mutuellement, d’apres (d)). Il reste a vérifier que cette
équivalence est propre. Supposons donc x; =yj, c’est—a—dire, par exemple,
v(xi) = y(y;) pour chaque i €E1. Comme ¥y est une dilatation, on a

y(Vx) = Vy ) = Vy i) = y(Vyy)

et par suite Vxj = Vy;. Avecl’érosion ¢,ontrouvede méme Ax;= Ayj:ils’agit
bien d’une équivalence propre.

Résumons les résultats de cette analyse. Le lemme suivant rappelle
I’équivalence des trois points de départ possibles de la construction.

LEMME 8-2. Si une application y d’un treillis T dans lui—méme est a la fois une
dilatation et une ouverture, I’érosion associée @ est aussi une fermeture, et
ona

(d) YO=Y 5 QY=Q

Si une ouverture vy et une fermeture ¢ sur T vérifient ces relations (d), alors
vy est aussi une dilatation et ¢ est I’érosion associée. Enfin, si une dilatation
v et son érosion associée ¢ vérifient ces relations (d), y est aussi une ouverture

et @ une fermeture.

Nous dirons dans tous les cas que y est une dilatation—ouverture, et

P’érosion —fermeture associée. Voici maintenant I’énoncé principal :
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THEOREME 83 . (THEOREME DES EQUIVALENCES PROPRES). Une équivalence = sur

un treillis T est propre si et seulement si les classes C(x) des x €T modulo = sont
des fuseaux de la forme :
ou y est une dilatation—ouverture et ¢ I’érosion—fermeture associée. La
relation définie par

(e) Cx) = Cly) si v(x) =oy)
est alors une relation d’ordre sur I’espace quotient T¢. Cette relation d’ordre
fait de T¢ un treillis complet, dont les vV et A sont donnés par

€9) Vv C(x;)) = C(V xp; A C(xp) = C(A x;)

En particulier, ’application x—C(x) est un homomorphisme de T sur T¢.

CoroLLAIRE 1. Une équivalence = sur un treillis T est propre si et seulement si
il existe un homomorphisme f du treillis T dans un autre treillis T’ tel que

x =y f(x) = f(y) xy) €T

Il résulte du théoréme 8 — 3 que cette condition est nécessaire : on le voit en
prenant T’ = T¢ et ’homomorphisme f = C de T sur T¢. Inversement, si cette
condition est vérifiée, supposons x;=y; dans T pour tout i €I, donc aussi
f(x;) = f(y;). Comme f est un homomorphisme, il vient

f(vx)=VvIiEx)=VIi()==1f(Vy)
etdonc V x; = V y, et,de méme, A x; = A y;:1’équivalence est propre.
COROLLAIRE 2. Si = est une équivalence propre sur un treillis T, vy la
dilatation—ouverture et @ 1’érosion—fermeture associées définies comme

dans le théoreme 8—3, alors le treillis quotient est isomorphe aux treillis
images By = y(T) et B, = @ (T).

Ceci résulte immédiatement des équivalences

Cx) = Cy) = rx) = yy) <o =oy).

Passage au quotient

Nous dirons qu’une propriété possible pour un treillis T passe au quotient si,
pour toute équivalence propre sur T, le treillis quotient T¢ vérifie cette propriété
des que T la vérifie lui—méme.
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CRITERE 8-5. Pour un treillis T, les propriétés suivantes passent au quotient
T est COF pour la topologie c M - C Ma (ou C M - c MA)

Testa vV (oua A) continu

e T est distributif

e V distribue complétement A (ou A distribue complétement V)

T est totalement ditributif

Si T est COF pour la topologie c MI - c Ma, pour toute relation -
d’équivalence propre, 1’érosion—fermeture associée @ est scs (théoréeme 4-3,
corollaire 1). Son domaine d’invariance B¢ est donc lui—méme COF pour sa
topologie C M - C My, (théoréme 4—6), et le treillis quotient T possede la
méme propriété d’apres le corollaire 2 du théoréme 8—3. Si, de plus, Testa v
continu, la conclusion résulte du théoréme 5-6.

Enfin, les énoncés relatifs aux diverses formes de distributivité sont des
conséquences triviales de la définition des équivalences propres, c’est—a—dire
de la relation (a) ci—dessus.

Cas d’une dilatation idempotente quelconque

Examinons maintenant le cas d’une dilatation idempotente quelconque (i.e. qui
n’est, en général, ni une ouverture ni une fermeture), ce qui nous conduira a une
démonstration du critére 8—4 resté en suspens au paragraphe précédent.

Soit donc T un treillis, a une dilatation idempotente de T dans lui—méme,
et b I’érosion associée. Il est immédiat que b est aussi idempotente. Désignons
par I 'application identique, et posons :

A \
a=Iva ; b=IAb

a est une dilatation (comme V des deux dilatation) et aussi une fermeture car
dva(dva=Ivavalva)=I V avVa=1Va) (aetantunedllatatlon
et idempotente), et ’érosion associée b est aussi une ouverture. Par ailleurs a
est manifestement la plus petite fermeture majorant a, de sorte que son domaine
d’invariance est le domaine d’anti—extensivité de a :

A
B, = {x = a(X) < x}

Comme a(x) <x équivaut a x <b(x), le domaine d’anti—extensivité de a est
identique au domaine d’extensivité ﬁb = {x = x < b(x)}, qui est aussi le
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Vv A \'4
domaine d’invariance de ’ouverture b. Ce domaine commun T, = B, = Byest
donc un sous—treillis de T. En particulier, si T est totalement distributif, T I’est
aussi.

Maintenant, }a restriction a au treillis }ga est une ouverture sur ﬁa g\car
a(x) <x, pour X € B, et aa(x) = a(x) donc aussi a(x) €EB,) et on a a(B,) = B, a
cause de la relation a8 = a. Clest as\ussi une dilatation de ﬁa dans lui—méme.
(/Z\ar, pour toute famille x;,i €Idans B, le Sup de cette famille (au sens du treillis
B, est A(V Xj) = V X (2 étant une dilatation), d’ou résulte bien
aﬁ(v x;) = a(Vx)= Vak)= Q(V a(x;)).

Donc la restriction A de a au sous—treillis Iga, étant une
dilatation—ouverture sur B, définit une équivalence propre sur ce
sous—treillis. D’aprés le corollaire 2 du théoréme 8-3, son domaine, qui
coincide avec B, lui—méme, comme on I’a vu ci—dessus, est isomorphe au treillis
quotient B,/ =. En particulier, si B, = T¢ est totalement distributif, B, I’est
aussi (théoréme 8—4). v

Ainsi, pour toute dilatation idemlpoter}\te, la distributivité totale se
transmet aux treillis images isomorphes B, et B, : le critére 8—4 est démontré.

Exemple des treillis de fonctions

Soit E un ensemble quelconque, T = RE le treillis de toutes les fonctions de E.
Si A C E est une partie quelconque de E, on définit une relation d’équivalence

dans T en posant :
(1) f=g sifx)=gx) Vx€EA

Il est immédiat qu’il s’agit d’une équivalence propre. Une classe du treillis
quotient T¢ est définie par la donnée d’une fonction u quelconque sur A : Tcest
isomorphe au treillis RA.

Supposons, maintenant, que E soit un espace topologique séparé, et
considérons le treillis T’ des fonctions scs sur E. La relation (i) définit encore
une relation d’équivalence sur T’, mais, si A est une partie quelconque de E, ce
n’est plus, en général, une équivalence propre. En effet, puisqu’il s’agit
maintenant de fonctions scs, certaines conditions de raccordement doivent étre
respectées sur la frontiére dA de I’ensemble A C E.

Nous désignerons par Gy la classe des voisinages ouverts d’un point x €E.
Partons d’une fonction u scs sur A pour la topologie induite, et, pour les points
de la frontiére n’appartenant pas a A, posons
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= — C
(x) o é\gx yE\C/}nA u(y) x € A“ndA)

Toute fonction f de la classe définie par A doit respecter la condition :
fx) = u(x) (x € AndA)
Cette condition sera respectée, lors d’un passage au VvV dans le treillis T,

et ne pose pas de probléeme.

Mais, en tout point de la frontiere appartenant a A, on doit aussi avoir

AV fly) € u®x) (x € AndA)
GEG: yEG
et cette condition ne passera pas au Sup. Il faut donc que I’ensemble AndA soit
vide, c’est—a—dire que A soit ouvert dans E;

Ainsi, dans le cas des treillis des fonctions scs sur E, la relation
d’équivalence définie par (i) est propre si, et seulement si, ’ensemble A est
ouvert dans E.

Si u est une fonction scs sur un ouvert A, la classe modulo A définie par u
admet un plus petit élément uy et un plus grand élément u; définis par

u) six€A ux) si x € A
ux) = T(x) si x € A ; uy(x) =
0 si xe(A w six€&A

et contient toutes les fonctions scs comprises entre ug et uj.

Si, maintenant, E est un espace métrique, muni d’une distance d, on peut
s’intéresser au treillis L des fonctions lipschitziennes sur E. Comme L est un
sous—treillis de RE,le V etle A sontles mémes dans L et dans RE, de sorte que
I’équivalence définie par la relation E est, a nouveau, toujours une équivalence
propre, quel que soit 'ensemble A C E. En fait, si I’on se donne une
lipschitzienne u sur ’espace A muni de la distance induite par d, elle admet un
prolongement unique U sur I'adhérence A. On obtiendra donc la méme
équivalence en remplacant A par A.

La classe définie par une lipschitzienne u sur A admet le plus petit élément
up et le plus grand élément u; définis par :

uy(x) = yg L O-yx) s ) = o (u(y) + d(y,x))

et contient toutes les lipschitziennes comprises entre ug et u;.
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8 —3. Filtroides et antifiltroides

Le but de ce paragraphe est d’établir un théoréme (le théoreme de séparation)
qui jouera un role capital dans la suite. Les diverses notions que nous allons
introduire a cette fin n’utilisent que la structure de treillis simple, et c’est dans
ce cadre plus général que nous allons les définir. On rappelle qu’un treillis simple
est un ensemble ordonné T dans lequel toute partie finie J € $(T) admet un plus
petit majorant VJ et un plus grand minorant AdJ. Il s’agit donc d’un treillis au
sens usuel (non nécessairement complet) mais possédant un plus petit élément
0 et un plus grand élément w (0 = V@, w = A D).

N.B. — }(T) désigne la classe des parties finies de T. Il nous arrivera souvent
d’utiliser le symbole I ou J pour désigner un élément de $(T) en omettant de
préciser J € $(T), et d’écrire par exemple, par un léger abus de notation :

MA = ﬂ{MJ M’ D MA} ouméme MA = ﬂ[MJ D MA}
au lieu de la notation explicite :
MR = N {M':] € §(T) M D M4

Soit donc T un treillis simple. Les notations M*, M# etc., définies pour les
treillis complets, se généralisent d’elles—mémes. On désignera encore par
P A(T), ou simplement P ,, et par P, (T) ou P, les classes des parties de T
permises, respectivement pour A et pour V. Ce sont des sous-—treillis
(complets) du treillis complet P(T), donc totalement distributifs comme ce
dernier. On sait que P(T) est COF & Vv et A continu (pour la topologie de la
convergence ensembliste, associée a la topologie discréte sur T), de sorte que les
sous—treillis P , et P, fermés dans P, possédent les mémes propriétés.

La notion de famille filtrante croissante (ou décroissante) conserve son
sens dans un treillis simple T : il s’agit d’'un sous—ensemble non vide A de T tel
que, pour tout xet tout ydans A, il existeunz EA vérifiantz>x vy (ouz <x Ay).

Si A est une famille filtrante croissante dans T, MA posséde encore la méme
propriété, et constitue méme une famille stable pour le Vv fini: en effet, si
x,yEMA, ie. il existe x' et y' EA avec x<x', y<y’', donc aussi zEA avec
z=x'Vy =xVy, ce qui implique x VyEMA, Nous dirons que M” est un
antifiltroide.
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DEFINITION. On dit qu’une partie A d’un treillis simple T est un antifiltroide si
elle est permise pour A (i.e. A=MAEP,) et si, pour toute partie finie
J € 3T),d CAentraine VJ €EA. De méme, on dira qu’une partie F de T est un
filtroide si F' est un antifiltroide pour la structure duale. On désignera par
® ,(T) laclasse des antifiltroides (ou simplement @ ,)
® ,(T) (ou @) celle des filtroides.

Cette définition implique qu’un filtroide F ou un antifiltroide A est non
vide (car0 = v@€Aetw = ADEF). Lesclasses ¢ » et ¢, sont manifestement
stables pour l’intersection et constituent donc des treillis complets. On notera
que le plus petit élément de ¢ , est M? = {0}, et non pas ¢, et celui de & est
My = {w}. Le plus grand élément est T lui—méme, dans &, comme dans ¢ ,.
On dira parfois qu’un filtroide ou un antifiltroide est propre s’il n’est pas égal
aT

Exemple du treillis P(E) des parties d’un ensemble E

Dans le cas d’un treillis P(E), la notion de filtroide propre correspond
exactement a ce qu’on appelle filtre en topologie générale : une classe de partie
de E stable pour I'intersection finie, permise pour la réunion et ne contenant pas
I’ensemble vide @. A chaque filtre B, correspond un antifiltre @ = {A : CA eB}
constitué des complémentaires des parties de B, et qui est donc un antifiltroide
propre dans le treillis P(E).

Les filtroides parfaits, qui seront introduits un peu plus loin,
correspondent exactement, dans le cas d’un treillis P(E), aux ultrafiltres de la
topologie générale. Les ultrafiltres d’intersection non vide sont les parties de
P(E) de la forme M ,,, i.e. constituées des majorants d’un atome {x} (x EE),
mais, dés que ’ensemble E est infini, il en existe aussi beaucoup d’autres
(d’intersection vide).

Les classes @ , et @, étant stables pour A, nous désignerons par S et §,
respectivement, les fermetures correspondantes (sur P ou, aussi bien, sur P ,
et P, respectivement). Leur expression explicite est :

Sa) = (MY = UMY 1C MA]
(@) y y
S(A) = SM,) = UM, T C M,

On note aussi que ® , et ®, sont stables pour la réunion croissante
(c’est—a—dire pour } dans P, ou P , ou P, ).
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En effet, supposons M%i { MA pour une famille croissante M*i i€l
contenue dans ¢ ,. Six ety appartiennent & MA, il existe i; et ip dans I tel que
x EMA pouriz=i; et yEMA pouriz=ip. Mais on peut trouver k €I avec k =iy,
k =ig. Pouri=konauradoncalafoisx EMA et y EMA et par suiteaussix Vy
appartient a 'antifiltre MA. D'oux vy € MA = [ M4,

Comme la limite inférieure dans %P (ou, aussi bien, dans %, et P ,) d’une
famille A;, i €1 filtrée par un filtre B est donnée par

Be® i€B

toute classe stable dans % pour N et ? est fermée dans P. Donc P , est fermée
dans P , etA(bv germée dans 9. Il résulte donc du théoréme 3—6 que les
fermetures S et S sont sci, et donc aussi que les treillis ® , et ®,, sont COF 4
A _continu (d’apres la forme duale du théoréme 5-6).

Notons encore ceci: pour x€T, M* est un antifiltroide. La classe
T = {M*,x € T} image de T par I'application x—=M?* est contenue dans ® ,,
ainsi que son adhérence, puisque ® , est fermée dans P ,. Mais, inversement,
il résulte de la définition méme ou de la relation explicite (a), que tout
antifiltroide M2 est limite dans % , de la famille filtrante croissante des M¥,
x EMA. Donc @ , est contenu dans I’adhérence de f On a donc en fait :

n v
@/\zT;¢V=T

Résumons ces diverses conclusions concernant les antifiltroides, en
laissant au lecteur le soin de former les énoncés duaux :

THEOREME 8-4. Laclasse @ ,(T) des antifiltroides d’un treillis simple T posséde
les propriétés suivantes :

e @, est stable pour N et 1 et fermée dans P ,

e @, est un treillis complet, COF & A continu

e &, est 'adhérence dans P , de la classe {M*, x €T}

e & , estle domaine d’invariance de la fermeture § sci sur P , définie par :

(a) SM%) = U MY), 1€ §(T), M4
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Quelques critéres de distributivité

Le Sup et I'Inf du treillis ® ,(T) des antifiltroides d’un treillis simple T sont
donnés par :

VMAi=§(UMAi> ; A MA = mMAi

pour toute famille M4, i €I dans ® ,(T).

Sur P(T), on peut aussi définir la fermeture associant a toute partie BCT
la plus petite classe stable pour V fini contenant B, soit

Sy(B) = {V ], JCB)

Si B = MB est permise pour A, il résulte de la relation (a) que I'on a
A
S, (MB) C s(MmB)

mais, en général, cette inclusion est stricte.

Critére8-6. SiT estun treillissimpleet MB € P , (T), la plus petite classe stable
pour V fini engendrée par MB, soit S (MB) est contenue dans g(MB). Cette
inclusion devient une égalité, soit S, = S sur P A si et seulement si T est
distributif.

En effet, supposons T distributif. Soit MBe®P ,, J une partie finie
contenue dans MB et x< vJ. On a x =xA(VJ), soit, T étant distributif,
x = V{zAx, z€J}. Comme chaque z€EJ appartient 3 MB, on a aussi
z Ax EMB, et par suite x, réunion finie d’éléments de MB estdans S ,(MB). D’our
SCS, et Iégalité.

Inversement, supposons que I’on ait § =S, sur P ,, etsoienta,b, ctrois
élémentsde T. Ona

(1) (avbarcz=(@aAnc)Vv(bAc

Par ailleurs, on trouve immédiatement :

A
S(M* | MP) = M*Y® . S (M| MP®) = {xVy:x<a y<b}

Comme I’élément z = (aVvb) Ac est dans §(Ma UMD), ’égalité S=5 v
entraine que I’on peut trouver deux éléments x , y €T avec

Zz=XxVy, X<a y=b

Comme on a z <c, cela entraine que x et y sont <c et donc
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x<aAc, ysbAc etparsuite z<s(aAc)V (bAc)

L’inégalité (i) est donc, en fait, une égalité et T est distributif. -

CRITERE 8-7. Un treillis simple T est distributif si et seulement si la fermeture
A
S sur P ,(T) vérifie la relation

A A A
(@) SMMA M MB) = S(MA) M S(MB) (MA, MB eP,)
Supposons la relation (a) vérifiée. Avec MA = M*, MB = MY UM? (x,y,zET)
S(MA m MB) — S(Mx/\y U Mx/\Z) - M(x/\y)v(x/\z)
A A '
S(MA) m S(MB) = MX m MYVZ = Mx/\(sz)

Larelation (a) entraine donc I’égalité, soitx A (y Vz) = (x Ay) V(X A z)etT
est distributif.

Inversement, supposons T distributif. Comme on a toujours
A A A
SMA N MB) € s(MA) M S(MB)

il faut montrer I'inclusion inverse. Soit z € §(MA) N §(MB). Il existe donc dans
T, d’apreés le critére 8—6, deux familles finies x;, i€I et y;, yEJ avec

z=Vx=Vy ; xEMAVYIieEl ; y,€MP VyeE]
On en déduit, compte tenu de la distributivité :
z=(VX)A(Vy) = Viay, i€l jel]

Mais x; A y; € M M MB pour tout i€l et j&dJ. Comme il s’agit encore
d’une famille finie, cela entraine z€ S (MA N MB), et la relation (a) et vérifiée.

CrITERE 8-8. Un treillis simple T est distributif si et seulement si le treillis
® A (T) des antifiltroides de T est lui—méme distributif.

On désignerapar V et A le Sup et I'Inf au sens du treillis ® ,. Pour toute
famille A, = M4, i€I dans P ,, on aura donc

A A
A S(A; = M S(A)
(b)

v $(a) = S(U S = S(U A)
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la derniére relation résultant simplement du fait que S est une fermeture sur
P A '
Supposons T distributif, et soient A, B, C trois antifiltroides. On a donc
dans @, :
A
(AVB)AC=SAUBNC

Comme C = MC = é(MC), le critére 8—7 donne

A A A
sSAUBNC=S(AUBNC=s(ANOUBNO)

Mais cette derniére expression est égale a (AAC) Vv (BAC) au sens du
treillis ® ,. On a donc bien (AVB) AC = (AAC) V(B AC), et le treillis ® , est
distributif. Inversement, sicette relation est vraie, cela entraine la distributivité,
comme on le voit avec A = M*, B = MY et C = M~

Voici maintenant un théoréme simple, mais qui se révélera tres utile. 1l
concerne cette fois les treillis complets.

THEOREME 8-5. Dans un treillis complet T, ’adhérence MA d’un antifiltroide
MAE® ,(T) pour une topologie sci admissible (i.e. comprise entre les
topologies sci minimale et maximale) quelconque est toujours égalea M A soit

MA = MVA (MA € ®,)

Comme M V4 est fermé pour toute topologie sci admissible et contient MA,
on a MA C M VA, Mais I'antifiltroide MA est une famille filtrante croissante et
ona MA1VA dansT Or MA, fermé pour une topologie admissible, est stable
pour } et contient MA. Onadonc V A € MA et MVA C MA, Dol I’égalité.

Le théoréme de séparation

Si une partie F = My d’un treillis simple T est un filtroide, son complémentaire
CMF n’est, en général, nullement un antifiltroide. Nous poserons la définition
suivante :

DEFINITION. Dans un treillis simple T, on dit qu’un filtroide (resp. un

antifiltroide) est un filtroide parfait (resp. un antifiltroide parfait) si son
complémentaire est un antifiltroide (resp. un filtroide).

Il s’agit donc d’une notion duale : un filtroide F est parfait si et seulement
si son complémentaire A = CF est un antifiltroide parfait. Soit :

AUF=T ; ANF=0 ; A€E®,, FEO,
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On dira parfois aussi, pour des raisons qui apparaitront au paragraphe
suivant, filtroide, ou antifiltroide premier, au lieu de parfait.

Il est immédiat qu’un filtroide F est parfait si et seulement si il vérifie la
relation :
(Fp) avVbeEF=aoub€&F

et de méme un antifiltroide A est parfait si et seulement si :
(Ap) aAbEA=aoub€A

Il sera commode de désigner par ®F la classe des antifiltroides parfaits, et
par @F celle des filtroides parfaits.

THEOREME 8-6. La classe ®F des filtroides parfaits d’un treillis simple T, et
la classe ®F de ses antifiltroides parfaits sont des sous—ensembles fermés de
P, et P, respectivement. En particulier, ces deux classes sont stables pour
1 et pour |.

En effet, soit A; une famille filtrée contenue dans (I>pA et convergeant vers
une limite A € ® , au sens de la topologie de ® , (ou, aussi bien, de P, ou de
P). Comme A;—A dans P , équivauta (A;—(A dans P, et que les [ A; sont
contenus dans la classe ®, fermée dans P, on aura encore CA ed,, et par
suite A est encore un antifiltroide parfait.

Les classes ® , et @, sont stables, comme on I’a vu, pour 1. D’apres le
théoréeme de Zorn, donc, si un filtroide F et un antifiltroide A sont disjoints dans
un treillissimple T (A N F = 0), il existe un antifiltroide maximal Ay contenant
A et disjoint de F, et, aussi bien, un filtroide maximal contenant F et disjoint
de A.

Un tel antifiltroide maximal Ay est caractérisé par la propriété suivante :
(¢) Si x€¢& Ay, on peut trouver aEAy telque avVxeEE

En effet, si Ay est maximal et x & Ay, §(AM U MX) est strictement plus
grand que Ay, donc rencontre F. 1l existe donc un a€Ay tel que M?*V*
rencontre F, ce qui implique a vx&€E F étant permis pour V.

Inversement, la condition (c) entraine manifestement qu’il n’existe pas
d’antifiltroide contenant strictement Ay et disjoint de F. Elle caractérise donc
la maximalité. |

De méme, il existe un filtroide maximal contenant F et disjoint de A,
caractérisé par la condition duale de (c). On peut aussi construire d’abord un
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antifiltroide maximal Ay contenant A et disjoint de F, puis un filtroide maximal
Fy contenant F et disjoint de Ay Alors Ay est, a fortiori, maximal parmi les
antifiltroides contenant A et disjoint de Fy. Ainsi :

LEMME 8-3. Pour tout filtroide F et tout antifiltroide A disjoints dans un treillis
simple T, on peut trouver un filtroide Fy et un antifiltroide Ay disjoints
vérifiant les inclusions :

AcAayc(Fuc(F
et les conditions de maximalité :

x & Fyy=3fE Fy telque x A fE Ay

(d)
y& Ay,=3Ja € Ay telque yVa€EFy

Supposons maintenant le treillis simple T distributif. Alors le filtroide Fum
et I’antifiltroide Ay maximaux disjoints, construits comme dans le lemme 8-3,
sont complémentaires dans T : autrement dit, il s’agit d’un filtroide parfait et
de I'antifiltroide parfait complémentaire.

En effet, supposons qu’il existe un élément z dans T n’appartenant ni a
FM nia Ay. D’aprés le lemme 8—3, on peut donc trouver un aEAy et un

feFy avec
zANfE Ay ; zVa€EFy

Comme Ay est stable pour V et F)y pour A, on en déduit :

Mais, par hypothése, T est distributif, et on a donc:
zvaAnf=@zAf)v@ani

Or z Af € Ay, par construction, et a Af € Ay, puisque a €Ay, permis
pour A. Celaentraine quel’élément (z Af) V(a Af) appartient a Pantifiltroide
Ay : mais cela contredit (z V a) A f € Fy, puisque Ay et Fyy sont disjoints.
On conclut done que I’on a bien

Fy UAy =T
Enoncons ce résultat :

THEOREME 8~7. Dans un treillis simple distributif, si un filtroide F et un
antifiltroide A sont disjoints, on peut trouver un filtroide parfait Fp et un
antifiltroide parfait A, vérifiant :

Ac(F,=A,c(F
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat principal que
nous avions en vue dans ce paragraphe. Posons d’abord une définition :

DEFINITION. Nous dirons qu’un treillissimple T est parfaitement séparé si pour
tout couple (x , y) de points distincts dans T, avec, par exemple, x #y, on peut
trouver un filtroide Fp, et un antifiltroide A, parfaits complémentaires
séparant x, et y, c’est—a—dire tels que 'on ait xEA, et y€F), soit:

(e) M*C A, = (F, ¢ (My

Montrons maintenant le théoréme suivant :

THEOREME 8-8. (THEOREME DE LA SEPARATION PARFAITE). Un treillis simple T
est distributif si et seulement si il est parfaitement séparé.

Supposons T distributif, x,y €T et M*C CMy : antifiltroide M* et le
fitroide My étant disjoints, le théoréme 8—7 montre que la relation (e) est
vérifiée, et donc que T est parfaitement séparé.

Inversement, supposons T parfaitement séparé, et soienta,b,c trois
éléments de T. Posons

x=(aAc)V(bAc ; y=(@VDb)Ac

On atoujours y =x. Supposons I'inégalité stricte, c’est—a—dire x Zy. Par
définition, il existe alors un filtroide parfait ¥, avec

x € (F, ; yEF,

Mais y = (a V b) A ¢ € F,, entraine c€Fp et a vbEF, (F, étant permis
pour V). Comme le filtroide Fy est parfait, a vbEFy implique que a ou b
appartient & F,. Supposons, par exemple, a EFj,. Comme on a aussi c€Fyp, il
vient aAcEF, puisque Fp, est stable pour A. II en résulte
x=(aAc)V (bAc)EF, (F, étant permis pour V) et cela contredit le point
de départ x€ (Fp.

On conclut donc que I’inégalité stricte est impossible, soit x =y, et le
treillis T est distributif.

8 —4. Premiers et copremiers

Cette terminologie n’est pas spécialement heureuse, mais elle est consacrée par
'usage, et il n’a pas paru opportun de la modifier. Notre objectif est, en fait,
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d’essayer de caractériser les treillis coprimaires, c’est—a—dire les treillis dont
chaque élément est le Sup de ses minorants copremiers. Nous utiliserons les
définitions suivantes :

DEFINITION. On dira qu’un élément q dans un treillis T est copremier si
q< VvJ entraine ¢ €M’ pour toute partie finie J € $(T). On désignera par
Q(T), ou simplement par Q, la classe des éléments copremiers dans T. On
dira qu’un élément x € T est coprimaire s’il est égal au Sup de ses minorants
copremiers, soit x = V (Q M M*). On dira que le treillis T lui—méme est
coprimaire sitousles xET sont coprimaires.

Sous forme duale, on dira que p est premier dans T s’il est copremier dans
le treillis dual T, et on désignera par P(T), ou simplement par P la classe
des éléments de T premiers dans T. On dira que x est primaire dans T s’il
est coprimaire dans T, soit x = A (P | M,), et queletreillis T lui—méme
est primaire si tous ses éléments sont primaires.

On note qu’avec cette définition, le plus petit élément d’un treillis T, noté

0 _n’est jamais copremier, et de méme son plus grand élément @ n’est jamais
premier. On a, eneffet, 0 = Vv §, mais jamais 0 € M? = . Dans certaines
questions, il y aura intérét a compléter la classe Q en lui adjoignant I’élément
minimum 0, ou la classe P en lui adjoignant . On posera alors :

Q=QU{0} ; Py,=PU{w}

Le critére suivant résulte immeédiatement de la définition.

CRITERE 89. Dans un treillis T, un élément q est copremier si et seulement
si il vérifie ’une des conditions équivalentes suivantes :

a) CMq est un antifiltroide, soit CMq = 8 CMq
b) My est un filtroide parfait
c)qE §(MA) équivaut & q EMA pour toute partie MA permise pour A

dans T
avec comme corollaire :
QM SMY = Q O MA MAED,)
COROLLAIRE.
QNMYn=QqNM (I € HT)

CRITERE 8-10. Dans un treillis T distributif, un élément q €T est copremier
si et seulement si il vérifie la condition :
d) La classe des M? des minorants stricts de q est un antifiltroide.
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La condition d) est nécessaire, méme dans un treillis non distributif, car
M= Man CMq est un antifiltroide, comme intersection de deux antifiltroides,
dés que q est copremier (condition a) du critére précédent).

Inversement, supposons T distributif et soit q €T tel que MY soit un
antifiltroide. Ceciimplique déja que M’ n’est pas vide, et donc que q n’est pas
I’élément 0. Il reste a vérifier que x Vy =q entraine xouy =q. Mais, T étant
distributif, x Vy=q entraine (qAXx)V(QAy) =qA XVy =g Comme
M? est un antifiltroide, cela entraine que I'un des éléments qAx et qAy
n’appartient pas a M®. Mais QAXE M? (par exemple) implique qAx =q,
c’est—a—dire x=q: donc q est bien copremier.

“ CoOROLLAIRE. Dans un treillis distributif, tout atome est copremier.

En effet, par définition, un élément a€T est un atome si a=0 et
a8 = {0,a}, ce qui équivaut exactementa M’ = {0}. Comme {0} = M? est un
antifiltroide, la conclusion résulte bien du critére 8—10.

N.B. — Dans un treillis non distributif, un atome n’est pas nécessairement copremier.
Un treillis non distributif peut tres bien €tre atomique (i.e. chaque élément est le Sup
des atomes qu’il majore) sans posséder aucun élément copremier.

Par exemple, dans un espace euclidien RN, le treillis des ensembles ouverts
selon laboule unité B (i.e. de la forme A @B) est atomique : les atomes, en effet,
sont les translatés de la boule unité B. Mais il ne contient aucun élément

copremier.

La topologie sci_minimale va jouer un réle crucial dans I’étude de la
coprimarité. Nous désignerons par ?F‘j\ (T), ou simplement Wj\ la classe des
fermés de cette topologie sci minimale, qui est la classe stable pour I’intersection
engendrée par les ML, IE$(T) (parties finies de T). L’adhérence d’une partie
A de T pour cette topologie sci minimale sera souvent (s’il n’y a pas ambiguité)
désignée par MA. Elle est donnée par :

MA=N{M :I1€§T), M DA]
CRITERE 8-11. Un élément q dansun treillis T est copremier si et seulement

si:
e) q< VF équivauta q€MF pour tout fermé sci minimal MF e ?F‘j\

La condition est évidemment suffisante, puisque’ona M? € F* pour toute
partie finie J. Inversement, supposons q copremier et q< VF pour MFe .
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On a, a fortiori, q < Vv ] pour toute partie finie J telle que MY OME ce qui
implique g €M? et donc

q€ N{M DM} =MF
(la derniére égalité exprimant simplement MF e FH).

CoROLLAIRE. Pour tout fermé sci minimal MF & ET“ , ona

QmMVF QmMF

LEMME 8-4. Si A est une partie d’un treillis T, et M son adhérence pour la
topologie sci minimale (ou pour toute autre topologie sci admissible), on a :

VA= VvMi=A{v], JEXT), M DM

Ona,eneffet, MVA = N {M* D A} et M¥*DA équivaut a M*DMA dans
toute topologie sci admissible. L’autre égalité résulte des inclusions évidentes
MYA= N{M* DM D N{ MY :M D MA D MYA

Ce lemme et le critere 8—11 entrainent immédiatement le théoréme
suivant, simple, mais utile :
TuEOREME 89. Soit, dans un treillis T, q un élément copremier et MA
I’adhérence, pour la topologie sci minimale, d’une partie A de T. Alors:

f)y ona gs< VA sietseulement si qEMA
et de plus QN MVA=Q N MA

A

L’application H

On a vu (critére 8—9) qu'un élément q est copremier dans un treillis T si et
seulement si CMq est un antifiltroide (critere 8—9). Or, cela équivaut a
S(CMq) D CMq, puisque 'inclusion inverse est toujours vraie, donc aussi a :

q EC S CMq , ou, sil’on préfére, M, = CS CM

Il est donc naturel de s 1nteresser a l’application : y—>C S CM de T dans
P, (T). Nous désignerons par A I’application réciproque, définie par :

(i) I/-\I(x)={y:xEC§CMy}
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qui est donc, en principe, une application de T dans P ,(T). C’est méme, en
réalité, une application de T danslaclasse F* des fermés sci minimaux.

Eneffet,ona x& S CM si et seulement si on peut trouver une partie finie
J de T vérifiant x< vdJ et yECMJ A contrario, donc, xEC S CM équivaut
a : pour toute partie finieJ de T, x< vVJ entraine yEMY,

(ii) ﬁ=m{MJVJ x }

De cetterelation résulte bien I/-\I(x) € EF‘;\ . Comme {x} appartient alaclasse
des parties finies J telles que VdJ =x, cette relation implique immédiatement

A
(iii) vV Hx) =
Pour tout x et ydans T, on a :
. A A A
(iv) H(x v y) = H(x) | H(y)
(Mais, en général, An’est pas une dilatation de T dans EF“ nimémedans P ,).

En effet, SCM étant un antifiltroide, x vV y Ec S CM équivaut a x ou
y € c S CMZ, soit, compte tenu de (i) :

zEﬁ(xVy)@zEI/-\I(X)UICI(y)

Pour améliorer larelation (ii), nous allons utiliser un lemme de compacité :

LEMME 8-5. Soit, dans un treillis T (non nécessairement COF) MF un fermé
de la topologie sci minimale et MG un ouvert de la topologie scs maximale.
Alors : A

MF C M® entraine v F € S(MS)
etona

A
Gy — VF . zmpF F G
SM% = U MVF:MF € ¥, MF C MO

On a, en effet, MF = (‘][MJ D MF], puisque MFE‘EF‘j\. Mais on sait
(théoréme 4—1) que la topologie CMI—CMA (méme non séparée) est toujours
quasi—compacte. Comme la classe des MY contenant MF est stable pour
Iintersection finie, la propriété

N{MI MG M D MF} =9

entraine donc’existence d’'une partie finie J tel}e que MF cM? c MG. On adone
VF < vdJ avec MICMG, c’est—a—dire vF e S(M®). D’ot la conclusion.
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Avec M€ = CMy , le lemme 8-5 nous donne
A
S(My) = U{MVF:MFe o | ye(MF}
et, en décalquant le raisonnement qui nous a conduit a la relation (i), nous
obtenons maintenant la relation en apparence plus forte :
A
) Hx) = N{MF:MFedh, vF=x|

Ainsi, H(x) est I'intersection des fermés sci minimaux MF qui vérifient
V F =x. Mais, en général, le fermé H(x) lui—méme ne vérifie pas cette relation.

C e A -
Placons—nous dans le cas particulieroiona Vv H(x) =x, c’est—a—dire, en
réalité, compte tenu de I'inégalité (iii), dans le cas ou on a I’égalité :

(vi) vAG) = x

Larelation (v) exprime alors exactement que ﬁ(x) est le plus petit élément
MF dans F* vérifiant vVF=x. On a doncI’équivalence :

A
x < V Fe Hx) C MF

Autrement dit, dans ce cas, I'application MF— v F est une érosion, etla
. . , . . A
dilatation associée est justement ’application x—H(x) de T dans ‘:TF;\

Inversement, supposons que ’application MF— VF soit une érosion de
?]:5\ dans T. Alors, ladilatation associée est, justement, H et vérifie v I/-\I(x) = X.

En effet, désignons par H la dilatation associée. Comme x < VF équivaut
a H(x) C MF, larelation (v) ci—dessus se récrit sous la forme :

H(x) = M| MF:MF e g, MF D Ax) |

et on a donc bien ﬁ = H.

Sous forme analytique, la relation (vi) est donc équivalente & la relation
suivante :

s F - n
(vii) Y F(;BM Fé\‘fB vV F (B CTF)

Cette relation (vii), & son tour, implique que _v_distribue complétement A
dans T (sans, d’ailleurs, que la réciproque soit vraie).

Soient, en effet, x et y;, 1E€1 des points dans T. Prenons comme classe B,
dans la relation (vii), les fermés MFi = M* |J MYi. Au premier membre, il vient
VM*UMM)=xV (Ay,), etau second A (x Vy). Donc v distribue
complétement A. 1 1
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Résumons cette analyse :
THEOREME 8-10. Dans un treillis T quelconque, on pose pour tout xET:
. A A
1) H(x)={y:xECSCMy}

Alors ﬁ(x) est un fermé sci minimal, et 1’application x—>IGI(x) de T dans SF‘j\
posseéde les propriétés suivantes :

(ii) ﬁ(x)=m[MJ:Jeg(T), VI]zx|
Gi) v AE) =
A A A
(iv)  H(x Vvy) = H(x) | H(y) xy€T
V) l{\I(x)=ﬂ[MF:MFE€F‘j\, VF=x|

De plus, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(vi) vAx) = x (Vx €T)
(vii) L’application MF— v F est une érosion de Ft dans T, ie.
Y MF= A VF P C FH
FQQB FED ( "

Lorsqu’elles sont vérifiées, I’application A estladilatation associée al’érosion

MF —= v F de ﬂ:‘j\ dans T. De plus, V_distribue alors complétement A dans
T

Mentionnons, en passant, un critére simple.

CRITERE 8-12. Dans un treillis T, un élément q est coprimaire si et seulement
si il vérifie I'une des relations équivalentes suivantes :

H gq EC§ CMq (ou, sion préfere, C§ CMq =My

/ A
g 4q€ H@Q (ou, sion préféere, H(q)= M9

Plus importante est la conséquence suivante du théoréme 8-10,
puisqu’elle conduit & une condition nécessaire (et peut—étre suffisante ?) de
coprimarité, qui n’est autre que la condition (vi) ou (vii) du théoréme :

THEOREME 8—11. (CONDITION NECESSAIRE DE COPRIMARITE). Si un treillis T est
coprimaire, I’application MF— VF est une érosion de EF” dans T (etla

dilatation associée, qui est A , vérifie v H(x) =x). En partlcuher Vv distribue
complétement A dans T

En effet, dans un treillis coprimaire, ona x = Vv (Q N M*) pour tout
x €T, et par suite :

xsy < QMM CQMNM
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D’apreés le corollaire du critére 8—11, il en résulte :

x< VF « QN M CQNMF

Or ceci équivaut encore &8 R(x) C MF, en désignant par R(x) I’adhérence
de Q NM* pour la topologie sci minimale, soit

(viii) R(x) = MINM = A M' 5 Q N MY
Donc MF— VF estbien une érosion. Le reste se déduit du théoréme 8—10.

CoROLLAIRE. Dans un treillis coprimaire, la dilatation A est égale a
Papplication R définie en (viii), i.e. : I/~\I(x) est 'adhérence dans T, pour la
topologie sci minimale, de laclasse @ N M* des minorants copremiersdex €T.

Remarques. La condition de distributivité (v distribue complétement A) est
nécessaire, d’apres le théoréeme, mais elle n’est pas suffisante.

Contre exemple. Le treillis des fermés F vérifiant la relation F = lq dans un
espace euclidien (par exemple) ne peut pas étre coprimaire (tout F de ce type
peut étre mis sous la forme F =F; UF9, F1=F. Fo=F ce qui contredit le
critere 8—10). Pourtant, il est complétement distributif et méme complémenté.
(Voir Annexe A). Le treillis F(RN), lui, est parfaitement coprimaire et méme
atomique. Mais ses atomes, qui sont les fermés ponctuels {x}, x€ RN, ont tous
la méme image par ’ouverture F — F, et cette image est ’ensemble vide : d’ou
la disparition des éléments coprimaires.

Par contre, il n’est pas impossible (et je le conjecturerais volontiers) que
la condition nécessaire de I'énoncé (V érode F“ dans T) soit aussi une
condition suffisante. Mais je n’ai pas de démonstration dans le cas général. On
établira cependant ci—dessous (Chapitre X) une réciproque partielle, a savoir :
dans le cas d’un treillis T COF pour la topologie CMI—CMA, la condition de
I’énoncé est nécessaire et suffisante pour la coprimarité, et elle est alors
équivalente a la condition: T esta Vv continu.

Mais il existe certainement des treillis coprimaires qui ne sont pas a4 V
continu, ni COF pour la topologie CMI—CMA. C’est le cas, en particulier, du
treillis des fermés d’un espace topologique E séparé mais non localement
compact. On trouvera, en effet, en Annexe B la démonstration du théoréme
suivant :

Le treillis F(E) des fermés d’un espace topologique séparé E est & Vv
continu si et seulement si E est localement compact.
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Donc, si E n’est pas localement compact, F(E) n’est pas & vV continu.
Il est pourtant coprimaire, et méme atomique, puisque E est séparé.

Cas d’un treillis—produit

Soit T = H T, un treillis—produit, T, e €EE les treillis facteurs. La projection
de T sur Te est 'application @, qui, atoutx = (x¢) ¢, dans T associe sa
coordonnée X, SOit @We(X) = Xe. C’est un homomorphisme. A cet homo-—
morphisme sont donc associées une érosion et une dilatation de T dans T que
nous désignerons par ée et 6.3 respectivement. Il sera commode, pour z, €T,
donné, de désigner par :

_ . Xy = O, pour e’ =e
Ze X O¢c le point x défini par

Xe = Zg
Avec cette notation, on trouve immédiatement :

A
Q(Ze) = Z¢ X Oef

A . . — . .
Comme Q. est unedilatation et @, un homomorphisme, donc aussi une

. . A . . . ey . .,
dilatation, 'ouverture Q.@, estaussiunedilatation. Le treillis quotient associé
a l’équivalence propre correspondante est évidemment isomorphe a Te.

Explicitement, ona:

0, We(X) = X X O

et on en déduit immédiatement

CRITERE 8-13. Un élément q est copremier dans un treillis—produit T = H T.
si et seulement si il est de la forme :

q= Q (qe) pourun e€E etun q.EQ(Te) copremier dans T..

De plus, le treillis—produit est coprimaire si et seulement si chacun des
facteurs T, est coprimaire.

En effet, supposons qu'un x&T ait deux composantes X, et X, non
nulles (e; #eg). Posons
YI = Oe] X wef , Y2 = Oel X (Deg

Ona x<yj; Vys mais x€y; et Xx£ yg: X n’est pas copremier.
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Donc, les éléments copremiers de T sont nécesairement de la forme
q= 6 (qe) pour un e€E. Il est alors immédiat qu’un élément de cette forme
est copremier dans T si et seulement si qe est lui—méme copremier dans Te.

Pour tout x€T, on adonc:

VIMTOQM) = Vv M 2 (QTe)
soit, sous forme plus analytique :

We VM* (M Q) = Vv M™ M Q(Te)

La derniére affirmation de I’énoncé en découle.

Sous—treillis et quasi—sous—treillis

DEFINITION. Nous dirons qu’une fermeture ¢ sur un treillis T est de type
topologique (ou est une topo—fermeture) si on a

PxVy) = ox) Vo @) x,yET)
ou, ce quirevient au méme, si son domaine d’invariance By vérifie b vb' €Bg
dés que b et b’ sontdans By.

En particulier, les dilatations—fermetures associées aux sous—treillis de
T sont de ce type.

CRITERE 8-14. Si ¢ est une fermeture de type topologique sur un treillis T,
et By son domaine d’invariance, ¢(q) est copremier dans le treillis By dés
que q est copremier dans T.

De plus, si T est coprimaire, By est aussi coprimaire. En particulier, tout
sous—treillis d’un treillis coprimaire est lui—méme coprimaire.

En effet, si b, b’ €B¢ leur Sup dans B, est encore bVvb’, d’aprésla
définition des topo—fermetures. Comme ¢(q) <bVvb'€By équivaut alors a
q<b Vb, il en résulte bien que ¢(q) est copremier dans By dés que q
appartient a Q(T).

Si T est coprimaire, on a, pour tout b€By
b=VvQNM)=< vip@, q€QNM=<b
puisque q <b entraine @(q)<b, et donc I’égalité : donc By est coprimaire.

N.B. — B, peut trés bien posséder d’autres éléments copremiers que ceux de

¢ (Q).
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On rappelle qu’un fuseau est une partie de la forme M = M, N MP (a<b)
dans un treillis T, et qu’'un guasi—sous—treillis est un sous—treillis d'un tel
fuseau.

CRITERE 8-15. Soit a<b dans un treillis T. Si q est copremier dans T et
majoré par b, alors q Va est copremier dans le fuseau M, N MP, saufsi q<a
(ie. qva=a).

Si T estcoprimaire, les fuseaux et les quasi—sous—treillisde T sont encore
coprimaires.

Soit, en effet, q€Q AMP dans T Sixety appartiennent au fuseau
M. N MP®, onaxety=a, eedonc qva<xVy équivauta q<x Vy. Onadonc,
par exemple, q <x, et par suite q Va<x. Si q<a, qVa = a est]’élément nul
du treillis M2, et n’est doncpas copremier. Si q £ a, ona q Va>a strictement,
et cet élément est donc copremier dans le fuseau.

Si T est coprimaire, ona x = VQ N M* pourtout x€T. Si xEM, N MP,
ona x=a etdoncaussi x= V{qVva:qeEQNMX*}. Si qva =a pour tout
qg€QNM*, ona x = a. Mais, au sens du treillis My MP, le v de la classe
vide est justement égal & a. Par suite, dans tous les cas, ona

X = V{an:qEQﬂM"ﬂCMa}

et le fuseau est coprimaire. Il suffit d’appliquer le critere 8—14 au fuseau
lui—méme pour obtenir I’énoncé relatif aux quasi—sous—treillis. En parti—
culier :

COROLLAIRE. Sur un ensemble E quelconque, toute classe de fonctions stable
pour le V et le A numérique (des parties non vides) constitue un treillis
coprimaire.
Il s’agit, en effet, d’un quasi—sous—treillis du treillis RE, qui est
coprimaire, puisque R est déja coprimaire (critére 8—13).

Passage au quotient

Critére 8-16. Soit, sur un treillis T, y une ouverture vérifiant :

YEVY) =y VYY) (%y€ET
et By son domaine d’invariance. Alors, un élément q = y(q) de By est
copremier dans le treillis B, si et seulement si il est déja copremier dans T.
Ce résultat s’applique, en particulier, 4 la dilatation —ouverture associée a une
équivalence propre sur T, donc aussi au treillis quotient T,, iSomorphe a B,.
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En effet, q=y(q) =y(®) Vy(y)=y(x Vy) équivaut a y(q)<xVy, d’ou la
conclusion.

N.B. — Il semble résulter de ce critére que la coprimarité ne passe pas
automatiquement au quotient par une équivalence propre. Cependant, je n’ai
pas trouvé de contre exemple. On verra au contraire que, dans le cas des treillis
a Vv continu, le passage au quotient est toujours assuré. Comme les
dilatations—ouvertures possédent une propriété beaucoup plus forte que celle
qu’utilise le critére 8—16, il se pourrait que le passage au quotient soit encore
assuré dans le cas général. Mais je n’ai pas de démonstration.

Copremiers forts et déhanchements

DEFINITION. Nous dirons qu'un point b dans un treillis T est fortement
copremier, ou est un copremier fort, sib< vB entraine b&€MP pour toute
partie B de T. De méme un point de T sera dit fortement premier s’il est
copremier fort dans le treillis dual.

Si b est copremier fort, la relation bsECMb entraine donc b < VCMb. Nous
poserons a = V CMb. On a donc b &M?, soit MaCCMb et donc, l’'inclusion
inverse étant évidente, 1’égalité M2 = CMb.

Inversement, siona ch = M2, larelation b @&MB équivaut 3 MBCM?,
donca vB=a. Dou VB ECMb, et b€ VB: b est copremier fort.

Cette condition se met sous une forme autoduale :

@ MyNM=0 ; MUM-=T
et implique :
) a=v(My ; b= (M2

de sorte que a est, a son tour, fortement premier.

Critére 8-17. Un élément b est copremier fort, dans un treillis T, si et
seulement sil’élément a = v CMb satisfait les relations (i). Cet élément a est
alors fortement premier, et satisfait aussi les relations (ii). L’énoncé dual est
également valable.

On voit que les éléments fortement premiers et copremiers marchent par
couples (a,b). Nous dirons souvent qu’un tel couple (a,b) constitue un
déhanchement du treillis T.
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Nousreviendrons, dans le chapitre suivant, sur la dilatation a(x) = v CMx
et I’érosion associée B(y) = A CMy

Examinons, a titre d’exemple, le cas particulier d’un treillis T totalement
ordonné. Posons d’abord un critére simple, parfois utile.

CRITERE 8-18. Pour un treillis T, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) T est totalement ordonné

b) Tous les éléments de T sont copremiers (sauf 0)

¢) Tous les éléments de T sont premiers (sauf w).

Si T est totalement ordonné, y vz est toujours égala y oua z (y, z€T).
Doncsiona x<yVz, ilvient X<y ou x<z: si x n'est paségal a0, il est
copremier.

Inversement, supposons b) vérifié, et soit yetzdans T. Si y vz=0, on a
y =z = 0. Donc, siy=z, 'élément x=y Vz n’est pas nul, et par suite il est
copremier. Mais cela implique soit x<y, donc x =y et y=z, ou x<z, et
x =z22y: T est donc totalement ordonné.

Dans un treillis T, on désignera par x_ le Sup des minorants stricts d’un
élément x, et par x4 I'Inf de ses majorants stricts, soit :
Xy = AMy, ; x = Vl\./Ix
Dans un treillis totalement ordonné, on a I\./IX=CMx , I\./IX=CMX. Ainsi :

COROLLAIRE. Dans un treillis T totalement ordonné, un élément b est
copremier fort si et seulement si b > b_ (strictement), et un élément a est
fortement premier si et seulement si a < a;. Le couple (a,b) vérifiant la
relation (i) est donc caractérisé par : A

a=b_, b=a; et a<b

Si tous les éléments de T sont fortement premiers (sauf o et,
éventuellement, 0), ils sont aussi fortement copremiers sauf 0 et,
éventuellement, w. Le treillis totalement ordonné T est alors dit de type discret.
Si au contraire T ne posseéde pas d’éléments premiers forts, il est de type
continu.

Quelques exemples

Dans tout ensemble E, le treillis P(E) est primaire et coprimaire: les
copremiers sont les atomes {x}, x €E, et les premiers leurs complémentaires.
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Si E est un espace topologique accessible (i.e. les {x}, x €EE sont fermés), le
treillis F(E) des fermés de E est encore coprimaire. Mais il n’est déja plus
primaire, sauf si la topologie de E est la topologie discréte.

Si, maintenant, nous partons d’un treillis T, nous voyons que P ,(T)
et P(T), en tant que sous—treillis, sont encore primaires et coprimaires
(critére 8—14). Ici, la fermeture—dilatation est A — MA (danslecasde P ,).
Par suite, les M*, xET sont copremiers dans P ,. Mais il y en a d’autres.

THEOREME 8-12. Si T est un treillis,, les éléments copremiers de P ,(T) sont
les antifiltroides (classe ¢ ,) et ses éléments premiers sont les complé—
mentaires des filtroides. De méme, les éléments copremiers de P (T) sont
les filtroides (classe @ ), et ses éléments premiers sont les complémentaires
des antifiltroides.

Supposons A = MA copremier dans %P ,. Alors, pour x, y€T,
MAC ch U CMy = ch vy Le. XVy &MA entraine, par exemple, M4 CCMx ,
i.e. x@&MA. Donc MA est un antifiltroide.

Supposons A=M# non copremier dans P ,. Si A=0, il existe alors MB
et MP dans P, avec '

MA C MB | MP, mais MA¢MB, MA ¢ MP

Soit donc a; EMA N CMB et agEMA N CMD : alors aj V ag n’appartient
nia MB nia MP, doncn’appartient pasa M2, et M2 n’est pas un antifiltroide.
On a donc bien Q(P )= & ,.

En raisonnant sur le treillis dual, on trouve Q(%,)= ®,. Comme
P’application MA—>CM A est unisomorphismede 9% , surletreillisdualde ¥,
les énoncés relatifs aux éléments premiers en découlent.

Il en résulte un important corollaire.
" CoroLLAIRE. Dans tout treillis T, la classe Q des copremiers est stable pour 1.

Soit, en effet, ACQ une partie de Q filtrante croissante dans T, de sorte
que M estun antifiltroide. Sixety dont desélémentsde T telsque VA<x Vy,
soit ACM*VY, il en résulte ACM* UMY, puisque A ne contient que des
éléments copremiers, et donc aussi :

MA C M* U MY

Mais I’antifiltroide M# est copremier dans P ,, et on adonc, par exemple,
MACMX, cest—a—dire VA<x: donc VA est copremier.
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THEOREME 8-13. Dans le treillis @ ,(T) des antifiltroides d’un treillis T, les
éléments premiers sont les antifiltroides parfaits. De méme, dans le treillis @ ,,
des filtroides, les éléments premiers sont les filtroides parfaits.

En effet, soit MA€ @ ,. Si MA est premierdans ® ,, pour x, yET, M*NY=
M* MY C M4, ie x Ay EMA entraine, par exemple, MXCM4, i.e. xEMA :
donc CMA est un filtroide, et par suite M# est un antifiltroide parfait.

Si Pantifiltroide M2 n’est pas premier, et non égal 8 M®=T, on peut
trouver deux antifiltroides M*' et M*: avec

MAT MR CMA ; MAEMA ; MAEMA

Done, il existe ajEMA et agEM?: avec a;j€MA, as&MA. Comme
a; Aag EMAT M M”2, on a pourtant a; AagpEMA. Donc MA n’est pas un
antifiltroide parfait.

CoROLLAIRE. Pour tout treillis T, les énoncés suivants sont équivalents :
a) T est distributif
b) Le treillis ® ,(T) des antifiltroides est primaire
c) Letreillis ®,(T) des filtroides est primaire.

Compte tenu du théoréme 8—-13, ce corollaire ne fait que réénoncer le
théoréme 8—8 de séparation, compte tenu aussi du théoréme 8—7.

THEOREME 8-14. Dans un treillis T, les éléments copremiers de la classe F¥
des fermés sci minimaux sont les M%, x€T.

Ces éléments sont manifestement copremiers. Inversement, si MA est
copremier dans ﬂ:‘j\ , pour toute partie finie I de T, MACM! entraine MA C MX
pourun x€I, soit M4 C M. Comme MA= N {MIDM4}, onabien MA=M VA,

Compléments : domaine de coprimarité

Etant donné un filtroide F = Mg dans un treillis T, on appellera domaine de
coprimarité du filtroide F la classe CF desyE€T tels que, pour tout z€T,
yVzEF entraine z€F, soit :

CF=ly:yvzEMp=zE M

CF est non vide (0€CF), permis pour A et stable pour le Sup fini :
supposons Y, y’ eCk Siyvy)vzs= yV(y' vz)EMp, celaimplique d’abord
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y' VzEMg d’aprés la définition de CF, puis z&Mp. Donc y vy €CF, et CF
est un antifiltroide.

On note aussi que 'on a CFc CMF si et seulement si 0 €Mp, i.e. sile
filtroide M est propre.

Si Mg = My pour un x€T, on écrira C* au lieu de CM~, et on dira que
C* est le domaine de coprimarité de I’élément x.

Désignons par C’ cette intersection. Si Ay est un antifiltroide maximal
disjoint de F, x € A) équivaut a : on peut trouver a €Ay avec x VaEF. Comme
ona xVa€EF mais a&F il vient x¢CF Donc CFcAy, et par suite CFcc

THEOREME 8-15. Si F = My est un filtroide dans un treillis T, son domaine
de coprimarité est I'intersection des antifiltroides maximaux Ay disjoints de F.

Inversement, soit x&CY. Par définition, cela veut dire que ’on peut
trouver z&F avec x Vz€F Comme z&F, lantifiltroide M? est disjoint de
F, et on peut trouver un antifiltroide maximal Ay contenant M? et disjoint de
F. Onaalors zEAy, et xVzEF entraine donc x&Ay. Donc C'CCE et par
suite C'=CF.

N.B. — Dans cet énoncé, on n’a pas supposé le treillis T distributif. Si T est
distributif, les antifiltroides maximaux qui interviennent dans I’énoncé sont aussi des
antifiltroides parfaits.

CRITERE 8-19. Dans un treillis T distributif, un filtroide propre (non égal a
T) MF est parfait si et seulement si son domaine de coprimarité coincide avec

son complément, soit :
CF=( Mg

SiMrest parfait, y Vz EMFp et y €M entrajennt z €Mp, doncc MpcCCE
et I’égalité, I'inclusion inverse étant triviale.

Inversement, supposons CMF CCF et soit y,z dans T avec y VzEMp.
Onasoit yEMy, soit yE CMF , donc y €CF. Mais dans ce dernier cas (y €CF)
y VzEMFr entraine zEMyr. Donc Mp est un filtroide parfait.



115

Chapitre IX

Distributivité totale et monoséparation

Dans ce chapitre et dans le suivant, nous examinons les implications
topologiques des structures algébriques que nous venons de rencontrer. Nous
commencons par la plus riche, la distributivité totale, qui se laisse identifier,
comme nous allons le voir, a une structure topologique également trés riche,
celle de treillis monoséparé. L’importance de cette derniére structure, du point
de vue des applications, résulte du fait que toute classe de fonctions stable pour
le Sup et I'Inf numérique constitue un treillis de ce type. Tel est, en particulier,
le cas du treillis des fonctions lipschitziennes construites sur un espace
métrique, ou, plus généralement, des treillis de fonctions équicontinues
étudiées par J. Serra [11].

9—1. Le théoréme de monoséparation

Commencons par la définition :

DEFINITION. Nous dirons qu’un treillis T est monoséparé si, pour tout couple
de points x,y distincts dans T, avec, par exemple, x #y, on peut trouver a
et b dans T tels que

(a) M*C (Mpc M2c (M

Examinons les conséquences de cette définition. Nous dirons, pour
abréger le langage, qu’un treillis est bicontinu s’il est COF & Vv et & A continu.
On a déja rencontré cette structure au chapitre VI, et vu, en particulier, que
pour un treillis de ce type, chacune des deux topologies sci et scs est a la fois
minimale et maximale. En particulier, donc, la topologie minimale CMI - CMI
(sci minimale et scs minimale) est séparée. Or, larelation (a) implique déja, par
elle—méme, cette derniére propriété. Il y a mieux :

e Tout treillis monoséparé est bicontinu.

. En effet, dans la relation de définition (a), CMb, ouvert de la topologie scs
minimale est, a fortiori, ouvert pour la topologie maximale, de sorte que le
critére 5—2 du chapitre V est satisfait : T est COF & V continu. Mais la relation
(a) est autoduale, puisqu’elle s’écrit aussi bien :

(a%) M, C (M2 cM,C (M*

Donc T est également & A continu.
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Plus inattendue, peut—étre, est la propriété suivante :

e Tout treillis monoséparé est distributif.

Soient, en effet, a, b et ¢ trois points d’un treillis T monoséparé. Posons
x=aV((bAc) ; y=(@VvbA(aVe

On a toujours x <y Supposons l'inégalité stricte, soit M*C CMy et
montrons que cela conduit & une contradiction. Le treillis étant monoséparé et
MXC CM , il résulte de la définition que ’on peut trouver z et z’ dans T avec :

ye (M ; xe (M, e¢ M/ UMZ=T

Comme y<£ z et x#72', onadonc

!

yz2z et x=<z
De plus :
y£2z entraine avbg£z et avc£z

x<z entraine a<z et bAc=z.

Maisalors a<z et aVvb < z entraine b ¥ z, d’ourésulte b=z (puisque
Mz UM,=T). Deméme, a<z et aVc< z donne c=z. Onadonc bAac=7
et a fortiori x=z'. Mais cela contredit x& CMZ’.

e La réciproque est vraie : tout treillis distributif et bicontinu est monoséparé.

Soit, en effet, T un treillis distributif et bicontinu, et x, y dans T avec
Mxc (M,
T étant a Vv continu, il résulte du critére 5—2, déja cité, que ’on peut
trouver a€T avec .
M* C M2 C M2 C (M,

On aalors My C CMa. Le treillis T étant aussia A continu, il résulte de
la forme duale du méme critére que ’on peut trouver b€T avec

M, C My C Mp C (M2

Maintenant, letreillis T étant distributif, 'inclusion M}, C CMEl implique
(théoréme de séparation 8-8) l’existence d’un filtroide parfait My
(complémentaire d’un antifiltroide MA = CMF) avec

M, € My = (MAC (M2

En particulier, on a .
M, CM, CM,C (MA
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Or 1\9le CMA entraine évidemment MPC CMK C_CMA, et on a vu
(théoréme 8—5) que, pour tout antifiltroide M#, ona M4 = MVA, 1l vient

donc
M, C (MVAC (MA

De méme, les inclusions
0
Mxc Mac M2c (Mg
entrainent
M* C (M, rC (Mg
Posantdonc z = A F et 2z’ = VA, il vient ainsi
M*c (M, C (Mr = MAC M7 C (M,

et le treillis T est monoséparé.

Enoncgons ce premier résultat :

LEMME 9-1. Un treillis T est monoséparé si et seulement si il est distributif et
” bicontinu.

La dilatation o et I’érosion_§

Pour aller plus loin, nous devons maintenant analyser la relation liant les deux
points monoséparants a et b de la définition (a). De maniére générale, la
relation symétrique CMx N CMy = ) équivaut a :
M, UM =T

ou encore a :

CMXC MY, cest—a—dire V CMXSy
ou, aussi bien, a:

CMy CMy, c'est—a-dire x< A CMy

Donc, en posant :
(b) a® =v (My ; By) =n (M

nous définissons une dilatation o de T dans lui—méme ainsi que !’érosion B
qui lui est associée. Outre I'équivalence canonique :

alx) <y « x<f(y)
elles satisfont les relations

Mx U M*® = Mg, U MY = T.

Par définition, a(x) est justement le plus petit élément y tel que ’on ait
My UMY = T. Par suite, dans la relation de définition (a), on peut toujours
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remplacer I’élément a par a(b), (ou b par B(a), ou méme a par a(b) et b
par Pa(b) etc.). Cette relation (a) est donc équivalente a :

(a’) MxC (M, c M c (M,

Remarque. — Cette dilatation o et 1’érosion f associée sont des instruments
tres fins et extraordinairement sélectifs. Par exemple, dans un treillis P(E),
qui est monoséparé, on trouve pour toute partie A de ’ensemble E :
D siA=90
a(A) = CA si A = {x} estun atome
E si Card(A)=2

et de méme, pour BEPE):
E si B=0

BB)= CB = {x} si B = {x}° est le complémentaire d’un atome

1] dans tous les autres cas.

Ainsi, la fermeture Po filtre les atomes de P(E) :

0 siA=9
Pa(A) = {x} si A= {x} estunatome
E si Card(A) =2.

On peut donc espérer tenir la un bon instrument pour étudier la primarité
ou la coprimarité, du moins dans les treillis monoséparés. Dans le cas de
structures plus grossiéres, notre instrument, trop fin, s’émousse et ne
fonctionne plus.

Par exemple, dans le cas du treillis F(E) des fermés d’'un espace
topologique E séparé (non discret), qui est toujours coprimaire et méme
atomique — et, de plus, COF a Vv continu, si E estlocalement compact (Annexe
B) — le Sup devient 'union fermée. Ainsi, I'image a({x}) d’un atome n’est plus
{x}¢ mais son adhérence {x_}c, qui est E tout entier, saufsi x est un point isolé,
c’est—a—dire tel que {x} soit a la fois ouvert et fermé dans E. On a alors :

0 siA=90
Ba(A) = {x} si A = {x} estun point isolé
E dans tous les autres cas.

La fermeture Pa ne filtre plus que les points isolés. Les autres atomes lui
échappent.
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A
La dilatation T

Nous sommes maintenant en mesure de former un critére plus analytique de
monoséparation. Partons de la relation de définition, mise sous la forme (a’).
Comme M*®C CMy équivaut a bEa'l(CMy), nous poserons, pour tout
x,yeT A v
Fx = o '(M, ; Ty =p2(M)

Il est immédiat que I’application f ainsi définie est une dilatation de T
dans P ,(T) (et T une dilatation du treillis dual T* dans %,). Nous
reviendrons dans un instant sur les érosions ag\sociées. Notons bien que ces
définitions de la dilatation o et de la dilatation I' sont valables dans un treillis
T quelconque. Mais c’est seulement dans le cas monoséparé que les érosions
associées prendront un aspect agréable.

Avec ces notations, on voit que deux éléments x et y de T (avec x#y)
sont monoséparables, au sens de la relation (a’), si et seulement si on peut
trouver un élément b appartenant a la fois & ’ensemble CMx eta I'(y).
L’intersection de ces deux ensembles doit étre non vide, ce qui revient a écrire

f (y) ¢ M* et équivaut a
A
vV I(y) £ x
Le treillis T sera donc monoséparé si et seulement si la relation ci—dessus

A
est équivalente a y £ x, c’est—a—dire si et seulementsi v I'(y) =y. Enoncons
donc :

CRITERE 9-1. Dans un treillis T, on définit la dilatation a et 1’érosion associée
B en posant
(b) a® = v(My ; By = A(MY &yeT

A
ainsi que les dilatations I' (de Tdans &, )et I’ (du treillis dual T* dans P v)
en posant :

© T =o(M)=MCM . 1) =p-1(M) = Mo M)

Alors le treillis T est monoséparé si et seulement si I’'une des deux conditions
équivalentes suivantes est vérifiée :

@ Vi@ =x &ET)
\
d* ANT(y)=y yeT)

Légalité a~1([{M,) = MBCMX) resulte de la relation générale évidente

a~I(MA) = MF&
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vraie pour tout couple (o,p) formé d’une dilatation et de ’érosion associée.

Dans le cas d’un treillis quelconque, on a seulement les inégalités
A \%
vIx)=x ; AT(y)=zy

A
en général strictes. On le voit en remarquant que b€&TI'(y), c’est—a—dire
y €(M® entraine y €My, puisque ([ M*®CMj,.

Comme, pour toute partie MA€ P ,, Vinclusion :

T = a- 1My C MA

équivaut a
x< Ao (MY

A
on voit que I’érosion associée & I' n’a pas trés bon aspect dans le cas général.

Mais, dans le cas monoséparé, elle va prendre une forme trés simple. On aura,
en effet, dans ce cas:
Aa ((MA = vA

Un critére de distributivité totale

. A
D’une maniére assez inattendue, cette méme dilatation I' permet de former un
critere analytique pour la distributivité totale. Pour le voir, associons 4 chaque
point x d’un treillis T la classe Oy définie par

O = {cMy, yEch }

Il s’agit donc d’une classe de voisinages ouverts sci du point x. La classe
stable pour 'intersection finie engendrée par O, constitue un systéme fonda—
mental de voisinages ouverts du point x, pour la topologie sci minimale (i.e. la
classe des CMJ qui contiennent le point x).

Formons la grille g(Oy) de cette classe Oy (cf. chapitre VIII, paragraphe
1-c), c’est—a—direlaclassedesparties Ade T quirencontrent tousles éléments

de Oy.
Ainsi A appartiendraa g(0y) siet seulementsi y € ch entraine A ¢ M7,

ce qui équivaut a :
VA<y=x=<y

c’est—a—direa x< VA. Ainsi,ona:
g0)={A:AEPT, VA=x]

Nous allons maintenant utiliser le lemme 8~ 1 pour évaluer 'intersection
de la classe des parties M# permises pour A telles que 'on ait x< VA, soit
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N{MA:vA=zx]=N[MA AEgOy]

D’aprés le lemme 8-1, et compte tenu de la relation générale
gg(PB) = Mog, cette intersection est donc égale a

{(AB:BE My} = U M"B
BEO,
(cette derniére égalité résultant immédiatement du fait qu’il s’agit d’une classe
permise pour A). Mais les B& Oy sont les CMY contenant x, et A CMy = B(y).
On trouve donc exactement :

U M/\B = Mﬁ(ch) = a_l (ch) = f(X)
BE0Oy

THEOREME 9—1. Pour tout élément x d’un treillis T, f(x) est égale a I'inter —
section de la classe des parties de T permises pour A dont le Sup majore
I'élément x:

@) T = N M*: v a=x)

Ainsi, la classe des parties MAEP , tellesque VA =x posséderaun ]A)lus
petit élément si 'intersection de cette classe, c’est—é—/\dire I’ensemble I'(x)
lui—méme, vérifie encore larelation de définition, i.e. vV I'(x) =%, c’est—a—dire
en fait I’égalité (puisqu’on a vu que I'inégalité inverse est toujours vraie). Mais
c’est 1a aussi, exactement, la condition pour que ’application MA— VA soit
une érosion de P, dans T, ou encore, d’aprés le théoréme 8—2, pour que le

treillis T soit totalement distributif.

CRITERE 9-2. Un treillis T est totalement distributif (ou;\ ce qui revient au
méme, V érode P , dans T)sietseulementsiladilatation I vérifielarelation

@) vIi® =x (€T

A
I' est alors la dilatation associée a I’érosion v: P, =T

Il nereste plus qu’a rassembler ces divers éléments (théoréme 8—2, lemme
9-1, critéres 9—1 et 9—2) pour obtenir le théoréme général de monoséparation
qui constituait notre objectif :

THEOREME 9—2. (THEOREME DE MONOSEPARATION) Dans un treillis T les énoncés
suivants sont équivalents :

1) T est monoséparé

ii) T est totalement distributif

iii) T est distributif et bicontinu
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iv) V est une érosionde P, dans T
iv*) A est une éroAsion de P v, dans le treillis dual T*
V) La dilatation I vérifie VI(x)=x (x€T)

\Y \Y
v¥) La codilatation I vérifie AT'(x) =x ET)
R A
Lorsquevces conditions sont vérifiées, I' est la dilatation associée a I’érosion
v, et I' estla codilatation associée a I’érosion A. Pour toute partie A de
T, on a alors

vaAa=nrallM) ; Aa=vp((My)

COROLLAIRE 1. Un treillis fini T est monoséparé si et seulement si il est
distributif.

Dans le cas fini, en effet, distributivités simple et totale coincident.

COROLLAIRE 2. Siun treillis T est monoséparé, tout quasi—sous—treillis de
T et tout treillis—quotient par une équivalence propre est encore monoséparé.
Tout produit de treillis monoséparés est encore monoséparé.

Ces résultats ont, en effet, déja été établis dans le cas de la distributivité
totale. Comme tout treillis totalement ordonné est déja monoséparé (cf.
théoréeme 6—3), les résultats précédents s’appliquent a tout treillis ou
quasi—sous—treillis efc. de fonctions a valeur dans un treillis totalement
ordonné quelconque.

Exemple d’un treillis (j A

A titre d’exemple, nous allons chercher & quelle condition la classe G, des
ouverts d’une topologie scs admissible sur un treillis T constitue elle—méme un
treillis monoséparé. Cela nous conduira 4 un important théoréme.

Pour éviter toute équivoque entre les notations concernant le treillis T et
le treillis G ,, nous utiliserons des lettres rondes pour la majoration et la
minoration dans G ,, par exemple :

Moy 6, = fMG =M€ G, MC D M|

et nous affecterons d’un tilde les opérations o, I se rapportant au treillis § ,,
soit par exemple :

aMC) = | §Moyq
Evaluons d’abord a(M%). II vient

aMS) = | {ME pMC}
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Or MG pMC équivaut a: il existe x €M tel que l’on ait MG CCMX.
Comme on a aussi Mo §CCMX, puisque xEM%, et que ch appartient a la

topologie scs admissible G ,, il vient donc
aM%) = J{(My, xeM%} = (M, ¢,
De I’équivalence a(M%) C MG < MS c BMC), on déduit ensuite

B(MG) — I&ACMG

- 0
Partantde G = CMx, on trouve donc f (ch) = MX*. Nous avons déja noté
la relation :

[ Mopge, = Mot M xEM)

Or, d’aprés la relation du critére 9—1, I'(M%) est la classe permise pour
Infdans G, (permise pour (%) engendrée par (c Moyy6). Par suite :

LEMME 9-2. Soit G, la cl%\sse des ouverts d’une topologie scs admissible sur
un treillis T. La dilatation I'" au sens du treillis (,, notéeici I, associe a tout
MGe G laclasse I'(MS), permise pour F\ dans G ,, engendrée par la famille
{I{)/Ix, x €M}, ol N désigne ’ouverture de M* selon la topologie scs G 4.
En particulier, le treillis G, est monoséparé si et seulement si pour tout
MGeG, ona:

(vi) MS = J (M, x € MC}

Le dernier énoncé résulte immédiatement de la condition (v) du théoréme
9-2. Ce lemme entraine un important théoréme.

THEOREME 9-3. Avec les mémes notations que dans le lemme 9-2, les trois
énoncés suivants sont équivalents, et impliquent quelaclasse G, est, en fait,
celle des ouverts de la topologie scs maximale sur T :
a) Letreillis G, est monoséparé
b) Letreillis T est COF a v continu (pour la topologie engendrée par
G, et la topologie sci minimale)
c) L’ouverture MA - MA associée & (§, est une dilatation de P, (T)
dans lui—méme.

En effet, soient xety dans T avec MXCCMy L’ouvert CMy appartient
a la topologie scs admissible G ,. Donc, si §, est monoséparé, la condition
(vi) du lemme 9-2 implique que ’on peut trouver z € CMy avec

0
M* C M? € M= C (M
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Le critére 5—2 étant vérifié, T est COF & v continu et a) entraine b).

Si b) est vrai, le corollaire 3 du théoréme 5—2 donne, pour tout
MAE®P, (T) /
0 0 0
MA =y {M*, x € MA}
ce qui implique, a fortiori

0 0
MA = {MX, x € MA}
0
et montre que I'application MA—-M#4 est une dilatation : b) entraine c).

Enfin, si c¢) est vrai, I'ouverture—dilatation MA—>1\9IA définit une
équivalence propre sur le treillis monoséparé P, (T). D’apres le corollaire 2
du théoréme 9-2, le treillis—quotient est lui—méme monoséparé, ainsi que
Pespace image (., qui lui est isomorphe. Donc c¢) entraine a).

Enfin, le corollaire 2 duthéoréme 5—2 montre que (, estalors nécessai—
rement la topologie scs maximale.

En appliquant ce théoréme au treillis dual, et en utilisant ’isomorphisme
de G, etdudualde F,, on obtient le corollaire suivant :

CorOLLAIRE 1. Soit F, la classe des fermés d’une topologie sci admissible sur
un treillis T et MA—MA la fermeture correspondante sur P, (T). Alors, les
trois énoncés suivants sont équivalents, et impliquent que %, est en fait la
classe des fermés de la topologie sci maximale :
a) Letreillis %, est monoséparé
b) Le treillis T est COF & A continu (pour la topologie engendrée par la
classe G, des complémentaires des fermés de ¥, , et la topologie scs
minimale)
¢) Lafermeture MA—-M? est une erosion sur P A (D).

CoROLLAIRE 2. Si T est un treillis COF a Vv continu, les éléments copremiers
de GA(T) sont les antifiltroides ouverts.

En effet, I’ouverture MA—>I{)/IA sur P, , étant une dilatation, définit sur
P, uneéquivalence propre, et letreillis—quotient est isomorphe au treillis Ga.
Le critére 8—16 montre alors qu’un élément de § , est copremier dans le treillis
G sietseulement si il est déja copremier dans %P, , donc d’aprés le théoréme
8—12, siet seulement si ¢’est un antifiltroide. On a donc bien exactement :

Q((j/\)=g/\ P
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9 — 2. Coprimarité des treillis monoséparés

Pour établir la coprimarité des treillis monoséparés, nous aurons besoin de
quelques critéres, que nous allons former par étapes.

Factorisation de I’érosion MA— v A

Soit T un treillis monoséparé. Comme on a toujours VA = V A = vV MA,
’érosion MA— vA de P, (T) dans T se laisse factoriser comme le produit de
Papplication MA—MA de P, dans F A suivie de I’application MF— VF de
f, dans T. Nous venons de voir (corollaire du théoréme 9—2) que la premiére
application est elle—méme une érosionde P, dans P, , ou, aussibien, de P,
dans &, . La seconde application, i.e. MF— VF est encore une érosion de F A
dans T : c’est, en effet, larestrictiona F, del’érosion MA— v A de P, dans
T, et 'Infest le méme dans P, et dans F, (c’est 'intersection dans les deux
cas). Ainsil’érosion MA— VA de P, dans T estle produit d’une érosion de
P, dans F, paruneérosionde F, dansT Nous allons examiner les dilatations
associées, dont le produit, en sens inverse, redonnera la dilatation x-—>I/¥ (x)
de T dans &P, .

Pour alléger la typogra;/)\hiti, nous écrirons souvent I, I's, H etc., s’iln’y
a pas ambiguité, au lieude T, I'g,

A
a) La dilatation I'g
Soit T untreillisa A continu. A I’application MA—M? considérée comme une
érosion de P, dans lui—mérile est associée une dilatation de %P, dans
lui—méme que nous noterons I's (ou simplement I's) définie par :

[s(M?) C MB « MA C MP MA, MBe 9,)

Mais MA C MB équivaut a M2 C MB et MAe F,, de sorte que la
condition d) dulemme 1-2 est remplie. La restrictionde I's & &, est donc
une dilatation du treillis F, dans %, , que nous noterons encore I's, et de plus
la condition a) du lemme 1-2 nous garantit que 1’on a toujours :

I's(MA) = T'g(M%)

Pour tout x €T, par un léger abus de notation (i.e. enidentifiant le treillis
T et son image isomorphe dans %, par I’application x—M¥), nous écrirons
I's(x) au lieu de I's(M*). On a donc, pour MAE P, :

PsM* = U{ Ts(x), x € MA} = U{ Ts®), x € M7
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Mais nous pouvons aussi considérer ’application x—Tg(x) de T dans
P, (T). Par définition I's(x) CMA équivauta x EMA, c’est—a—dire, le treillis
T étant a A continu, a: xEMy entraine yEMA, On a donc:

Tg(x) ={y:x€1{)/1y}

Ils’agit, dansla terminologie de Scott et Lawson, de la classe des minorants
forts (way below) de I’élément x.

Notons que I's(x) est un antifiltroide. En effet, poury,z€T, ona
0 0 0 0
Myv, = (My N MZ) =My, M,
de sorte que y V z € I'g(x) équivaut bien a : y et z appartiennent & I's(x).

- A .. . . . A
Or si: MA = S(M4) est lui-méme un antifiltroide, on a toujours MA =
MVA. Dans ce cas, xEMA = MVA gquivauta x< VA, soit

xs VAeTl(x)CMA M*ed,)

Or, onvient dele voir, I's(x) est toujours un antifiltroide. Par suite, larestriction
a &, del’application MA— vV A est une érosion de @ A dans T et la dilatation
associée de T dans le treillis ®, est encore x—Tg(x).

Jusqu’ici, nous avons seulement supposé le treillis T 4 A continu. Dans
le cas partlcuher ou T est monoséparé, il existe une relatlon simple entre la
dilatation Fs de T dansletreillis ®, et ladilatation r associée a I’érosion
MA->VA de P, dans T

En effet, le treillis T étant monoséparé, x< VA équivaut aussi a
I'(x) CM#4, et doncencore a S I'(x) CMA lorsque M est un antifiltroide. Ainsi,

I's(x) est l'antifiltroide engendré par I'(x), soit :
A
Iyx) = S I'x)

Nous pouvons donc énoncer :

THEOREME 9-4. Soit T untreillisa A continu. Al’érosion MA—MA de P,
dans lui—méme est associée la dilatation I's de P, dans P, , quivérifiela
relation :

A A _

(M4 = Ty(M?) MAEP,)
et dont larestrictiona F, estla dilatation du treillis F, dans P, associée
al’érosion MA—>M? (considérée comme opérant de P, dans Frd.

A

Silon pose I's(x) = fs(Mx) pour tout xET, on a alors :

TsM4) = U {TsM, xeMA }
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Pour chaque x €T, fs(x) est un antifiltroide, constitué des minorants forts
de I’élément x, soit

A 0

Fs® ={y:xeMy }

De plus, I’'application x—I s(x) une dilatation de T dans le treillis ®, des
antifiltroides, associée 4 ’érosion MA— VA de ®, dans T

Dansle cas parj;\iculier oflAle treillis T est monoséparé, fs(x) est 'antifiltroide
engendré par I'(x) (ou I' désigne la dilatation associée a I’érosion MA— v A
de P, dans T), soit :

A

T(x) = S T(x)

N.B. — Pour MA quelconque dans P, ou F,, [g(MA) n’est, en général, pas
un antifiltroide.

b) La dilatation I/—\I =T
Soit un treillis monoséparé. Si MFe ¥, , la relation x< VF équivaut a
I'x)c MF done, MF étant un fermé scs, & I'x)CME Comme on a ici
F, = F*%, la condition (vii) du théoréme 8-10 est vérifiée : I’application
MF—»VvFde &, = ¥ est une érosion, et ladilatation A associée est identique
aT. Donc:

LEMME 9-3. Soit T un treillis monoséparé et I' la dilatation associée a ’érosion
MA—-MVA de P, dans T. Larestrictiona F, de cette application est encore
une érosion et la dilatation H de T dans & A qui lui est associée, selon le
théoréme 8—-10, vérifie :

ﬁ(x) = I'(x) xeT)

Ce lemme sera notablement amélioré au chapitre suivant.

Passons maintenant a la recherche de critéres pour détecter les éléments
copremiers. ’

Critére pour les copremiers forts et les déhanchements

Onrappelle que x_ est le Sup des minorants stricts d’un élément x, et x; I'Inf
de ses majorants stricts. Dans le cas ot le treillis T est monoséparé, on trouve

donc :
x- = vIMX N (Mp) = (VM® A (VM = x A ax)

puisque V érode P, dans T. On a ainsi:

X- =XAax) ; X4+ =xVPRE)
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On avu (critéere 8—17) qu’un élément copremier fort b est caractérisé par
la condition b % Aa(b). Cela équivaut donc, dans le cas monoséparé, a la fois &
b_-<b eta beTI'(b).

CRITERE 9-2. Dans un treillis monoséparé T, on a pour tout x €T

X- =xAaXx) ; x4y =xVHKX)
et un élément bET est copremier fort si et seulement si il vérifie 'une des
conditions équivalentes suivantes :
(a) b_<b (strictement)
® belm).

L’élément fortement premier a = a(b) associé a4 b pour former un
déhanchement vérifie de méme a < a; et a€ I (a). Cela évoque les propriétés
énoncées au corollaire du critéere 8—18. Mais, si T n’est pas totalement
ordonné, on n’a plus, en général, les égalités a = b_ et b = a,, les éléments
associés a et b n’étant plus nécessairement comparables.

Critéres pour les copremiers

Nous avons déja rencontré le critere q € c S CMq, et aussi, q € ﬁ(q), ot A est
I’application définie au théoréme 8~10. Dans le cas d’un treillis monoséparé,
ce critére devient q€T(q) d’apres le lemme 9—3. Voici un critére nouveau :

CRITERE 9-3. DAans un treillis monoséparé, un élément q est copremier, si et
seulement si I'(q) est un antifiltroide, soit

A A
I'(q@) = I's(q)

En effet, d’apres la définition méme de l’applicatiorll\ MA - f‘F(MA) de P,
dans lui-~méme, q€TI(q), soit MICTI(q) équivauta I's(q) = I's(M9) CT(q).
Mais I'inclusion inverse est toujours vraie, puisque fs(q) = éf‘(q) (théoreme
9-4), et cela équivaut bien a I’égalité.

Remarque. — Si q est copremier, q € S(MA) équivaut & q EMA pour toute
partie permise pour A. En particulier, donec, pour tout x€T, q€& fs(x)
équivaut & q€I'(x), d’ou la relation :

Mg = (M@ @e@)

Mais il peut arriver que des éléments non copremiers vérifient aussi cette
relation.
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CRITERE 94. Dans un treillis monoséparé, les deux énoncés suivants sont
équivalents

(a) Pourtout z€T, a(z) est premier dans T ou égala w, soit o(T)CP,,
A A A
(b) TxAy)=TNIY &y

En effet, z€ f‘(x Ay) équivauta x Ay <€ a(z) et zE€ f‘(x) N f(y) a:nix,
niy neminorent a(z), desorte que b) signifie exactement que o(z) est premier,
quel que soit z, ou égala w.

En général, un treillis monoséparé quelconque ne vérifiera pas cette
relation b). On pourrait espérer, par analogie avec les propriétés des copremiers
forts, qu’au moins I'image par a d’un copremier soit dans P, Mais cela méme
ne semble pas étre vrai dans le cas général. Nous établirons pourtant, au
chapitre suivant, les inclusions : ‘

aQ CP ; PP CQ

qui signifient, par exemple, que 'image par o d’un copremier q est toujours
limite dans T d’une famille filtrée d’éléments premiers.

Notons encore un critére simple :

CRITERE 9-5. Un treillis T est totalement ordonné si et seulement si tous ses
éléments non nuls sont copremiers (ou encore si et seulement si tous ses
éléments inférieurs strictement & ® sont premiers).

En effet, si T est totalement ordonné, pour y,z€ET ona yvz =y ou
yVvz =1z. Donc x<yVz entraine x<y ou x<z, et x est nul ou copremier.

Inversement, supposons T = Q. Comme T est manifestement coprimaire,
il est distributif (théoreme 8—11). Soient xety dans T, et posons x = y Vz.

Si x =0, ilvient y = z = 0. Supposons y#z, et donc x=0. Alors x est
copremier, par hypothése, et, T étant distributif, M* est un antifiltroide
(critere 8—10). Or x =y Vz entraine, par distributivité, x = (yvz) Ax =
(y Ax) V(z Ax). Comme MX est un antifiltroide, cela entraine, par exemple,
yAx =X, cest—a—dire x<y, donc x=yvz=y et z<y: T esttotalement
ordonné.

Coprimarité des treillis monoséparés

Soit, anouveau, T un treillis monoséparé, et xety dans T avec, par exemple,
x Zy. Il existe alors, comme on I’a vu au début de ce chapitre, des éléments z
vérifiant la relation :

(a') M* c (M, c M@ c (M,
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Désignons alors par C la classe des sous—ensembles C totalement
ordonnés dans T vérifiant les deux axiomes suivants :

i) tout z €C vérifie la relation (a')

ii) si z,2€C avec z< 7z, ona M@ C CMZI, ie. z€EI(2').
(I' désigne, comme d’habitude, la dilatation associée a I’érosion MA— v A de
P, dans T). '

Cette classe C n’est pas vide (puisque T est monoséparé) et elle est
manifestement stable pour la réunion croissante. Donc, d’aprés le théoréme de
Zorn, elle admet des éléments maximaux.

Soit donc C une chaine maximale dans la classe C, et posons
q=vVvC

Supposons d’abord q&C. On a donc encore, d’aprés 'axiome i),
M*@ CMy Comme T est monoséparé, on peut donc trouver b&T avec

M@ c [M;, € M*® c (M,
Mais, la chaine C étant maximale, cela implique q = b, et donc, puisque
q€&TI'(b), q€TI(q): q est copremier fort, d’apres le critére 9—2, donc aussi

copremier.

Supposons, maintenant, q €C. Alors tout z€C aun majorant strict z’
dans C. Cela implique, par définition, z €I'(z’), donc aussi z €I'(q), puisque
z' est inférieur & q. Maisona ztq, dans T, donc q€I¥(q).

Comme T est égal & f (lemme 9-3), cela entraine que q est copremier
(critére 8—12).

Ainsi, dans tous les cas, pour tout x ne majorant pas y, il existe un
élément copremier q tel que

My C M, C (M
Or My est égal al'intersection des CMX, x €T, quile contiennent (puisque

CMy , comme tout ensemble permis pour A, estréuniondes M* qu'’il contient).
On a donc, a fortiori :

My = N{Mg 4 EQNM} =My qqm
Il en résulte bien y = v(Q NMY), et T est coprimaire.

Nous pouvons donc énoncer :

“ THEOREME 9-5. (PREMIER THEOREME DE COPRIMARITE) Tout treillis monoséparé est
primaire et coprimaire.
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CoROLLAIRE. Pour un treillis fini T, les trois énoncés suivants sont équivalents :
(a) T est distributif
(b) T est coprimaire
(© T est primaire

Eneffet, si T est distributif, il est monoséparé (corollaire 1 du théoréme
9-2) donc primaire et coprimaire, d’apreés le théoréme ci—dessus.

Inversement si T est coprimaire, il est distributif, d’aprés le théoréme
8-11.

N.B. — J’ignore s’il existe des treillis (non finis) 4 la fois primaires et coprimaires
mais non monoséparés.

9 — 3. Les treillis de type lipschitzien

On a déja remarqué, au chapitre VI, les excellentes propriétés des treillis de
fonctions lipschitziennes, liées, en réalité, a la monoséparation. Rappelons
seulement ici leur définition.

Si E est un espace métrique, muni d’une distance d, le treillis L(E,d)
des fonctions lipschitziennes est la classe des fonctions f a valeur dans R (ou
dans Z ) vérifiant :

ifix) — fiy)l = dx,y) (x,y€E)

Nous nous proposons de montrer que toute classe de fonctions stables pour
le vV et le A numérique (non vide) peut étre considérée comme un quasi—
sous—treillis d’un treillis de ce type, ou d’un type légérement plus général que
nous appellerons treillis de type lipschitzien.

Soit E un ensemble quelconque (il n’est pas nécessaire de le supposer, au
départ, muni d’une topologie), et soit T un quasi—sous—treillis quelconque
de RE.

Pour x, y € E, nous désignerons par d;(x,y) laborne inférieure dans R
des nombres réels positifs finis tels que 1’on ait : f(x) <f(y) + a VfET. Cette
définition implique donc d;(x,y) = + « s’il n’existe pas de tels nombres finis,
par exemple si f(x) = + «. Explicitement :

dix,y) = Afa:a€R,, VFfET, fx) < f(y) +a}
Cette fonction n’étant pas nécessairement symétrique, on pose ensuite :
d(x,y) = di(x,y) V dy(y,%)
On vérifie sans trop de peine I’inégalité triangulaire :

d(x,2) < d(x,y) + d(y,2)



132 Treillis distributifs et treillis coprimaires

On note ensuite que d(x,y) = 0 équivaut a :
f(ix) = f(y) vfeT

Si la classe T est assez riche (on dit parfois qu’elle est alors séparante),
cette relation n’est possible que pour x = y. Dans le cas contraire, elle définit
une relation d’équivalence % sur E, et on peut toujours remplacer I’espace de
départ par 'espace quotient E/R. Ainsi, sans nuire a la généralité, on peut
Supposer :

dx,y) =0 = x=y

Il ne s’agit cependant pas d’une distance, au sens strict, puisque ’on peut
avoir d(x,y) = + «. Silaclasse T est trop riche, cette fois (par exemple si
T = RE entier), on aura méme d(x,y) = » dés que x=y, et dans ce cas
I’analyse qui suit ne conduira évidemment qu’a des résultats triviaux.

Pour tout x €E, désignons par Dy la classe des y situés a distance finie
de x, i.e.:

Dy = { y:d(x,y) < =}
Compte tenu de I'inégalité triangulaire, on vérifie sans peine que I’'on a :
y € Dx & x €Dy

y €Dy, z€ Dy = z € Dy

et on en déduit Dy = Dy dés que Dy N Dy = 0. Il s’agit donc d’une partition 9D
de ’espace E. Larestriction a chaque classe D €9 de la fonction d est alors,
au sens strict, une distance sur D. Muni de cette distance d, chaque D €D est
alors un espace métrique. La topologie engendrée sur E parles DED et les
boules ouvertes de rayon fini nous restitue finalement un espace réunion de
composantes ouvertes disjointes et disconnectées, dont chacune est un espace

meétrique.
On voit immédiatement que chaque fonction fET vérifie :

ifix) — f(y)l = dx,y) (Vx€E, Vye€ Dy

Autrement dit, la restriction f, & chaque composante DEYD de toute
feT appartient au treillis L(D,d) des lipschitziennes sur D. Comme chaque
feT est identifiable a la famille

{ fp }Deﬂ)

de ses restrictions aux diverses composantes D&, on peut introduire le
treillis—produit

(a) L= II L(D,d)
DeED
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et le treillis T de départ s’identifie effectivement & un quasi—sous—treillis de
L : ce sont les treillis—produits de cette forme que nous appellerons treillis de

type lipschitzien (ou, pour abréger, de type L).
On constate immédiatement que les treillis de type L vérifient les trois
axiomes suivants :
les fonctions constantes appartiennent a L

1)
Axiomes (1) ii)) a€R et fEL entraine a + fEL
1ii) f€L entraine —-f€L

En sens inverse, il n’est pas trés difficile de montrer que tout treillis T
satisfaisant ces axiomes est un treillis de type lipschitzien, c’est—a—dire
identifiable a un treillis—produit du type (a) ci—dessus.

J’esquisse seulement cette reconstruction. On pose d’abord, pour chaque
xo€E:
Ox, = V{f:fET, fix) s0}ET
Comme 0E€T (axiome i), on a toujours px,(xq) = 0.

L’axiome ii) nous garantit ensuite, pour tout a€R :
V{f:fET, f(xo)Sa]=a+QXOET
et on en déduit, pour tout fET :
f= A +
xo EE [f(xo) QXO}

de sorte que T est identique au treillis L engendré par les ox,, xo€E. Iln’est
pas tres difficile, ensuite, de déduire de I’axiome iii) la relation px(y) = oy(x).
On introduira donc la fonction symétrique

o(x,y) = ox(y)

La derniére étape consiste & montrer que la distance d(x,y), construite a
partir de la classe T comme dans la premiére partie de ce paragraphe, est
identique a cette fonction o(x,y), ce qui n’est pas treés difficile.

Il résulte, en particulier, de cette analyse que les éléments premiers sont
les a + o4, et leséléments copremiers les a — Ox, :
P={a+ox 2a€ER, x EE
Q = {z0x, 2E€ R, x, € EJ

N.B. — Pour qu’un treillis de type L soit lipschitzien au sens strict, d(x,y)< o

pour tout x et tout y dans T, il faut et il suffit que toute fonction fET soit

finie en tout xET dés qu’elle est finie en une point xg €T
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9 —.4. Les treillis fortement coprimaires

Rappelons (voir chapitre 8, paragraphe 4) qu'un élément b est fortement
copremier dans un treillis T si b< VB entraine b€MB pour toute partie B

de T. Ondésigne par Qs laclasse des éléments fortement coprimaires du treillis

T. On a donc, d’apres la définition :
(i) QN MYE=0Q N M (Mg € P 1)

De méme, on notera Pr la classe des éléments fortement primaires dans
T. On a vu aussi que la dilatation o et I’érosion P associée, définies par

ax=v(iM ; Bo=aA(MW (,y€T

établissaient entre ces deux classes une correspondance biunivoque possédant
les propriétés suivantes :

e beEQs équivaut a a(b) EPr et entraine Pa(b) =b

e a€&EPy équivaut a fB(a) EQr et entraine af(a) =a

ou encore :
A
e bEQs équivauta My = CM“(b) eta beI'(b)
o aEP; équivauta M2 = (Mg eta acl'(a)

DEFINITION. Nous dirons qu'un treillis T est fortement coprimaire si tout
élément xET est égal au Sup de ses minorants fortement copremiers, soit :

(i) x= VQfM* x€ET)

et qu’il est fortement primaire si le treillis dual T* est fortement coprimaire.

Un treillis fortement coprimaire est toujours monoséparé. En effet, sila
relation (ii) est vraie, x< VB équivaut a

GNMCQNMYE=Q N M
compte tenu de la relation (ii), donca:
MQNM* VB

Ainsi, application MB— vB érode P, dans T, qui est dolpc un treillis
monoséparé, d’apres le théoréme 9—-2, et la dilatation associée I' est donnée
par : A
I'x) = M&NM

Noter que Qr N M* C MB équivaut aussi a :

M*C cMQfﬂCMB
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Comme, d'un autre cété, x < VB est clairement équivalent 4 MXCM VB
on obtient donc la relation :

(iid) MYB = (Mg oo MBe P,)

Nous allons en déduire que tout treillis fortement coprimaire est toujours
aussi fortement primaire. Pour le voir, il suffit de montrer quel’on a, pour tout
x€T:

(iv) x=A{aq@:9E€ Q;, a(q) = x|

puisque, comme onl’arappelé, q EQy entraine (et méme équivaut a) a(q) € Ps.
Désignons par x' le second membre de cette relation (iv); et montrons x'= x.

A
Comme a(q)=x équivaut a ch I'(x), on trouve d’abord
X = A{aqQ:qE er]CI“(x) }=Aa (MQ,ncr(x))

Or, d’apreés le théoréme 9—2, pour toute partie MA permise pour A,ona

rna ((MA = vA
11 vient donc ici

x' =V CMQf ncr(x)

puis, compte tenu de (iii) et de la monoséparation :
x'= VvIK) =x

ce qui achéve de démontrer la relation (iv). Enoncons donc :

“ THEOREME 9—6. (THEOREME DE LA COPRIMARITE FORTE) Tout treillis fortement

coprimaire est fortement primaire et monoséparé.

Exemples. C’est, évidemment, le treillis Z (la droite achevée discréte) qui a
servi ici de prototype. Plus généralement, rappelons quun treillis T totalement
ordonné est dit de type discret si tous ses éléments, sauf ’élément minimum
0, et, éventuellement, I’élément maximum w, sont copremiers forts. On note
que, dans un tel treillis, le point ® sera lui—-méme copremier fort si, et
seulement si, il est isolé dans T (exemple : dans Z, les quasi—sous—treillis
du type M", nentier < «). Donc, si @ n’est pas copremier fort, il n’est pas
isolé, et par suite, la famille filtrante croissante M® de ses minorants stricts
converge vers . Comme le treillis est totalement ordonné, ona w = Vv M® =
vQrMM® Donc, dans tous les cas, un treillis totalement ordonné de type
discret est fortement coprimaire.
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On vérifie sans trop de peine que tout produit (fini ou non) de treillis
fortement coprimaires est encore fortement coprimaire. Ainsi, les treillis de
type ZN, et le treillis ZE des fonctions 4 valeurs entiéres sur un ensemble E
sont fortement coprimaires. On peut aussi prendre des sous—treillis, ou des
quasi—sous—treillis, sans perdre la coprimarité forte.

Par contre, le treillis des fonctions scs 4 valeurs entiéres sur un espace
topologique E, toujours coprimaire, n’est cependant plus fortement coprimaire
(sauf si la topologie de E est la topologie discréte). En effet, soit xg un point
nonisolédans E, et G, lafamille de ses voisinages ouverts dans E. La fonction
g quivaut n (—o<n<w) en x et — o ailleurs est un élément copremier.
Mais, pour chaque voisinage G € G, de xq, considérons la fonction fg prenant
lavaleur — o sur G et + « sur le complémentaire CG. L’inégalité fg=g
n’est réalisée pour aucun voisinage G de xo. Mais le Sup (au sens du treillis des
fonctions scs) de la famille fg, G € Gy, est la fonction f quivaut + » partout,
y compris en x9. On adonc g= vfg, mais g% fg quel que soit GE Gy, :
I’élément g n’est plus copremier fort.

On peut aussi considérer des treillis de lipschitziennes a valeurs entiéres.
Ils seront, & nouveau, fortement coprimaires, en tant que sous—treillis, ou
quasi—sous—treillis, de ZE . Le cas le plus intéressant est peut—étre celui des
fonctions lipschitziennes & valeurs entiéres sur un espace métrique E muni
d’une distance d a valeurs entiéres. Par exemple E pourra étre un graphe
connexe (fini ou non) muni de sa distance de proximité.

9 — 5. Compléments

Je rassemble ici quelques résultats utiles, mais qui ne se situent pas dans le fil
directeur principal.

Plus grande dilatation minorant f

Si T estun treillis, et f une application croissante de T dans un autre treillis
T', on sait qu’il existe toujours une plus grande dilatation minorant f
(éventuellement réduite a la fonction identiquement nulle f = 0), puisque la
classe des dilatations est stable pour le V. Mais il n’est pas toujours facile de la
construire explicitement. Dans le cas monoséparé, cette opération devient plus
accessible.
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THEOREME 9-7. Si T est un treillis monoséparé, et f une application croissante,
la plus grande dilatation de T dans T’ minorant f est donnée par :

a(x) = v f (I'(x))

et I’érosion associée de T’ dans T est alors définie par :

b(z) = Vv f~!(M?)

En effet, toute dilatation minorant f doit minorer ’application a définie
en posant pour chaque x&T

a(x) = A [V RlA), A€ PT), VA =x|

Comme f est croissante, on peut se limiter 4 la classe des parties permises
pour A etvérifiant VA =x. Mais cette classe posséde un plus petit élément,
a savoir I'(x), puisque T est monoséparé. On a donc :

a(x) = Vv f (I'(x))

Comme I'(x) est une dilatationde T dans P, (T), et f une application
croissante, il estimmédiat que la fonction a ainsi définie est une dilatation de
T dans T'. Il s’agit donc bien de la plus grande dilatation minorant f.

Compte tenu de la relation VI'(x) = %, on vérifie immédiatement que
I’érosion associée est bien de la forme indiquée.

CorOLLAIRE 1. Dans les mémes conditions, si f est une fermeture sur T, la
plus grande dilatation minorant f sur T est une dilatation—fermeture, dont
le domaine d’invariance est le sous-—treillis engendré par le domaine
d’invariance By de f.

CoROLLAIRE 2. Dans un treillis monoséparé, la classe stable pour vV engendrée
par une classe stable pour A est encore stable pour A.

Ces deux corollaires équivalents découlent, en fait, directement de la
distributivité totale. Mais le théoréme permet la construction explicite de la
dilatation—fermeture associée au sous—treillis engendré par By.

L’échelle T _d’un treillis T

L’analyse qui suit concerne un treillis T quelconque, non nécessairement
monoséparé. Elle est cependant & sa placeici, dans la mesure ot elle repose sur
les propriétés de la dilatation a et de I’érosion associée B définie ci—dessus :

i) e =v{iM ; By =AM
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Chaque fois qu’il s’agit d’'une dilatation et d’une érosign associée, le
domaine B, d’antiextensivité de ladilatation o, etledomaine Bg d’extensivité
de I’érosion P, définis par :

}ga={x:a(x)3x} ; }\§6= {x:x < B(x)}

sont identiques. Posant donc
A \4
B =By = Bg

nous voyons que ce domaine B est un sous—treillisde T. De plus, ladilatation—
fermeture @ etl’érosion—ouverture y associées a ce sous—treillis B, coincident
respectivemvent avec la plus petite fermeture 0 majorant o et la plus grande
ouverture P minorant I’érosion B, soit

A \"
p=a ; y=20

Dans le cas qui nous occupe ici (o et  définies par la relation (i)
. A v . e
ci—dessus), nous poserons To = By = Bp, et nous dirons que le sous—treillis

Ty est I'échelle du treillis T.

Pour tout x €T, on a, par définition, M, U M*® = T, et a(x) est le plus
petit élément y de T tel que My | MY = T. Donc, dire qu’un élément x
appartient a I’échelle Ty équivaut donc a:

M, UM =T

Autrement dit, I’échelle Ty_est 1’ensemble des éléments x €T compa—
rables a tous les éléments de T, et constitue ce que I’on peut appeler la classe
des éléments universellement comparables de T. Il en résulte, en particulier,
que cette échelle Ty est un sous—treillis totalement ordonné de T.

Deéslors, tout x €T admet, dans Ty, un plus petit majorant a,(x) etun
plus grand minorant a_(x), a savoir

3,00 = A Ty M) ; a-(x) = V (Tp | MY

Nous dirons que a4(x) est I’évaluation par excés de I’élément x dans
Péchelle Ty du treillis T, et a_(x) son évaluation par défaut. (Naturellement,
sil’échelle T seréduita {0,w}, on obtient des résultats triviaux. Nous dirons
dans ce cas que T est un treillis sans échelle propre). La premiére, a,, est une
fermeture, etlaseconde, a_, une ouverture sur T, admettant le méme domaine
d’invariance Ty. Il s’agit donc, respectivement, de la dilatation—fermeture et
de ’érosion—ouverture associées au sous—treillis Ty.

Si a est un élément de I’échelle Ty, il est comparable, par définition, a
tout x€T.
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Si x&Ty, les inégalités a,(x) > x > a_(x) sont strictes, et on ne peut
avoir a(x) > a > a_(x) strictement pour a€T (puisque a est comparable a
X, a=Xx, par exemple, entrainerait a,(x) <a).

Autrement dit, le fuseau :
Ma_(x) m M2+®)

contenant le point x & Ty ne contient pas d’autre élément de ’échelle que son
plus petit et son plus grand élément. Il nes’agit cependant pas exactement d’une
partitionde T lui—méme, car deux fuseaux distincts peuvent avoir soit 0 soit
au plus un point commun, cet unique point commun coincidant alors
obligatoirement avec le plus grand élément de 1'un des fuseaux et avec le plus
petit élément de I'autre.

Par contre, il s’agit bien d’une partition de T\Ty. T\Tg n’est plus un
treillis, mais encore un ensemble ordonné. On note que la relation d’ordre passe
au quotient pour I’équivalence associée a cette partition de T\Ty : si’on a deux
classes distinctes, les éléments de I'une sont, par exemple tous inférieurs a tous
les éléments de I'autre, soit inversement.

Sous forme imagée, notre treillis prend la forme d’une saucisse, dont les
points d’étranglement correspondent aux points de 1’échelle T.
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Chapitre X

Les treillis distributifs a VvV continu

Les résultats accumulés dans les sections précédentes vont maintenant nous
permettre d’établir le résultat le plus important, sans doute, de ce travail, a
savoir la coprimarité des treillis distributifsa Vv continu, et, bien siir, par dualité,
aussi la primarité des treillis distributifs & A continu.

10—1. La coprimarité des treillis distributifs 4 v continu

Posons d’abord un lemme, qui présente d’ailleurs un certain intérét pour
lui—méme :

LEMME 10-1. Soit T un treillis distributif &4 V continu, et soient, dans T,
MA = MA un antifiltroide ouvert et y un point n’appartenant pas a MA,
Alors, il existe un élément q copremier dans T, n’appartenant pas a MA et
minorant y, soit :

(a) MAC (Mg (M,

Le treillis T étant distributif, et MA un antifiltroide, le théoreme 8—7
montre qu’il existe un filtroide parfait Mg vérifiant
MA  (MF c (M,

Mais 1{’4A, étant ouvert, est alors contenu dans’intérieur de CMF, qui est
Y Ap (d’aprés le théoreme 8—5). On aura donc

(b) MA € (M \r € OMr C (M,

Introduisons alors la classe Q des familles C totalement ordonnées de
filtroides parfaits satisfaisant aux deux axiomes suivants :

i)  Tout Mpe&C vérifie la relation (b)
ii) Si Mg Mp €C et My DMy strictement, on a

CMF'C CM/\F - cMF

On vient de voir que la classe Q des-chaines C de ce type n’est pas vide.
Cette classe étant, manifestement, stable pour la réunion croissante, le
théoréme de Zorn nous garantit qu’elle contient des éléments maximaux.
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Soit donc C une chaine maximale dans Q, et vérifiant donc les deux
axiomes ci—dessus. Posons

Mg = U{Mg Mg EC| et q= A Mg

D’apres le théoreme 86, la classe des filtroides parfaits est stable pour la
réunion croissante, de sorte que M est encore un filtroide parfait. D’autre part
M, vérifie encore larelation MAC Mg,. Comme MA est ouvert, celaentraine
a nouveau MAC CM F —CMq (avec @ = A Mg). Par suite de la maximalité,
on a donc encore Mg €C et Mg est le plus grand élément de C.

Cependant, puisque 'on a MAC CMq, le theoreme 8—7, a nouveau,
implique 'existence d’un filtroide parfait M;. séparant MA et M, et vérifiant

donc
MAC (M, p € (M € Mg (M,

Mais, la chaine C étant maximale, cela entraine cette fois Mp=Mg et

par suite :
MFO = Mq

Comme Mg, est un filtroide parfait, cela signifie que q est copremier dans
T, et achéve la démonstration, puisque M, vérifie ’axiome i) et donclarelation

(b).

CoROLLAIRE. Dans un treillis distributifa Vv continu, tout antifiltroide ouvert
MA est intersection des CMq, qE€Q qui le contiennent, soit :

OA _
(© M*= CMQ ned*

— Toute partie MA€ P, de la forme
MA = N CMQ nD

est un antifiltroide, égal a I'intersection des antifiltroides CMq, q€Q quile
contiennent, mais, en général, n’est pas ouvert dans T.

Venons—en, maintenant, maintenant, au résultat principal.

TuEOREME 10-1. (SECOND THEOREME DE COPRIMARITE). Tout treillis COF
I distributif et & V continu est coprimaire.

Soit T un tel treillis. D’aprés le théoréme 9-3, le treillis G , des ouverts
scsde T est monoséparé, et, d’aprés le corollaire 2 de ce méme théoréme, ses
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éléments copremiers sont exactement les antifiltroides ouverts. Par ailleurs,
étant monoséparé, le treillis G, est coprimaire, d’apreés le premier théoréme
de coprimarité (théoréme 9—5). Il suit de 1a que tout MGe G, est réunion
d’antifiltroides ouverts.

Soient alors x et y dans T avec M*C CMy Comme CMyE G A, il résulte
de ce qui précéde qu’il existe un antifiltroide ouvert M? vérifiant :

0
MxcMAC (M,

D’apreés le lemme 10—1, il existe alors un élément q copremier dans T
tel que 'on ait :
X OrA
M* C MA C (M, c (M,

Soit aussi :
@) My C M, C (M=

Or, pour tout y€T, M; est égal a l'intersection des CMx qui le
contiennent. D’apres la relation (d), on aura donc, a fortiori

My = ﬂ{Mq=q = Y] =Mygnm
cest—a—dire y = vV(QNMY). Letreillis T est donc coprimaire.

CoOROLLAIRE 1. Dans un treillis distributif a4 v continu, tout ouvert scs est égal
a la réunion des antifiltroides ouverts qu’il contient.

Ce corollaire découle de la premiére partie de la démonstration.

COROLLAIRE 2. Pour tout treillis COF T, les deux énoncés suivants sont
équivalents :

a) L’application MF— VF est une érosion de ¥, (T) dans T

b) T est distributifa Vv continu.

Pour tout treillis COF T, le treillis %, (T) est distributif a v continu,
puisque I'application F—MF est une fermeture scs sur F(T). Si la condition a)
est remplie, I'application MF—M VF est alors une érosion—fermeture sur &, ,
comme on le voit facilement, donc associée a une équivalence propre. Comme
les deux propriétés ci—dessus passent au quotient, pour les équivalences
propres, le treillis T, isomorphe au treillis image, et donc aussi au treillis
quotient, les posséde donc encore : donc a) entraine b).

Inversement, silacondition b) est satisfaite, le treillis T est coprimaire,
d’apreés le théoréme ci—~dessus. D’apréslethéoréme8—11, le Vv érode donc F¥
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dans T. Mais, selon le corollaire 2 du théoréeme 5-2, ona &, = F* pour tout
treillisa V continu. Donc b) entraine a).

N.B. — Ce corollaire 2 n’entraine qu’une réciproque partielle, trés imparfaite
encore, duthéoréme 8—11, méme si on se limite 4 la classe des treillis COF. En
effet, pour qu’un treillis T soit coprimaire, il faut, d’apres le théoréme 8—11,
que V érode F* dans T. Dans le cas d'un treillis COF, il suffit, d’aprés le
corollaire 2 et le théoréme 10—1 lui—méme, que Vv érode ¥, dans T. En toute
rigueur, donc, c’est seulement danslecas &, = % quel’onaune réciproque :

CoroLLAIRE 1. Un treillis T COF a topologie sci minimale est coprimaire si et
seulement siil est 4 VvV continu et distributif.

Je conjecturerais volontiers qu'’il n’existe pas de treillis COF pour une
autre topologie que la topologie CMI - CMA (donc & V non continu), qui soit
en méme temps coprimaire — autrement dit, que la condition nécessaire et
suffisante soit : V érode ¥, dans T pour tous les treillis COF. Mais je n’ai
ni démonstration, ni contre—exemple.

En résumé, je propose a la sagacité du lecteur deux conjectures, a
démontrer, ou a réfuter par un contre—exemple judicieux, I'une faible, 'autre
forte :

ConJECTURE FAIBLE. Un treillis COF est coprimaire si et seulement si il est
distributif a vV continu.

ConNJECTURE FORTE. Un treillis T quelconque est coprimaire si et seulement
si vV érode F*(T) dans T.

Pour étre complet, mentionnons encore un critére, voisin du théoréme
9-3, permettant de caractériser les treillis & vV continu (non nécessairement
distributifs). Pour changer, nous I’énongons sous la forme duale :

CRITERE 10—1. Pour un treillis T quelconque, les deux énoncés suivants sont
équivalents :

a) T est COF a A continu

b) Le V érode le treillis ®, des antifiltroides dans le treillis T.

L’implication : a) entraine b) est une conséquence immédiate du corollaire
1 du théoréme 9-3. Il suffit, pour le voir, de considérer la restrictiona ®, de
I’érosion MA — MA : on obtient ’application MA-M VA qui est encore une
érosion, ainsi que I'application MA—> VA de ¢, dans T
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Inversement, si b) est vrai, ’application MA—-MVA est, elle aussi, une
érosion, et méme une érosion—fermeture sur @, . Elle est donc associée a une
équivalence propre. On sait d’autre part que le treillis @, est toujoursa A
continu (théoréme 8—4), et on a vu que c’est 1a une propriété qui passe au
quotient pour les équivalences propres. Doncle treillis T, isomorphe au treillis
image et au treillis quotient, est lui aussia A continu.

10 — 2. La condition de Pantifiltroide ouvert

Dans un treillis T quelconque, pour tout x ET MX* est évidemment un
antifiltroide. On peut se demander si son intérieur Mx a supposer qu’il ne soit
pas vide, est encore un antifiltroide. En fait, il n’en est rien. On obtient un
contre—exemple simple, en partant du treillis T = (0,1) X (0,1). Ce treillis tres
simple, mentionnons—Ile en passant, est parfois trés utile, dans la mesure ou
il permet souvent de trouver des contre—exemples en griffonnant un dessin sur
un coin de table. Il est monoséparé et vérifie, en ce qui le concerne, la propriété
ci—dessus. Mais considérons un sous—treillis Ty de la forme :

T0=MbUMa

avec a >b dans Ty, et M2 My d’intérieurs non vides dans T. Le lecteur
constatera facilement (au moyen d’un simple dessin) que I'intérieur de la classe
des minorants de a dans Ty (qui coincide avec Ma) pour la topologie induite
sur Tg est strictement plus grand que I'intérieur M2 de M2 dans T, et, en
particulier, ne constitue plus un antifiltroide.

Cependant, sur un registre plus relevé, le treillis F(E) des fermés d’'un
espace topologique E localement compact vérifie, comme nous le verrons, cette
condition dite de I’antifiltroide ouvert. Etant donné I'importance de cette classe
paradigmatique, il n’est peut—étre pas inutile d’approfondir un peu cette
question.

Bien que la question mérite d’étre étudiée dans un cadre plus général, nous
ne I’aborderons ici que dans le cas particulier des treillis a Vv continu, dans
lequel on arrive & former des critéres simples.

Posons d’abord la définition :
DEFINITION. Nous dirons qu'un treillis T & V continu vérifie la condition dite

de “I’antifiltroid vert” si et seulement si il vérifie I'une des conditions
suivantes (dont nous verrons, dans un instant, qu’elles sont équivalentes) :
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1) Pour tout x€T, NIX est vide ou est un antifiltroide

ii) Pour tout antifiltroide MAE®, , MA est vide ou est encore un
antifiltroide

iii) Pour tout ouvert scs MG € G A non vide, I'antifiltroide é(MG) est
encore ouvert.

Posons d’abord un lemme simple :

LEMME 10-2. Soit f une application d’un treillis T (quelconque) dans P, (T)
vérifiant la relation :

(w) fx Ay) = f(x) Af(y) xy€T)

Alors la dilatation M” — fiM4) = U{f(x),x S MA] de P, danslui—méme
vérifie la relation
(@) fMA M MB) = fM4) N fMB) MAMBE®,)
D’apres la relation (w), I'application f est croissante, et on a donc
f(x) = f{(M*). D’ol1, pour tout A€ P(T)
(w") fMA) = | {fix), x € A}

Partant alors de la relation évidente :
MA M MB = MM, xe A, y € B

ilvient f(MANMB) = Uif(xAy), xE A, ye€ B} Daprés (w), ceci est
encore égal a :
U NTf@E;:; xEA yEBl= U{fx, x€A N UIf(), yEB}
c’est—a—dire, d’aprés ("), a f(MA) N fMB).

Nous considérons maintenant un treillis T & V continu;, mais non

nécessairement distributif. D’apreés nos résultats antérieurs, ce treillis est muni
des instruments suivants :

e Une érosion—fermeture sur P,, associée a I’ouverture—dilatation
0 s
MA—-MA (théoréeme 9—3). Nous la noterons @ :

MB C O(MA) <> MB C MA (MA, MB €9, )

e La dilatation—ouverture réciproque sur P, , associée a 1’érosion—
. 28N s z v Z
fermeture M, — M+, qui a déja été notée I's(Mp). On a évidemment :

dMA) = [ I's ((MA)
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e On utilisera aussi les résultats du théoréme 9—4 (forme duale). Posant
i‘s(x) = IV“S(M") pour xE€'T, on obtient un filtroide, qui est la classe
{y : x € MY} des majorants forts de x. De plus, ’application x—T s(x) dilate
T dans le treillis @, des filtroides (I’érosion associée étant MA— A A).

e Enfin, on introduira aussi I’application A définie au théoréme 8— 10,
et que nous noterons ici simplement H, aucune équivoque n’étant possible.

Comme nous n’avons pas encore supposé le treillis T distributif, on aura
simplement vV H(x) <x, mais non, en général, 1’égalité, et I’application x—~H(x)
ne sera pas, en général, une dilatationde T dans &, =F%. Ces conditions,
en effet, ne seront vérifiées que lorsque notre treillis T & Vv continu sera, de
plus, distributif.

Avec ces notations, nous allons maintenant établir un critére a entrées
multiples, qui, du méme coup, justifiera les équivalences postulées dans la
définition, que nous avons posée ci—dessus, dela condition dite de I’antifiltroide
ouvert.

CRITERE 10—2. (CRITERE DE L’ANTIFILTROIDE OUVERT). Pour un treillis T a v
continu (mais non nécessairement distributif), et avec les notations rappelées
ci—dessus, les énoncés suivants sont équivalents :

a) Pour tout x€T, I\(}Ix est vide ou est un antifiltroide

b) I'sx vy = I's® N I'sy) (x,y) ET

¢) ®MAUMB) = oM*) U &MB) MAMBED,)

d) Pour tout antifiltroide M4, MA est vide ou est un antifiltroide.

e) Pour tout ouvert scs MG non vide, §(MG) est un antifiltroide ouvert.

f) L’application x—H(x) de T dans ¢, estscs en tout point x=0.

g) §(CMX) est ouvert pour tout x=0.

V
Comme z € I'g(x) équivauta x & 1\9[2, larelation b) serécrit sous la forme
X VyEl\(}IZ e xEM? et yEI{)/IZ

Mais c’est 1a, exactement, la condition pour que 1(’42, s’il n’est pas vide,
soit un antifiltroide. D’ol1 I’équivalence de a) et b).

D’apres l\?. forme duale dl.}/ lemme 10\;— 2, larelation b) entraine la relation
(plus forte) I's(Ma N Mg = I'stMa) N I's(Mp), et lui est donc équivalente.
Mais cette derniére relation se récrit sous la forme c). D’oul’équivalence de b)
et ¢).
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Larelation c¢) exprime que la fermeture ® est de type topologique. D’aprés
le critére 8—14, I'image par ® d’un élément copremier de P, (c’est—a—dire
d’un antifiltroide, d’aprés le théoréme 8 —2) est encore copremiére dans I’espace
image. Mais @ est I’érosion—fermeture associée a la dilatation—ouverture
MA—>18IA, de sorte que §, estisomorphe a ’espace image de T par ®, d’ou
il résulte que l'intérieur d’'un antifiltroide est un élément copremier dans le
treillis G ,. Or on sait que les éléments copremiers de ( , sont, justement, les
antifiltroides ouverts (théoréme 9-3, corollaire 2). On conclut donc que c)
entraine d). Réciproquement, d) entraine trivialement a), de sorte que la
condition d) est bien équivalente aux trois précédentes.

On sait que, si y est une ouverture et @ une fermeture sur un treillis
T, larelation oy =y équivauta @y = yey etaussia yo(T)=¢y(T)=
v(T) N @ (T) [5]. Enraisonnant surletreillis P, (T) des parties permises pour
A, avec la fermeture o = S et louverture y(MA) = l{)/IA, on obtient
I’équivalence des conditions d) et e).

Compte tenu de la compacité de T et de ’expression de H(x) donnée par
la relation (v) du théoréme 8—10, on a H(x) C MC pour un ouvert scs M@ si
et seulement si il existe MF€F, avec:

Hx) c MFcMS x< VvF

D’aprés le lemme 85, cela équivaut exactement 4 x€ §(MG). Siox=0,
I’ouvert scs MG n’est certainement pas vide, puisque I’antifiltroide §(MG)
n’est pasréduita {0}. Silacondition e) est vérifiée, cet antifiltroide est ouvert,
et cela exprime exactement 1’équivalence des conditions e) et f).

La condition d), équivalente a f), entraine trivialement g). Il reste donc
a montrer que g) entraine f). Pour la commodité du raisonnement, nous
remplacerons la fonction H(x) par:

Hy(x) = Hx) U {0}

Il est immédiat que, si cette nouvelle fonction est scsde T dans ¥, , cela
entraine que H(x) elle—méme est scs en tout x=0. Comme T est muni de
sa topologie scs maximale, le théoréme 4—3 montre qu'’il suffit donc d’établir la
continuité monotone : x; | x dans T entraine Hy(x) = N Hy(x;). Soit donc
z€ NHo(xj). D’aprés la relation (i) du théoréme 8-10, cela é(AJuivaut a
x;€( 8(M, pour tout iE€1. Si z=0, lacondition g) signifie que { § (M, est
fermé : onadonc XEC§ CMZ, soit z€H(x). Si z = 0, on atoujours 0 €Hy(x).
Par suite, on a (M Ho(x)) CHy(x), et 1’égalité puisque l'inclusion inverse est
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toujours vraie. Donc g) entraine f), et ceci achéve la démonstration du critére
9-1.

COROLLAIRE. Si un treillis T a Vv continu (non nécessairement distributif)
vérifie la condition de I’antifiltroide ouvert, alors, pour tout filtroide parfait
E AF est copremier dans T ouégala 0.

Si F = Mr est un filtroide parfait, son complémentaire M4 = CMF est,
par définition, un antifiltroide. Sous la condition indiquée, MA est encore un
antifiltroide (s’il n’est pas vide). Mais on a alors MA = c M g, et par suite AF
est copremier dans T. Si MA = 0, on trouve AF =0.

Ce corollaire est intéressant dans le cas général, puisqu’il fournit un critére

indépendant de la distributivité. Mais il va prendre sa pleine signification dans
le cas distributif.

THEOREME 10-2. (THEOREME DE L’ANTIFILTROIDE OUVERT). Un treillis T distributif
a Vv continu satisfait a la condition de I’antifiltroide ouvert si et seulement si
il vérifie I'une des deux conditions équivalentes suivantes : ’

h) Pour tout filtroide parfait F, AF est copremier ou nul.
) Qo=QUI{0} estfermédans T

La condition h) est nécessaire, d’aprés le corollaire du critére 10-2.
Inversement, supposons cette condition h) vérifiée, et soient x,z dans T, avec
NIX = Detze MIX, D’apres les propriétés de la fermeture @, VX C CMz équivaut
a:

Vv
Mxc® ((M,) = (I's(z)
v

Comme I'g(z) est un filtroide (voir ci—dessus) et que T est distributif,
il résulte du théoréme de séparation parfaite 8—7 que 1’on peut trouver un
filtroide parfait Mf avec

M* c (Mfr c® (M,
D’apres les propriétés de I’érosion—fermeture ®, cela entraine
Mxc (M = (M, c (M,
D’apres la condition h), cet élément q = AF est copremier.

On a ainsi montré (c)lue, pour tout z & N (I{J/Ix # (), il existe un copremier
q tel que q<z et q&MX
Si maintenant on a zj Vzo & MX pour deux éléments z1,zg de T, on
. . 0
trouvera de méme un copremier q & M* avec q<z; Vzg, donc, par exemple,
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. 0 : i .
q <21, ce qui entraine z; & M* et montre que Nx (s’il n’est pas vide) est bien un
antifiltroide.

On a déja remarqué que la fonction x—H(x) est scs en tout x=0 siet
seulement si x—=Hgy(x) = H(x) U {0} est scs sur T. Soit alors g; une famille dans
Q, convergeant dans T vers un élément xET. Les q; étant copremiers, on
a q; €EH(q;) pour touti (critere 8—12). Donc, siT vérifie la condition de ’anti—
filtroide ouvert, la condition f) du critéere 10—-2 entraine x€&H(x),
c’est—a—dire x =0 ou xEQ: Qg est fermé.

Inversement, supposons Q¢ fermé. Comme T est distributif et a v
continu, il est coprimaire (théoréeme 10—1). D’aprés le corollaire du théoréme
8-11, onaalors:

H(x) = MMM

Pour x=0, Q@ M* n’est pas vide et MR M* contient I’élément 0, d’ou
résulte MMM = MQNM Comme qq est fermé dans T, il en résulte :

H(x) = M@ NM — yenm

Si x =0, onaencore Hy(x) = M@ NM ] est alors immédiat, d’apres
les propriétés du treillis COF que Hg est scs (car les applications x—MX,
F—-QoNFE F—-MF sonttoutes scs, compte tenu du fait que Qo est fermé dans
T). Ainsi la condition f) du critére 10—2 est satisfaite, et cela achéve la
démonstration. -

Exemple. — C’est, évidemment, le treillis F(E) des fermés d’un espace
topologique E localement compact qui a servi de prototype. C’est un treillis
distributif & v continu, donc coprimaire, et méme atomique : les atomes sont
les {x}, x€E, de sorte que Q s’identifie 4 I’espace localement compact E
lui—méme, et Qp a son compactifié d’Alexandrov (I’élément 0 du treillis T
est le fermé vide 0), et que cet espace Qg est effectivement fermé : F(E) vérifie
la propriété d’antifiltroide ouvert.

Dans ce treillis F(E), la classe des antifiltroides ouverts, qui joue un si
grand réle dans tout ce contexte, s’identifie ala classe des ouverts scs de la forme
FK (classe des fermés F disjoints d’un compact K). On vérifie, en particulier,
que tout ouvert scs dans F(E) est bien réunion de tels antifiltroides ouverts de
type FK
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COROLLAIRE 1. Pour un treillis T distributif & v continu, la propriété
d’antifiltroide ouvert équivaut encore a :
j) Pour tout antifiltroide parfait M* dans T, MA est encore un
antifiltroide, a moins qu’il ne soit vide.

En effet, si My = CMA est un filtroide parfait, ona M ¢ = CI{)/IA. La
condition j) équivaut a la condition h) du théoréme.

” COROLLAIRE 2. Sous les conditions du théoréme, on a, pour tout x€T :

k) H(x) = MANM

N.B. — La réciproque est fausse, et la relation k) n’entraine pas la condition
de I’antifiltroide ouvert. Le contre—exemple simple que nous avons présenté au
début le montre bien : le sous—treillis My {J M2 du treillis (0,1) % (0,1) ne vérifie
pas la condition d’antifiltroide ouvert, mais satisfait pourtant la relation k).

Le t_reillis des antifiltroides ouverts

Nous désignerons par ®¢ la classe des antifiltroides ouverts d’un treillis T
distributif & VvV continu, soit

®t =d, NG,

et par ®% la classe obtenue en adjoignant a ®% , atitre de plus petit élément,
I’ensemble vide 0, i.e.

D% = 08 | {0}

Il sera commode de considérer Cf)% comme un sous—sensemble de G ,.
En général, ce sous—sensemble ne sera pas complétement réticulé pour I’ordre
induit par §, (c’est—a—dire I'inclusion) sauf, toutefois, sile treillis T vérifie
de plus la propriété de I’antifiltroide ouvert. Enoncons ce résultat sous la forme
d’un corollaire du théoréme 10-2 :

COROLLAIRE 3. Soit T un treillis distributif & v continu vérifiant la condition
de l'antifiltroide ouvert. Alors, la classe ®% des antifiltroides ouverts,
complétée par I’ensemble vide @, ordonnée par I’inclusion, constitue un
treillis complet.

Deplus, cetreillis ®§ est homomorphe au dual du treillis 9~6(Q) des compacts
de I’espace localement compact Q = Q(T), complété par un plus grand
élément identifié & Q.
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D’aprés le théoréme 10—-7, en effet, Qo= QU {0} est fermé, donc
compact, dans T, et Q est donclui~méme localement compact pour la topologie
induite (et méme compact, si Q lui—méme est fermé, ce qui correspond au cas
ou le plus petit élément 0 du treillis T est isolé dans T). Le compactifié
d’Alexandrov de l’espace localement compact Q s’identifie, de maniére
naturelle, & Qg lui—méme.

Soit maintenant MA une famille dans ®%, que l’on peut, sans nuire &
la généralité, supposer constituée d’éléments non vides, c’est—a—dire
d’antifiltroides ouverts. L’intersection N MA est soit vide, soit encore un
antifiltroide. D’apres la condition de I’antifiltroide ouvert, son intérieur, rO\ MA
est donc lui—aussi soit vide, soit un antifiltroide ouvert : il s’agit donc bien du
plus grand minorant de la famille MA dans @8, soit :

0 0
AMA = () MA

De méme, la reunlon U MA est un ouvert, et, d’aprés la méme condition
del’antifiltroide ouvert, S (U MA i) est encore un antifiltroide ouvert, éventuel —
lement impropre (égal 4 T), et constitue donc le plus petit majorant de la famille :

0 0
vMA = §(UMA)
@8, est donc bien un treillis.

Maintenant, le corollaire du lemme 10-1 nous montre que tout
antifiltroide ouvert vérifie la relation :

OA _
(©) M* = CMQ neM*

On note que 0 n’appartient pas a C&A puisque 'antifiltroide MA n’est
pas vide, de sorte que, dans la relation (c), on peut remplacer Q par Qg. Par
ailleurs CMA est un fermé de T et ne contient pas 1’élément 0.

En sens inverse, si F est unferméde T ne contenant pas 0, F N\ Qq est
fermé (donc compact) dans T, puisque Qp est fermé (théoréme 10—2), et, ne
contenant pas 0, est un compact K de I’espace localement compact Q.
Inversement, d’ailleurs, tout K€J(Q) est de cette forme. Posant

= () Mk
pour Ke3(Q), nous obtenons un ouvert de G,, non vide (car 0¢K donne

OEMB) qui est aussi un antifiltroide (comme intersection des antifiltroides
CMq, q €K CQ). Si maintenant on remplace K par le plus grand élément de
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9~6(Q), identifié & Q¢ lui—méme, on trouve Mg, = T et donc l{)/IB#(D: c’est
le plu§ petit élément de ®%, . L’application K—*CMK est doncsurjective de 96(Q)
sur ®5.

Comme~ MBC CMK équivaut a KC CI{)/IB N Qo, il s’agit d’une dilatation
du dual de 9%(Q) dans ®%. Mais

B _
(Mg © P = cMQmCl&B

équivaut (puisque KCQp) a QoN CIeIBCMK. Si I'on désigne par D(l\(}IB)
Padhérence dans T (ou, aussi bien, dans Qg) de ’ensemble des éléments

minimaux du fermé Qg N CI?/IB, cela équivaut encore a D(l{)/IB) CK. Il s’agit
donc aussi d’une érosion du dual du treillis 95(Q) dans @8, .

Ainsi, P& est'image des 9~6(Q) dans (§, par ’homomorphisme K—*CMK,
ce qui achéve la démonstration.

Exemple. — Dans le cas du treillis F(E) des fermés d’un espace E localement
compact, Q est constitué des atomes {x}, xEE et s'identifie & I’espace
localement compact E lui—méme. La classe des antifiltroides ouverts ®E  est
ici la classe des éléments de G, de la forme FK ot KeISE). De plus, a
I’élément maximal E de 96(E) est associé I’élément FE = {0}, qui est le plus
petit élément du treillis §,(%F). ici, donc, I'’homomorphisme est méme
unisomorphisme (et le lecteur vérifiera qu’il s’agit aussi d’'un homeo—
morphisme).

10-3. La condition du raldical fermé

DEFINITION. Dans un treillis T coprimaire, on pose
R(x) = MeNM (xeT)

et ondit que R(x) est leradical de’élément x. Siletreillis T vérifie larelation
k) H(x) = R(x), on dira qu’il satisfait la condition du radical fermé. (H est
la fonction notée H aux théorémes 8—10 et 8—11).

Il s’agit donc d’une condition strictement plus faible que celle de
Pantifiltroide ouvert. Mais il ne faut pas croire pour autant qu’elle soit toujours
vérifiée.

Contre—exemple. — Pour avoir un exemple encore accessible par un dessin de
coin de table, considérons le treillis des lipschitziennes sur ’espace euclidien
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R a1 dimension. On a vu que les éléments copremiers sont les fonctions de la

forme
f(x) =a —d(xg,x) pourun a€R etun xpER

auxquelles il convient, éventuellement, d’ajouter les limites de telles fonctions,
si elles sont encore copremiéres.

Si d est la distance euclidienne usuelle, d(x,y) = |x—y|, on obtient ainsi
les fonctions linéaires de pente + 1, qui sont encore des éléments copremiers :
la condition de I’antifiltroide ouvert est vérifiée.

Avecune autre distance, il n’en est plus forcément de méme. Par exemple,

avec
dx,y) = xy|* 0 <a<1), ou dx,y)=1-e ¥ et

onramasse, alalimite, les fonctions constantes, quine sont plus copremiéres :
la condition de I’antifiltroide ouvert n’est plus vérifiée, bien que celle du radical
fermé le soit toujours.

Pour obtenir un contre—exemple a la propriété du radical fermé, il faut
passer a un sous—treillis du type :

T = M, (J M

Prenons les fonctions constantes, fo =0 et f; = 1.

Les éléments copremiers du type a — d(xg, X) restent copremiers dans T
tant qu’ils appartiennent & MY, i.e. pour a<1. Pour a > 1 (strictement), on

doit les remplacer par
(a-d (xg ,)) V fo = (= (x¢,7),

En particulier, la fonction ( 1-d (xq, -))+ est dans Q, mais nondans Qg :
la condition de ’antifiltroide ouvert n’est pas vérifiée.

La condition de radical fermé ne I’est pas non plus. Pour avoir un contre—
exemple, prenons la fonction f définie par

fix) =1+ Cx), (0<C<1 strictement)

Son radical R(f) est constitué des fonctions minorant celles du “chapeau”
QN Mf qui comporte les fonctions du type :

(a-d (% ,), a>1 (1+Cxpy =a
a—d (xq,°) a<l (I1+Cxpt+ =a
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On voit que I’élément limite correspondant & a |1 et x9 =0, soit
(a—d (0 , ")) ; nefigure pas dansce chapeau, bien qu’il appartienne 8 H(x). Ainsi
la condition du radical fermé n’est pas satisfaite.

Revenons al’étude du cas général. Dans la définition donnée ci—dessus de
la condition du radical fermé, nous n’avons pas supposé le treillis T a v
continu. Cette étude concerne donc aussi les treillis coprimaires dont la
topologie CMI—CMA n’est pas séparée (qu’ils soient COF, s’il en existe, ou non).
Nous aurons besoin de quelques instruments nouveaux, que nous allons
maintenant définir.

La dilatation n et ’érosion W

Posant
nM* = U{H), x € M4} MAeD,)

nous obtenons une dilatation de %, dans lui-méme. Nous noterons W
I’érosion associée. On trouve sans peine, compte tenu de la relation (i) du
théoreme 8—10:

WA = N {s(M,,ye(MA} MAeD,)

A
Il s’agit donc de la plus petite érosion majorant, sur P, , lafermeture S

dont le domaine d’invariance est la classe ®, des antifiltroides. L’expression
méme de W(MA) écrite ci—dessus montre que W(MA) est toujours un anti—
filtroide. Mais en général 'inclusion W(P,)C @, est stricte.

Notons que, par définition, on a pour tout x€T :
x € W(MA) « H(x) C MA

Comme on a toujours H(x) CMX, la dilatation m est anti extensive, et
I’érosion W est extensive :

(MA) C MA ; MA C W(MA4)
1

Mais, en général, cette érosion W n’est plus une fermeture.
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A
La fermeture S "

Nous introd1/1\irons donc la plus petite fermeture majorant I’érosion W, et nous

la noterons S,

On sait [5] que son domaine d’invariance coincide avec le domaine d’anti
extensivité de W, qui est d’ailleurs ici en fait (puisque W est extensive) le
domaine d’invariance de W. Ainsi :

MA = § p (MA) <> MA = W(MA)
et cette relatiAon définit complétement la fermeture Su- Noter que cela implique
encore que SM(MA) est toujours un antifiltroide.

. . A - . A ’ .
Lesinvariants delafermeture S,, ou, ce quirevient auméme, de I’érosion
W sont caractérisés par la relation : H(x) CMA entraine x €EMA, ou, ce qui
revient au méme, pour MF e E]fﬁ ona: MFC MA entraine MVF & M4, soit :

MA = UM% Hx) C MY = U[MYF:MF e R, MF C M4

Naturellement, cette nouvelle fermeture § ne sera, en général, plus une
érosion. Nous ne poursuivrons pas cette régression transfinie jusqu’a son terme
ultime, qui serait la plus petite érosion—fermeture majorant la fermeture S
mais nous introduirons encore un couple dilatation—érosion.

La dilatation—ouverture radicale u et I’érosion —fermeture v

La dilatation u est définie par :
sM*) = U [RE), x € M4} = MANM*

Comme on a, manifestement, Q N u(M?) = Q | M4, il s’agit d’une
dilatation—ouverture. L’érosion—fermeture associée, notée v, est donc donnée
par :

v = (Mg glils

On notera, d’apres le corollaire du lemme 10—1, que les antifiltroides
ouverts appartiennent au domaine d’invariance de I’érosion—fermeture v.

A titre de conjecture, j’inclinerais & penser que cette érosion-—fermetur/e\e
v coincide avec la plus petite érosion—fermeture majorant la fermeture S
— mais je n’ai pas de démonstration.
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On notera aussi les inclusions, en général strictes

A
MA C S(M*) C W(MA) C S,(MA) C v(M*) C MVA

d’ol1 il résulte que ces expressions ont toutes le méme Sup :

Vv §(MA) = Vv WM = v §u(MA) = VvV v(MA) = v MA

Nous allons maintenant considérer le cas ou le terme de cette progression
est atteint des I’étape W, c’est—a—dire le cas oti ’'on a

A

THEOREME 10-3. (THEOREME DU RADICAL FERME). Pour un treillis coprimaire T
(non nécessairement a V continu), les énoncés suivants s/«\)nt équivalents :
a) L’érosion W est aussi une fermeture (i.e. W= S,)
b) Pourtout xE€T, ona nH(x) = H(x)
c¢) T vérifie la condition de radical fermé.

Sil’érosion W est une fermeture, la dilatation n associée est aussi une
ouverture (lemme 8—2) et, en particulier, ona 1 H(x) = H(x). Donc a) entraine
b). Inversement, n H = H entraine nmm = n et W = WW, et a) équivaut a b).

Si la condition b) est remplie, pour xET et yEH(x) on peut trouver
un z €H(x) avec y €EH(z). Mais H(x) appartient a 9:5‘\, et donc, en particulier
est stable pour 1. Donc tout y dans H(x) admet un majorant maximal q dans
H(x). Soit alors z' €H(x) tel que q€H(z'), et donc aussi q<z': comme ¢
est maximal dans H(x), cela implique z’' = q, et donc q&€H(g). D’aprés le
critere 8—12, q est copremier. Comme tout yEH(x) admet un majorant
copremier dans H(x), il vient

Q M M* C H(x) C MANM* = R(x)

et donc H(x) = R(x). Ainsi b) entraine c).

Enfin, si H(x) = R(x), tout yEH(x) admet un majorant copremier
q€H(x). On a donc yEMI = H(q) CH(). On en déduit H(x) = U {H(q),
q€QNH®K)} et, afortiori n H(x) = H(x). Donc ¢) entraine b), ce qui achéve
la démonstration.

Examinons un cas particulier.
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Treillis de type fini

DEFINITION. Nous dirons qu’un treillis T (nécessairement coprimaire) est de
type fini si tout xET est le Sup d’une famille finie J, d’éléments copremiers
dans T:

x=V)i, CQ, Iy D

Voici leur caractérisation :
CrITERE 10-3. Un treillis coprimaire T est de type fini si et seulement si il
vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes :
a) Pourtout x€T, il existe une partie finie I; telle que H(x) = M.
b) Pourtout xE€T, ona Hx) = M, JyeI(T) JyC Q.
¢c) Pour toute partie MA€P, , ona S(MA) = S(MA NQ.
d)  § est une érosion sur P A-
Le treillis T vérifie alors la condition de radical fermé (mais non nécessaire—
ment celle de I'antifiltroide ouvert).

Supposons T de type fini. Soit xET et JyCQ une partie finie telle que
x = Vdy. Larelation QY MVh =Qn Ibl (corollaire du critére 8—9) donne
ici Q N M* = Q N M» C M’> Comme M est dans F*, celaentraine H(x) =
R(x) CM%» Mais J,C Q N M* donne M**C R(x). On a donc

H(x) = R(x) = M*

Ainsi, la condition de radical fermé est remplie, et les conditions a) et b)
sont satisfaites.

b) implique trivialement a). Supposons a) vrai, soit H(x) = M!x pour une
partie quelconque finie de T. On peut, sans nuire a la généralité, supposer la
partie finie I irréductible, en ce sens que I’égalité H(x) = MY ne soit réalisée
par aucun sous—ensemble strict J de Iy. D’autre part, d’apreés la relation (iv)
du théoreme 8—-10, I’égalité x = vI; entraine la relation :

Hx) = U {H®, z€ 1)

Pour chaque z€Iy, ilyadoncun z' €I; avec z€H(z'). Cela entraine
z <z'. Mais, comme nous avons supposé I irréductible, cela entraine z'= z
et donc z€H(z) : z est copremier, et on a en fait I,C Q. Donc a) entraine
b), et ces deux conditions sont équivalentes.

Compte tenu de Vv H(x) = x, la condition b) entraine trivialement que
T est de type fini. A ce stade, on a donc montré 1’équivalence de la condition
de type fini avec chacune des conditions a) et b).
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Supposons b) satisfaite. Pour MA€ P, et toute partie finie ICA, ona
vI= v{dy,x€I}. Posons J = {J{Jx, xEI}, qui est encore une partie finie
/\C Q, ilAvient vi=vd=vQNM) avee JCMANQ On a donc
S(MA) C S(MA N Q), et donc I’égalité. Donc b) entraine c).

Inversemerfl\t, si ¢) est vraie, ona M* = §(Mx) = §(Q N MX*) pour tout
xET, soit x€ S(QMM?¥) : il existe donc une partie finie J,CQ N M* avec
x = Vdx et c) entraine b).

On avu que x EW(MA) équivauta H(x) CM4. Sib) est vraie, cela équivaut
a JyCMA et entraine x = VJ, € S(MA). On a donc W(MA)C S(MA), et par
suite I’égalité, puisque I'inclusion inverse est toujours vraie. Comme W est une
érosion, on conclut que b) entraine d).

Enﬁr}\, si § estAune érosion sur P, , c’est une érosion—fermeture, et cela
entraine S = W = S,. D’aprés le théoréme 10—3, on a alors H(x) = MQ N M=
De plus x€ S(MA) = W(MA) équivaut, d’apres les propriétés de ’érosion W,
a H(x) C MA, doncaussia Q YM*C M2 Q. Cela entraine H(x) CMQNM*
donc xEW(Q A MA) = §(Q \MA). 1l vient donc S(MA)C $(Q AMA) et c¢)
est vérifiée, ce qui achéve la démonstration.

Exemple. — On vérifie sans peine que tout produit fini de treillis de type fini est
encore de type fini. En particulier, pour tout entier n fini, le treillis R" est
un treillis de type fini.

On obtient un exemple moins banal en partant dela classe J(E) des parties
finies d’'un ensemble E et en la munissant d’un plus grand élément identifié a
E. Nous désignerons par J(E) ce treillis, manifestement de type fini (noter que
le plus grand élément w = E est copremier dans ce treillis dés que E est infini).
Il s’agit en fait ici d'un cas particulier du treillis J6(E) obtenu en prenant le
compactifié de I'espace J(E) des compacts d’un espace topologique E
localement compact. Sil’on munit un ensemble E quelconque de la topologie

discréte, qui est localement compacte, on trouve bien, en effet, J6(E) = J(E).

Treillisa A fini

Dans le méme ordre d’idée, on peut aussi considérer des treillis de type
noetherien, c’est—a—direa v ou A fini.

DEFINITION. Nous dirons qu'un treillis T estesta A fini si, pour toute partie
A de T, il existe une partie finie JCA telleque AA = AJ, ou encore, ce
qui revient manifestement au méme, si tout filtroide dans T est de la forme
My pourun x€T.
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On note que cette définition n’implique aucune hypothése de coprimarité.

L’un des exemples de treillis de type fini cités ci—dessus (treillis g(E)) est
en fait aussi un exemple de treillis & A fini, mais non ’autre : RN n’est pas a
A fini, niméme ZN . (Z estletreillis des entiers, positifs ou négatifs, complété
par + ® et — »). Dansle treillis Z , en effet, 'Inf de I’ensemble des entiers
>— o n’est pas atteint par une opération finie. Par contre le treillis N des
entiers naturels (complété par + «) est bien a A fini.

Voici leur caractérisation :
CRITERE 10—4. Pour un treillis T quelconque, les énoncés suivants sont équi—
valents :

a) T esta A fini.

b) Test COF a Vv continu, etona MX = 1\91" pour tout x€T.

c) Toute partie MAE P, est ouverte pour la topologie scs maximale,
ou, ce qui revient au méme, toute partie Ms € P, est stable pour |.

Comme on a Mf = M . pour tout filtroide, si a) est vrai, I’application
Mr—M ¢ est une érosion sur ®,. Cela entraine que T est a Vv continu,
d’apreés la forme duale du critére 9—1. Mais alors le filtroide Fs(x) d’ apres la
condition a) vérifie f s(x)=Mjy, puisquex = A f‘s(x) Mals celaéquivauta x & Mx
d’apres la définition de I's, et entraine donc MX = N pour tout x€T.

La condition b) entrame la condition c), puisque, dans tout trellhs av
continu, on a MA = U {MX x EMA}. Comme ici MX = MZX, il vient MA = MA,

Supposons la condition c¢) vérifiée. Cela entraine M* = Ve pour tout
xE€T etdonc, si M*C CMy: M*C NMXC MXC CMy, ce qui montre que T est
a V continu : donc c¢) entraine b).

Enfin, supposons b) vraie. Soit A une partie de T. Comme la famille
ﬁltrante décroissante { AJ:JEIJ(A)} converge vers AA =x dans T, et que
XE Mx d’aprés I’hypothése, il existe une partie finie JC A telle que
AJ EVE=M*. Comme on a évidemment AJ =x, cela entraine bien AJ = x,
et T esta A fini. Cela achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. Les treillis & A fini vérifient la condition de I’antifiltroide
U ouvert.

En effet, dans un tel treillis, ona M4 = NA pour tout antifiltroide M4,
d’apreés la condition c) du critére, et I\9IA est donc un antifiltroide.

" CoROLLAIRE 2. Un treillis & A fini est coprimaire si et seulement si il est
distributif.
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En effet, la condition est nécessaire, d’aprés le théoréme 8-11, et
suffisante, d’apres la condition b) du critére et le théoréme 9-5.

10—4. Les copremiers faibles

Nous avons, aplusieursreprises, rencontré la classe des élémenst q' delaforme
q'=AF ou F estun filtroide parfait. Il est temps de leur donner un statut et
de les étudier pour eux—mémes. -Cela nous permettra ensuite de mettre en
évidence quelques classes de treillis possédant des propriétés intéressantes.
Dans cette section, nous limitons notre analyse au cas des treillis T COF
distributifs & V continu, donc coprimaires. Voici d’abord la définition.

DEFINITION. Dans un treillis T distributifa Vv continu, on dit qu’un élément
q' est copremier faible s’il existe un filtroide parfait F tel que I’on ait :

q = AF

On désignera par Q' la classe des éléments copremiers faibles du treillis T,
soit Q' = [ AF, F € @F } On dira de méme qu’un élément p’ est premier
faible, s’il est copremier faible dans le treillis dual, et on désignera par
P = {V A:Ac€E dJF;\} la classe correspondante.

Dans le cas particulier d’un treillis T monoséparé, une conséquence
immeédiate de cette définition est la suivante : si q est copremier dans T, alors
a(q) est premier faible ; de méme, si p est premier, p(p) est copremier faible,
soit :

aQCP ; BPCQ
En effet, soit, par exemple, p premier dans T. Alors CMP est un filtroide
parfait. On adonc B(p) = A CMp €Q’, d’apres la définition ci—dessus.
Posons maintenant deux lemmes :

LEMME 10-3. Soit f une application croissante d’un treillis T a4 V continu
dans un treillis COF quelconque T'. Alors f admet une plus petite majorante
croissante scs, notée f et vérifiant :

) = A {f 5):y € fs(x)]

On dira que f' est la régularisée scs de x.
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Vérification immédiate, & partir de I’équivalence :
v 0
yET(x)e*x €M

et du théoréme 4-3.

Pour tout treillis T distributifa v continu, nous désignerons par H' la

régularisée scs de I'application H (notée ﬁ dans le théoréeme 8-10), soit :

H'(x) = n{H<y), ye lv“s(x)}

LEMME 10-4. Dans un treillis T distributifa Vv continu, et pour x,z€T, les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

. A

) ye (s CMZ

ii) z € H'(y)

iii) Il existe un copremier faible q' tel que z<q' <y.

En effet, i) signifie que, pour tout x€T, y & MX entraine x Ec § CMZ,
c’est—a—dire z€H(x). D’ou I’équivalence de i) et ii).
lkT oter que la relation i) se met aussi sous la forme: x€ I\Ls(y) entraine
xEc S CMz c’est—a—dire
\' Ja}
I's(y)C c S CMZ
Comme le treillis T est distributif, il découle du théoréme de séparation

8—7 que ceci entraine (et équivaut a) I'existence d'un filtroide parfait F
séparant ce filtroide et cet antifiltroide disjoint, soit :

I'sy)c Fc (8§ (M,

Comme F = Mp€®,, f‘s(x) C F équivauta y€F = M ,f. Désignons par
q' I’élément copremier faible q'= AF. Il vient ainsi y=q'= AF€Q'. D’autre
part, F Cc S CMz équivauta S CMz C CF, donc aussi a CMZC CF — puisque
le complémentaire de F est un antifiltroide — donca FC M, et finalement
a z< AF = q'. Donc ii) équivaut a iii).

COROLLAIRE. Pour tout y,z dans T, ona

H'(y) = MO NM . (S (M, = Mg .
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CRITERE 10-5. Pour un élément x d’un treillis T distributifa Vv continu, les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) x est copremier faible
b) x€ C§ CMZ, ou, ce quirevient au méme, My = c S ch

c) x€H(E
d) Pourtout yE I s(x) ona x € H(y).

L’équivalence des trois premiéres conditions découle immédiatement du
lemme 10—4 appliqué aux éléments y=x et z=x. La quatriéme condition n’est
rien de plus que I’écriture explicite de la troisieme, compte tenu de la définition
de la régularisée scs H' de ’application H.

” COROLLAIRE 1. L’élément minimum de T, noté 0, est copremier faible si et
seulement si ce n’est pas un point isolé dans T.

Eneffet, 0€ Q' équivauta 0€ (S (M, Or (Mo = 0 et $(0)={0}, d'on
Cé CMO = My. Ainsi 0€Q’ siet seulement si 0 appartient a I’adhérence Mo
de ses majorants stricts, i.e. s’il n’est pas un point isolé.

Exemple. — Dans le cas du treillis F(E) des fermés d’un espace E localement
compact, ’ensemble vide @ (élément 0) est copremier faible si et seulement
si il existe dans E des familles filtrées sans point d’adhérence, i.e. si E n’est
pas compact.

COROLLAIRE 2. L’élément maximum de T, noté w, est copremier faible si et
seulement si il est copremier, i.e.

oEQeneQ

En effet, on a toujours H'(w) = H(w), de sorte que w € H'(w) équivaut
a4 o € H(w). la condition c¢) du critére entraine donc le corollaire 2.

| COROLLAIRE 3. La classe Q' des copremiers faibles est fermée dans T.

La condition d) du critére se met, en effet, sous la forme :

(e) Q' = N He UM

z&T

N.B. — En partant de b), on obtient de la méme facon :

(") Q=N ¢MuU(sCm,)

z€ET
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Je laisse a la virtuosité du lecteur le soin de démontrer les assez curieuses
formules suivantes. D’abord :

® Q=N HulM = N OM Ul S (M)

z&€T zET

Puis, en se limitant au domaine z€ Q' (aulieude z€T) :

@ N CMIyH@) = {y: § (M, = § (M}
q€EQ’

(h) N OMqUO8 (Mg = {x: Hx) = H'()}
qEQ’

La premiére intersection représente donc la classe des éléments y pour
lesquels I'ouvert c My vérifie la condition de I'antifiltroide ouvert. La seconde
représente I’ensemble des points de continuité de I’application H.

THEOREME 10-4. (THEOREME DES COPREMIERS FAIBLES). Dans un treillis T, distri—
butifeta Vv continu, laclasse Q' des copremiers faibles est I’adhérence dans
T delaclasse Q des copremiers, soit :

Q=Q

Soit, en effet, ' €Q’ un copremier faible dans T. Ona q' €H'q’, d’aprés
le critere 10—5. Comme H’ est la régularisée scs de H, cela signifie que, pour
tout z €T,

(A) q € ISIZ entraine q' € H(z) = MQANM

Soit alors G un voisinage ouvert de q', que I’on peut prendre de la forme
G=w (M

pour un yET et une partie finie I de T (cela découle du fait que T esta Vv
continu) et on peut méme trouver de plus z€T avec:

g EM*C M?2C WY

etonadoncencore q' € Mz N CMI. Mais d’apres larelation (A), on peut trouver
un élément qo € Q N M? et majorant q’, q' <qg. Comme qo € M?, on a aussi
qOEI{)/IY. Deméme qp=q' et q' € CMI donnent qp € CMI. Donc qg appartient
au voisinage ouvert G de q'. Comme qo appartient & 'adhérence Q N M?,
cela entraine :

QNM*NG=0
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A fortiori, onaura Q NG =0, et cela pour tout voisinage ouvert G de q'.
Donc q'€Q, et Q'C Q.

D’autre part, on a manifestement QCQ’, et Q' est fermé, d’aprés le
corollaire du critére 10—5. On a donc bien Q'=0Q.

N.B. — Ce théoreme explique bien I’équivalence des conditions h) et i) du
théoréme 10-2.

Quelques classes de treillis

Dans ce qui va suivre jouera un certain réle une fermeture, notée ¢, définie par
®(z) = A Q' M M) (zeT)
¢(z) est donc I'Inf des copremiers faibles majorant 1’élément z. D’aprés

le corollaire du lemme 10-4, on a aussi
(\) o2 = A(S (M,

Voici une autre propriété de la fermeture @, qui nous sera utile dans un
instant.

On note que y < o(z), soit C§ CMZ C My, ou encore CMyC§ CMz

équivaut a :
§ (M, c 8§ (M,

puisque § est une fermeture. Mais cette inclusion équivaut elle—méme a
I’implication
z€H(x) = yeH®E)

On en déduit la relation :

(W) M°®® = MN{Hx) :z€Hx)}

Il résulte de cette relation que z€H(x) équivaut a ¢(z) EH(x), et, en
inversant, que x € § CMZ équivauta x € § CM ¢ (z)- Onadonc, pourtout z€T,
I’égalité

(v) S (Mo = § OM,
Nous allons maintenant nous intéresser au domaine d’invariance B, de

cette fermeture @, c’est—a—dire a la classe stable pour A engendrée par la
classe Q' des copremiers faibles. Elle contient donc Q’, et aussi le point w.
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Pour cette raison, il sera parfois utile de compléter la classe Q' en lui adjoignant
le point , si elle ne le contient pas déja. On posera donc

Qu=0Q U {w}
De la méme maniére, ’espace image de T par I’application H ou sa
régularisée scs H' admet dans ¥, un méme plus grand élément, qui est

H(w) = H'(w). Pour cette raison, nous introduirons un quasi—sous—treillis de
F, noté FY et défini par:

Fi = MF: MFe F,, MF C H(w)

D’apres le corollaire 2 du critére 10—5, on aura a la fois Q'y, = Q' et
FH = F, sietseulementsi w est copremier.

Au lieu de dire : Q' est stable pour I'Inf non vide, i.e. pour toute partie
ACQ' etnonvide,ona AA€EQ, il sera clairement équivalent de dire: Q’,,
est stable pour A. Cela équivauta B, = Q'y, donca: pourtout z€T, ¢(z)
est copremier faible ou égal a w.

De méme, il sera équivalent (mais plus agréable) dedire : H' érode T dans
letreillis i, ou : pour toute partie A nonvidede T, ona H'(AA) = AH'(A).

Le critére suivant illustre cette remarque :
CRITERE 10—6. Pour un treillis T distributifa Vv continu, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
a) Qw=Q'U{w} eststable pour A (ou, ce quirevient au méme,
pour tout z€T, @(z) est copremier faible ou égal a ).
b) La régularisée scs H' de H est une érosion de T dans le treillis FH .

Comme la condition relative au plus grand élément (H'(w) = H(w)) est
toujours réalisée, et que H' est scs par définition, H' érodera T dans FY si
et seulement si, pour x,y€T, ona

H'x N H(@y) =HExAY)
Or cette relation équivaut elle—méme a ’équivalence :
— ———
x,y€ (5 0M, = xnye (s Om,

qui est satisfaite, pour x, y, z quelconques dans T, si et seulement si pour tout

z€T: -
— ou bien C§ cMz= ]
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— ou bien C§ CMz est un filtroide.

Dans le premier cas, on a @(z) = (w). Dans le second, s’agissant d'un
filtroide fermé, on a nécessairement :

0 § CMz = Mg (z)
puisque @(z) est, par définition, 1'Inf de ce filtroide. Mais cela équivaut a
@(z) € C§ CMZ, donc a @(z) €Q’ (critére 10—5, condition b)).
On a ainsi montré que la condition b) entraine la condition a). Inverse—

ment, supposons Q' stable pour A, etsoit z€T.

e Si p(z)#w, ona ¢(z)€Q’, donc (d’apres le critére 10-5) :

cg cMz = M'P(Z)
et C§ CMZ est un filtroide.

o Si p(z)=w, c § CMZ estvideouégala {®w} = M,,. mais, dans ce dernier
cas, (}§ CMZ est encore un filtroide. Donc, dans tous les cas, () § CMz est vide

ou est un filtroide. D’apreés ce qui précéde, cela achéve la démonstration.

Le corollaire suivant, établi en cours de démonstration, présente ces
mémes conditions sous forme plus analytique.

COROLLAIRE. Avec les mémes notations, les conditions du théoréme équivalent
aussi a la condition suivante :

c¢) Pour tout z€T, c § CMZ est vide ou est un filtroide.

Exemple : Treillis F(E) des fermés d’un espace E localement compact.

On désignerapar F'=F\ @ la classe des fermés non vides de E. Ce n’est
pas un filtroide. On note bien que, si E n’est pas compact, alors F' n’est pas
fermé dans &, et son adhérence est F lui—méme. Par contre, si E est compact,
et non pas seulement localement compact, &' est un sous—espace fermé de F.

On trouve facilement les expressions de C §c NMop et de son adhérence dans
¥, pour un FEYF, en distinguant les 3 cas de figures habituels: F = 0, F est
un atome {x} ou Card F=2:
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F 0s (Ut 0s Ctt

F si E n'est pas compact

0 F ¥’ si E est compact
atome {x} Moy Moy
Card F = 2 ] 0

Les valeurs correspondantes de la fermeture ¢ sont, respectivement ,
{x} et E: cette fermeture sélectionne les atomes. Mais, F' n’étant pas un
filtroide, les conditions du théoréme précédent ne sont vérifiées par le treillis
(E) que dans le cas oi1 I'espace E, localement compact, n’est pas compact.

Elles sont en défaut dans le cas d’un espace compact.

Cette circonstance inattendue est liée au comportement différent que
présente I’application H selon que I’élément minimum 0 est, ou non, un point
isolé dans le treillis T : si 0 est un point isolé, H est scs en x = 0. En effet,
{0} = MO est ouvert, par définition d'un point isolé, soit 0EMO et donc
0ETI's(0). On a par suite H'(0) = H(0) = 0.

Au contraire, si 0 n’est pas isolé dans T, 0EM* entraine 0 <x
strictement, et donc 0 EH(x), d’ou résulte cette fois H'(0) = {0}, avec toujours
H(0) = 0. En résumé :

0 si 0 estisolédans T

H'(0) = ;  H(0) = 0 dans tous les cas
{0} si 0 n’est pas isolé

Le difficulté provient de ce que la fermeture ¢ peut trés bien vérifier
¢(0) = 0 méme dans le cas ol 0 est isolé et n’est donc pas copremier faible.
C’est justement ce qui se produit pour le treillis F(E) lorsque E est compact.

Si au lieu du treillis F(E) des fermés d’un espace localement compact E
nous considérons le treillis des fonctions ses sur ce méme espace E, la difficulté
mentionnée ci—dessus disparait. Dans ce treillis, en effet, 1’élément 0
(c’est—a—dire la fonction constante, égale & — « en tout xEE) n’est jamais
un point isolé, méme sil’espace E est compact. Donc, le treillis des fonctions
scs vérifie toujours les conditions du théoréme.

Comme la difficulté, dans le cas des treillis des fermés d’un espace E
compact, provient du fait que ’élément minimum 0, isolé dans T, n’est pas
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copremier faible, nous allons procéder 4 une opération artificielle, mais simple,
qui fera de 0 un élément copremier dans un nouveau treillis T2 contenant T
comme quasi—sous—treillis.

Prolongement vers le bas d’un treillis T

Soit T notre treillis initial, distributif et & vV continu, et T; un treillis
totalement ordonné de type continu (par exemple, isomorphe au treillis R),
donc, luiaussi, distributifeta v continu, et méme monoséparé. Nous affectons
de I'indice 1 les éléments se rapportant au treillis T; (0; est son élément
minimum, M7} les minorants dans T; de x€T;, de méme Q;, Q'1, Hy, H'y
etc.). Nous posons Te =T1UT, et x<y dans Ty si:

xeTy et y€T, soit symboliquement T;<T

x,yET; et x<y dans T;

x,yET et x<y dans T

Il est immédiat que T9 est encore un treillis. Mais1’élément 0 €T devient
copremier dans Ts. Il est méme copremier fort, le premier fort qui lui est associé
dans T2 coincidant avec I’élément maximum w; de T;. Ces deux éléments,
0 et w;, appartiennent d’ailleurs aussi a ’échelle du treillis To.

Comme T est totalement ordonné, tous ses éléments, sauf 01, sont co—
premiers. Comme il est de type continu, 0; n’est pasisolé dans T, et appartient
donca Q';. On adoncsimplement Q';= Ty, et, dansle treillis Ty :

Q,=T, J{0} UQ
On aura donc 0€Q’'g, méme si 0 n’est pas copremier faible dans T;

Il est alors évident que la condition a) du critére 10—6 sera vérifiée par
le treillis Ty si et seulement si ’ensemble

Q =Q U0 Ulw
est stable pour A dans le treillis T. Cette condition équivaut a
By CQ ' U{0} U{w}. Comme onatoujours Q' CB,, cela signifie soit By, =Q’,
soit,sid’aventure 0 €B,,B, = Q' = Q' U {w}. Dans tousles cas, cela équivaut
a dire que, pour tout z€T, @(z) est copremier faible, égala 0 ou égal & w.

L’application Hg, sur le treillis Tg, vérifie :
Hy0) = T, U{0} UHX) = T, U Hy(x) pour x€T
Hy(x) = M} pour x€T;, x=0;
Hy(x) = 0 si x = 0y (élément identifié a 0;)
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et sa régularisée scs, H',, de son cdté, est donnée par :
H,(x) = T, UH'(®) U {0}, x€T
H',(x) = H;(x) U{0,} = M}, x€Ty

puisque 0; n’est pas isolé dans T;. Il est alors immédiat que la condition b)
du critére 10—6 est satisfaite si et seulement sil’application H', = H' | {0} est
une érosion de T dans Fi.

Nous obtenons ainsi un nouveau critére :

CRITERE 10-7. Pour un treillis T distributifa v continu, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
a) Q'= Q U{0} U{w} eststable pour A, ou, ce qui revient au méme,
pour tout z€T, @(z) est copremier faible, nul, ou égal & w.

b) L’application H'y = H' U {0} est une érosion de T dans le treillis FH

Cette fois, ces conditions sont vérifiées par le treillis F(E) des fermésd’un
espace localement compact, méme si ’espace E est, de plus, compact.

THEOREME 10-5. Pour un treillis T, distributif et & VvV continu, les trois
conditions suivantes sont équivalentes, et entrainent la condition de
I’antifiltroide ouvert :

a) L’application H, = H | {0} est une érosion de T dans F!

b) Q=0 U {0,w} est fermé et stable pour A dans T

c) Pourtout z€T, ¢(z) est nul, égal &3 ® ou copremier.

1/ Montrons d’abord que chacune de ces trois conditions entraine la
propriété de ’antifiltroide ouvert.

e Pour la condition a), on note que si Hy est une érosion, c’est aussi une
application scs, puisque T est muni de sa topologie scs maximale (théoréme
4-3). Or, on a déja vu que cela équivaut a dire que I’application H elle—méme
est scs en tout x= 0 dans T Le critére 10—2 permet donc de conclure.

e Si b) estvrai, ’ensemble Q = Qo U {w} est fermé. Si wEQ, ona
Q= Q, et Qo estfermé. Si w¢#Q, onaaussi ®&Q (corollaire 2 du critére
10-5, et théoréme 10—4). Sans nuire a la généralité, on peut supposer w=0,
le théoréme devenant trivialement vrai pour un treillis réduit & un point unique.
Alors w n’appartient pas, non plus, au fermé Q U {0} = Q,. Or, I'espace T
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étant compact, ce fermé (donc compact) Q, admet alors un voisinage compact
ne contenant pas w. Déslors,siQ = Qo U {w} estfermé, Qo est nécessairement
fermé lui aussi. Le théoréeme 10—2 montre alors que la condition de I’anti—
filtroide ouvert est bien vérifiée.

e Enfin, pour ce qui concerne la condition c¢), partons de la relation (v)
établie ci—dessus :

(v) § CMZ = § CM(D(Z) (zeT)

Soit alors z#0 dans T. Comme @(z) majore z, on a aussi @(z)=0.
D’aprés la condition c¢), @(z) est donc copremier ou égal & w.

Si @(z) est copremier, la relation (v) devient:
A
S cMz = chp(z)

et montre que 'antifiltroide S CMZ est ouvert. Si ¢(z)=w, etsideplus w n’est
pas copremier, la relation

§ (M, = S(M®)
A
montrequel’ona S c My, = M® = T, donc est encore un ensemble ouvert. Car,
d’apreslecritére 8/\— 10, M®n’est pasun antifiltroide, et I'inclusion S(M®) D M®
est stricte, d’'ou S(M?) = M®,
Ainsi, pour z =0, dans tous les cas, § CMz est ouvert dans T, et la
derniére condition du critere 10—2 permet de conclure.

2/ 11 suffit donc de démontrer que les trois conditions de I’énoncé sont
équivalentes dans le cas d’un treillis T vérifiant, de plus, la condition de
Pantifiltroide ouvert.

D’apres le théoreme 10—-2, Qg est alors fermé dans T. Cela implique que
Q' = Q estégala Q oua Qo, selonque 0 est, ou non, un point isolé. Mais,
dans tous les cas, ona Q' = Q, et cet ensemble est fermé dans T. De méme,
d’apres le critere 10—2, H est scs en tout x =0. La régularisée scs H' est donc
égalea H, si 0 estisolédans T (i.e. H'(0) = H(0) = ) oua Hp si 0 n’est
pas isolé. Mais, dans tous les cas, ona H'g = Hy. En résumé, nous avons :

Hy=H,; Q=Q (etcetensemble est fermé).

Supposons alors que H, = H', soit une érosionde T dans F. D’apres
le critére 10—7, il s’ensuit que Q' = Q est stable pour A. Cet ensemble étant,
de plus, fermé, on voit que la condition a) implique la condition b).

Si la condition b) est remplie, Q' = Q est alors stable pour A, et cet
ensemble contient doncle domaine d’invariance B, delafermeture ¢ (puisque
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ce domaine est la plus petite classe stable pour A et contenant Q’). Mais
Pinclusion B, CQ équivaut 4 la condition c). Ainsi, b) entraine c).

Supposons enfin que la condition c) soit satisfaite. On a donc B, CQ=Q'.
On adoncsoit By = Q', soit By, = Q' U{w}. Or B, eststable pour A, ainsi
que {0} UB, (si 0¢B,). Dans les deux cas, donc, Q' est stable pour A. Le
critere 10—7 montre alors que H'(g est une érosion de T dans ?]:5\* Comme
Hg est égala H'(, la condition a) est donc satisfaite, ce qui achéve la démons-
tration.

N.B. — Le treillis F(E) des fermés d’un espace topologique E compact ou
localement compact vérifie toujours les conditions de ce théoréme, puisque les
éléments copremiers sont les atomes de F(E). Il en est de méme pour le treillis
de fonctions scs définies sur I’espace E. Ces deux treillis vérifient méme une
condition beaucoup plus forte que la condition b) du théoréme, a savoir : tous
les minorants d’un élément copremier sont nuls, ou copremiers, ou encore : Qg
est permis pour A, soit:

QO = MQO

CoroLLAIRE. Dans le cas particulier d’un treillis T monoséparé, la condition b)
du théoréme est équivalente a la condition suivante, d’apparence plus faible :

b’) Q est stable pour A

En effet, laclasse Qq, et donc aussila classe Q est toujours stable pour ?
(corollaire du théoréme 8~12). Si Q eststable pour A, cet ensemble appartient
a la version duale de la classe C dulemme 4-2. Si T est monoséparé, donc
a A continu, le théoréeme 4—2 montre que Q est alors nécessairement fermé
dans T, de sorte que la condition b’) implique la condition b) du théoréme.
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Annexe A
Les treillis des fermés de type A

Le but de cette annexe est de fournir un exemple de treillis non coprimaire, et
pourtant complétement distributif, et méme complémenté (mais non
totalement distributif).

Posons d’abord un lemme.

LEMME A. S’il existe une application C injective, ou surjective, d’un treillis
T dans lui—méme vérifiant la relation

(i) ysCx)eyAx=0

alors C est un complément sur T, et T est complétement distributif et
complémenté.

La relation (i) entraine I’équivalence
y = C(x) « x =< C(y)

qui exprime que C est une dilatation de T dans le treillis dual T*, I’érosion
associée étant C elle—méme, considérée cette fois comme une application de
T* dans T On a donc, pour toute famille x; dans T :

(i1) C(Vv x) = AC(xp)

et de plus I'application
¢ =CoC

est une fermeture sur T. Si C est surjective, le domaine d’invariance de la
fermeture @, toujours égal a I’espace image C(T), est doncégala T entier,
et ¢ seréduit al'identité. Si C est injective, la fermeture ¢ ’est également,
et se réduit al’identité (puisque ¢ (x) = @ @ (x) entraine alors x = ¢ (x)). Donc,
dans les deux cas, la fermeture ¢ = CC est l’gpplication identique.

Pour un xET donné, considérons I’application ay de T dans lui—méme
définie en posant pour tout y€T :

ax(y) =x Ay

Comme CC=1 (application identique), ox(y)<z équivaut a
x Ay =CC(z), donc, d’apres (i), a:
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xAyAC(z) =0

soit, toujours d’apres (i), a:
y=Cx AC(z))

Ainsi, I'application oy est une dilatation, d’ou la relation :
XA(Vy) = VX Ay

qui exprime que I'Inf distribue complétement le Sup. L’érosion by associée est
définie par
bx(z) = C(x A C(z))

Utilisant alors les relations CC=I et (ii), il vient :

C(x AC(z)) = C(CC(x)AC(2))
=CC(Cx)Vvz) =Cx) Vz

Soit by(z) = C(x) Vz. Remplagant x par C(x), et compte tenude CC=I,
on obtient ainsi I’équivalence

ys=sxVzeyACx) sz
L’application z — x Vz est donc une érosion, et on a:
XV(AZI)'_—' /\(XVZI)

Le Sup distribue donc complétement I'Inf, et le treillis T est ainsi
complétement distributif.

Partant de la relation (ii), il vient :
C(A x;)) = C (A CC(xy) = CC (Vv C(xp)) = V C(x;)
On a donc
(iii) C(Ax) = Vv Cxy)

Les relations (ii), (iii) et CC =1 montrent ainsi que C est une
anamorphose (isomorphisme pour la structure de treillis) du treillis T sur son
dual T

Enfin, larelation x = CC(x) (donc <) entraine, d’aprés (i) :
(iv) xACx)=0

Dans 'isomorphisme C de T sur T, le plus petit élément 0 devient le
plus grand élément w, soit C(0) = w. Comme, d’autre part, la relation (ii)
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donne C(x A C(x)) = C(x) V CC(x) = C(x) V X, en appliquant C aux deux
membres de (iv), il vient :
v) » xVCE) = w
Les relations (iv) et (v) montrent que C est bien une complémentation,
d’ailleurs nécessairement unique (& cause de la distributivité).

CoROLLAIRE. Un treillis complet simplement distributif et complémenté est
complétement distributif.

Soit T unteltreillis. Notons C(x) le complément (nécessairement unique)
de xE€T. Les relations x AC(x) =0 et x VC(x) = w expriment, aussi bien,
que x est le complément de C(x), soit CC(x) = x, et CC = I: I’application C
est bijective.

Il reste 4 montrer que la relation (i) du théoréme est satisfaite. Or
y < C(x) entraine x Ay = 0, puisque I'on a déja x AC(x) = 0. Inversement,
soit y ET tel que x Ay = 0 :ilreste 2 montrer que cela entraine y < C(x). Pour
cela, posons

z=yV CXx)

Par distributivité, ontrouve x Az=xxAyYVEEACX)=0V 0 =0.

Mais z = C(x) implique xVz = w. Donc z est 'unique complément de
x, soit z = C(x). D’apres la définiton de z, cela entraine y < C(x), et achéve
la démonstration.

(]
Exemple : Le treillis des fermés du type A

Soit E un espace muni d’une topologie quelconque (non nécessairement
séparée), Flaclasse desfermésde E, G celle de ses ouverts. Ce sont des treillis
complets, mais non complémentés. Mais la restrictiona F de la complémen—
tation c de P(E) est une anamorphose de F sur le treillis dual de G, et
réciproquement.

_ (]
Désignons alors par @ C ¥ la classe des fermés A telsque A = A, et par
B CG celle des ouverts B tels que B = B. On a aussi :

_ 0
a={G Geg ; §B={F, FE?F]
Pour toute famille A; dans @, on trouve :

UA; = U‘gi = Ufg]
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En tant qu’adhérence d’un ouvert, cet ensemble est encore dans d, qui
est donc une classe stable pour Vv dans &. Par suite, @ est un treillis complet
pour l'ordre induit (mais non un sous—treillisde ¥), leSupet!’Infdans @ étant
donnés par :

_ 0
VA = UASAA = NA

De méme, B est complétement réticulé pour 'ordre induit par G, le Sup
et 'Infde B étant donnés par :

0 0
VB;=UB; ; AB;=NB

Montrons que @ vérifie les conditions du théoréme (il en sera de méme
pour B, puisque c est manifestement une anamorphose du treillis @ surle
dual du treillis B).

Soient alors A, A’ dans @. On a, au sens du treillis & :

0 0
ANA =ANA

0 0 0 0
et par suite AANA' = 0 équivauta AN A’ =U(D dans P(E), donca AC (A"
Comme C.X' est fermé, cela équivautencorea A CCK’. Comme, par définition,
A = A, on a ainsi I’équivalence

AnA' =0 =AcfAEea
Si donc nous posons
[ —
c@a) = (A = AC
cette application du treillis @ dans lui—méme vérifie la condition (i) du
théoréme.

0
De plus, ona CC(A) = cc K = A = A, de sorte que cette application C
est bijective.

Ainsi, le treillis 4 est complétement distributif et complémenté, pour le
complément C(A) = AC.

N.B. — Il est possible, mais assez ingrat, de vérifier directement ces propriétés,

voir [12].

Que le treillis des fermés de type X ne soit coprimaire que dans le cas ol
la topologiede E est la topologie discréte résulte du théoréme suivant que nous
allons maintenant établir. Ce théoréme exprime que tout treillis coprimaire et
complémenté est identifiable 4 un treillis du type PE).
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THEOREME A. Pour un treillis T, les trois énoncés suivants sont équivalents :

a) T est coprimaire et complémenté

b) T estatomique et fortement coprimaire
¢) T estisomorphe a un treillis P(E)

d) T estisomorphe au treillis P(Q).

Supposons T coprimaire et complémenté, et soit C(x) le complément de
chaque xET (nécessairement unique, puisque T est distributif, d’apres le
théoreme 8—11). Soit q€Q copremierdans T et x€ MY un minorant strict
de q. Comme xVC(x) = w, il vient, compte tenu de la distributivité de T et
de x<q:

q=xVCx)Ag=(xAqQV(CKxAQ=xV(Cx)AQq)

Mais M9 est un antifiltroide (critéere 8—10). Comme xEI\./Iq, Pégalité
ci—dessus entraine donc C(x) Aq =q, soit C(x)=q. Mais, C(x) étant le
complément de x, cette inégalité entraine x Aq = 0. Or x Aq est égala x (car
x < q). Onadonc x = 0, c’est—a—dire M9 = {0,q} : les éléments copremiers
sont des atomes, et le treillis coprimaire T est atomique.

Maintenant, T étant coprimaire, pour tout y €T, larelation y vC(y) = o
donne Q YMYVW = QMY U MD)) = Q, et de méme y AC(y) = 0 donne
QN M N MY = ¢ Onadonc '

QN MW = q N (M

Dés lors, z=<C(y), i.e. M2CMC®) gquivaut 3 Q NMz2CQN CMy, soit
encore a
M2C(Mg A v

On a donc, en fait, ’égalité MCY) = CMQ N My Prenons, comme élément

¥y, un copremier q €Q. On vient de voir que q est un atome, donc Q YM? = {q}.
I1 vient donc :
MC@ = (M,

Cela entraine C(q) = VCMq = a(q), et M*@ = ch: I’élément q est
copremier fort, et T est fortement coprimaire. Donc, la condition a) entraine
la condition b).
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Supposons maintenant que la condition b) soit remplie. D’aprés le
théoréme 9—6, le treillis T est monoséparé, et la dilatation T vérifie :

I'x) = M&MN M

ou Qr représente la classe des copremiers forts. Mais, le treillis T étant
atomique, onaaussi x = V(Q, N M¥), o Qy est la classe des atomes de T
D’apres les propriétés de la dilatation I', cela implqiue :

I'(x) € MENM = (Q, N M* U {0}

On en déduit aussitét Q (| M* C Q, () M*: les copremiers forts sont
tous des atomes. Inversement, si aEQ, est un atome, cet élément n’a pas
d’autres minorants non nuls que lui-méme, et ona donc a€Q; puisque le
treillis est fortement coprimaire. Ainsi Q, = Qr.

Ainsi, atout x €T est associée la partie B = Q¢ M* de Qy. Inversement,
pour toute partie BCQf=Q,, ona MB = {0} UB et MB N Qs = B. Or, par
définition, ona QM5B = QrMVE. VB est donc I'unique élément x €T
telquel’onait B = Qr M MX, et ’application B — v B est une bijection de P(Qy)
sur T. Comme, de plus, BCB’ dans P(Qp) équivaut alorsa VB< vB’ dans

T, il s’agit méme d’un isomorphisme de ces deux treillis. Donc, la condition
b) entraine la condition c¢) avec E = Qg

Enfin, tout treillis P(E) étant coprimaire et complémenté, la condition
¢) entraine trivialement la condition a).

Ainsi lestrois premiéres conditions sont équivalentes. On a vu que la
premiére entraine Q = Qg, et la seconde Qf = Q,. Soit donc :

Q=Qr=Q,

et on a vu aussi que b) entraine I'isomorphisme de T et de P(Qs). Donc ces
trois conditions entrainent la quatriéme, et la réciproque (d) entraine c)) est
triviale.



181

Annexe B
Les treillis F(E) sont—ils toujours a V continu ?

Il s’agit ici de trouver un exemple de treillis coprimaire qui ne soit pas COF a

V continu. Le résultat essentiel est fourni par le théoréme suivant (on rappelle
que, dans un espace topologique E séparé, les atomes {x}, x EE sont fermés
dans E).

ThioREME B. Soit F(E) le treillis des fermés d’un espace topologique séparé
E. Alors le treillis F(E) est COF & Vv continu si et seulement si ’espace
topologique E est localement compact.

On sait déja que la condition est suffisante. Il reste & montrer qu’elle est
nécessaire. Supposons donc le treillis F(E) COF a Vv continu. Dans ce treillis,
donc, pour toute famille F; filtrée par unebase de filtre 9B, lalimite topologique
supérieure coincide avec la limite monotone supérieure (théoréme 5—2), soit :

mF; = N UF
BE®B i€B
ou le symbole TJF; représente I’adhérence, dans I’espace topologique E, de
la réunion ensembliste (JF;. Comme les atomes sont fermés, puique E est
supposé séparé, on peut appliquer cela a une famille d’atomes, soit F; = {x;}.
Posant x(B) = {x;, i€B}, il vient donc, au sens du treillis  :
lim{x} = M x(B)
BEB

I’expression qui apparait au second membre représente aussi la classe des
valeurs d’adhérence, pour la topologie de E, de la famille filtrée x; dans E.
Nous la noterons Adh(x;). On a ainsi :

Tim[x;] = Adh(x;)

Nous désignerons par E’ le sous—ensemble de & constitué des atomes
{x}, x€E, de sorte que l'application x —{x} de E dans E’' est,
manisfestement, bijective. Nous allons montrer que cette application est
bicontinue, d’'une part, et, d’autre part, que E’ est un sous—espace de F
localement compact pour la topologie induite. Le théoréeme en résultera.

Soit alors x; une famille filtrée dans E, convergeant dans E vers une
limite x€E. L’espace E étant séparé, cette limite est 'unique valeur
d’adhérence de la famille x;. D’aprés la relation (i), nous avons donc dans & :

lim {x;} = {x}
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Les seules valeurs d’adhérence possibles dans &F sont ainsi @ et {x}. Or
0 ne peut pas étre une valeur d’adhérence de la famille {x;} dans <. Sinon,
en effet, pour un filtre B’ plus fin que B, on aurait la convergence Xg:t = 0
dans ¥. mais on aurait toujours, dans E cette fois, Xg —> X €t Adh(xg, = {x}.
Or cela contredirait la relation (i). Donc, la famille {x;} n’a, dans &, aucune
autre valeur d’adhérence que {x}. Comme & est compact, cela entraine
{x;} —{x} dans & : l’application x —{x} de E dans & est continue.

Inversement, supposons maintenant que I’on ait {x;}—>{x} dans ¥, et
donc, d’apres (i), Adh(x;) = {x} dans E. Supposons que x; ne converge pas
vers x dans E. Comme il n’y a pas, dans E, d’autre valeur d’adhérence que
x, cela signifie qu’il existe un filtre B’ plus fin que B tel que la famille
correspondante, Xg, soit sans valeur d’adhérence dans E. D’aprés la relation
(i), cela entraine ’hypothése de départ. Donc x; converge vers x dans E et
’application {x} —x est continue de E’ dans E.

Il reste a montrer que E’ est localement compact pour la topologie induite
par F. Posons:

E' =E {0}

Montrons que E’ est fermée, et donc compacte, dans &. Il faut pour cela
montrer que toute famille filtrée {x;} dans E’ convergeantdans & apour limite
un atome {x} €E’ ou le fermé vide 0.

Supposons donc {x;} — F dans &, avec F = 0. Ona, dans E, Adh(x;) = F.
Comme F n’est pas vide, soit yEF une valeur d’adhérence de x; dans E.
D’apreés la continuité de I’application x — {x}, {y} est donc valeur d’adhérence
pour {x;} dans & : mais celaimplique F = {y}, puisque {x;} converge vers F.

Donc E' est une partie compacte de F, et E’'= E’'\ {0} est donc
localement compact, ce qui achéve la démonstration.

N.B. — Comme le treillis F(E) est atomique et distributif, donc coprimaire, dés
que latopologie de E est séparée, on obtient des exemples de treillis coprimaires
qui ne sont pas COF a Vv continu dés que E n’est plus localement compact. On
peut, par exemple, prendre pour E le sous—espace de I’espace euclidien RN
constitué de points, de coordonnées rationnelles.

Il se pourrait, peut—étre, pour E non localement compact, que F(E) soit
cependant COF pour une autre topologie que la topologie CMI - CMA (pour
cette derniére, on peut montrer que c’est impossible). Cela me parait cependant
peu plausible, et je conjecturerais volontiers qu’il n’en est rien. Mais je n’ai pas
de démonstration.



183

Références

[1] Armstrong M. (ed.) (1989). Geostatistics, Proc. 3rd International Geostatistics
Congress, Avignon, 5—-9 Sept. 1988, Kluwer, Dordrecht, Holland.

[2] Binkhoff G. (1983). Lattice theory, 3rd ed., Ann. Math. Soc. Colloq. Publ., Vol. 25.

[3] Bourbaki N. (1965). Eléments de mathématique, Topologie générale, Hermann,
Paris.

[4] Matheron G. (1988). Dilations on topological spaces. In [7], Chap. 3.
[5] Matheron G. (1988). Filters and lattices. In [7], Chap. 6.
[6] Neveu dJ. (1964). Bases mathématiques du calcul de probabilités, Masson, Paris.

[7] Serra dJ. (ed.) (1988). Image analysis and mathematical morphology, Vol. 2 :
Theoretical Advances, Academic Press, London.

[8] SerradJ. (1988). Mathematical morphology for complete lattices. In [7], Chap. 1.
[9] Matheron G. (1975). Random Sets and Integral Geometry, Wiley, London.

[10] Gierz G., Hofmann K.H., Keimel K., Lawson J.D., Mislove M., Scott D.S. (1980).
A compendium of Continuous Lattices, Springer, Berlin.

[11] Serra J. (1992). Anamorphoses and function lattices. In E.R. Dougherty (ed.),
Mathematical morphology in image processing, Marcel Dekker, N.Y,, Chap. 13.

[12] Heijmans H.J. AM. (1994). Morphological image operators, Academic Press,
London.



