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Ayant constaté une analogie formelle entre la structure
du systeme du Krigeage simple et une formule d'Analyse Factorielle
dite "Formule de transition", nous avons essayé de préciser cette
analogie. L'idée est la suivante : soit {Zi}i=1,n une réalisatior
d'une fonction aléatoire en n points expérimentaux. On suppose
que cette fonction est stationnaire, et qu'on connatt sa covariance
et son variogramme. On définit alors la distance entre deux points
i et i' par : dz(i,i') = E(Zi - Zi,)2. On cherche un espace vec—
toriel tel gu'on puisse y placer les points i en respectant leurs
distances : il faut donc le munir d'une forme gquadratique convena-
ble. On effectue 1'Analyse Factorielle de ce nuage de points. Ia
formule de transition permet de placer un point supplémentaire,
si on connalt ses distances aux n points expérimentaux. On montre
alors que cette formule est la formule du krigeage.



RAPPELS SUR L'ANALYSE DES TABLEAUX DE DISTANCE

Ce rappel est basé sur la note [2] de J.P. BENZECRI,

I I - DEFINITION D'UN TRIPLE ET D'UNE DE SES REALISATIONS

Soit J un ensemble fini, & n éléments, notés j, j' ...
! Soit d une fonction positive ou nulle, sur J x J,
symétrique et nulle sur la diagonale de d x J

V j,Vj' djj' :dj'jZO
VJ dJJ =0

Cette fonction joue le r6le d'un carré de distance.
Soit enfin un systéme by de masses sur J, p la masse

totale, f. = pj/p le systéme des masses relatives

J

JdJ

On appelle triple la donnée (J, 4°°, pJ)

Soit maintenant un ensemble de n points MY d'un espace
affine construit sur un espace vectoriel muni d'une forme quadra-

tique m, munis des masses “j’

On dit que cet ensemble est une réalisation du triple si :

Vi, V' md wd', w9 md'y = ¢33’

2 — EXISTENCE DE REALISATIONS

I1 est facile de construire une réalisation du triple.
Soit en effet R™, muni d'une base fey /i =1, n}

(s i i
et définissons M~ par : OM™ = e

Définissons la forme gquadratique par :
ij
. . d
VJ £ i M(ei, ej) = - T

\]ll M(ei, el) = 0




On a :
. . 4 . . . . -
wet v, oty - meon®, owl'y + mond,onty - 2 meout,out

. s q . . . 85
mud wd', wtowi'y - gid

3 ~ EQUIVALENCE DE TQUTES LES REALISATIONS

Soit E un espace réalisant le triple, et E* son dual.

Définition 1 : Centre de gravité

On appelle centre de gravité du nuage le seul point G
satisfaisant &

06 = 5 f. oM
jea 9

Définition 2 : Forme quadratique d'inertie 7

On définit ¢ par :
w(u,v) =23 f. u(end) v(eud)
j€g d
Ainsi considérée, 1 est une application de E* x E* dans
On peut aussi considérer ¢ comme une application de E* dans E

on définit t(u) comme 1'unique vecteur de B tel gue, pour tout v
v(t(u)) = g(u,v). Alors :

JORSRES w(eud) ud
jeq

Définition 3

Soit R 1'application de E* dans R™ qui, & u € E*, fait

I ¢ RE te1 que : j : ¢9 = u(Gnd),

correspondre ¢
. * RN
Soit EA le sous-espace propre relatif & la valeur propre
A non nulle de mO'r(qui est 1'opérateur & diagonaliser pour trouve
les axes principaux d'inertie).

Il lui correspond le sous—-espace Ri = R(E:) dans R".

l Soient u et v deux éléments de E*




On dit que deux représentations du triple sont équivalentes, si elles
engendrent les mémes spectres et les mémes sous-espaces spectraux
dans R™ (correspondant aux valeurs propres différentes de 0).

Théortme : Toutes les réalisations d'un méme triple sont équivalentes

En effet, u sera direction propre de m 7T si

my t(u) = aluw)

Ce qui s'éerit aussi
x € B mit(u),x) = » ulx)

Comme on ne s'intéresse qu'au support du nuage (crest-a~
dire aux valeurs propres non nulles), il suffit d'écrire cette
équation pour un sysitéme générateur du support du nuage, donc pour

Xy = et Compte tenu de la définition de t(u), 1'équation devient :

Q) Vi 22 £ w(emd) m(emt, GMY) = n u (M) J

Soit, pour l'espace Ri et les fonctions ¢J :

® {RJ = fo? Vi : 72y o man’, end) = & o)

A ce stade, il est clair que spectire et sous-—eSpaces

spectraux dans RT sont déterminés par le systime {fj, j € J} et
it
le systéme {m(cMd, amd') j € J, j' € d}.
I1 suffit donc, pour prouver 1l'équivalence de toutes les

. Cy
réalisations d'un méme triple, de montrer que m(GMJ, GM9d ) ne dépend

que du triple, et non de sa réalisation.

i

or m(end, awd") = m@ £, ¥ wI, Ty wt My
' 1

d

., . g
m(eMd, Gud') =‘i}§ £, £, m(u* M9, mt md'y
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On connait la formule classique des triangles :
2 m (AB, AC) = m(AB, AB) + m(AC, AC) - m(BC, BC)

Soit, pour 4 points A,‘B, C, D

2 m (AB, CD) 2 m(AB, AD) -~ 2 m(AB, AC)

1

2 m (AB, CD) = m (4D, AD) - m(BD, BD) - m (AC, AC) + m (BC, B

Dans le cas présent :

wd, ut md'y - gk _ djj.' ~ akLl | gdt

L'équation 2 ne dépend que du triple, et non de sa

réalisation., Le théordme est démontré.

4 — CALCUL PRATIQUE DES COEEFICIENTS DE 2

Appliquons 1l'algorithme du triangle :
© 2 m(en?, eud') = m(eud, emd) 4 m(amd' @i’y - 39
Il suffit de calculer m(cMd, eud),

Appliquons pour cela le théoreme d'Huyghens, En désignar
par Ia 1'inertie par rapport & un point a quelconque,

[ Tpi = I + m(GMi, GMi)

Or :

Tyi = 2 1, mu® ud, vt wd) =3 £, aid
J

0 . .
Posons 3 d T - Z)fj atd
J

En sommant 4 pour tous i
22y Ty

Donec : 2 1, =2 f, A F =nn ¢, ¢, gld
§ i3

Il

i i
I + 2 £, m(eM yGMT) = 2 I,

Posons : d°° = 3 3 ad oy £5d




On déduit :

1 © 0

m(end, awd) =a"d - Ja

Bt : m(aud, emd') = 5 [a°9 4 a®9" ~ geo - add'y

5 — REPRESENTATION D'UN POINT SUPPLEMENTAIRE

Supposons qu'on connaisse les distances d'un point jsu &
tous les autres points de J, mais qu'on accorde & ce point jsu une
masse nulle : il ne contribue pas & la définition des axes, mais

peut 8tre placé aprés coup, par :

5

XK Ll 2; £ od m(emd, auisY)

Ctest sur cette égquation que nous reviendrons pour mon-
trer qu'elle équivaut & 1l'équation du krigeage simple dans le cas

particulier que nous traiterons.




REPRESENTATION EUCLIDIENNE ET FONCTION ATEATOIRE

1 — FONCTION ATEATOIRE ET DISTANCE

Soit {z_} une fonction aléatoire, et {z_)
x€RN Xx€R

’ rd > . > 0] P4 n
une de ses realisations. Pour fixer les idées, supposons que R

n

M & s

soit l'espace ambiant de dimension 3, et que Z soit la teneur
en un certain minéral, au point x.

On dit que la fonction aléatoire est stationnaire d'ordre

. E(Zx) est indépendant de x

. E(ZX - E(ZX)(Zy - E(Zy)) ne dépend que du vecteur x-y.

On note :
C(h) = E(Z, - B(Z,) (Z,,, - E(3,,,))

la covariance centrée de la fonction aléatoire.

On appelle variogramme de la fonction aléatoire 1la
fonction y définie par :
2
)

1 .
y(h) = ?’h(zx+h - 2y

On remargue que

Supposons connue la réalisation de 1la fonction aléatoire
en n points {Xj}. Soit J 1l'ensemble des points connus.

On peut définir une distance entre deux points connus

Xj et Xj' par

2
d . . = 2 Ly o= X
(XJ’ XJ') Y (XJ' XJ)

|
X
|
I
i
i y(0) = C(o) - C(n)
|
i
|
I
i
e
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Pour rejoindre le probleme du triple, il suffit d'accorder
des poids & nos échantillons connus. Il faut cependant avoir présent
4 1l'esprit le fait suivant : le systdme de poids qu'on accorde aux
échantillons permet de définir les sous-espaces de dimension donnée
les plus "proches" du nuage de points, au sens de l'inertie. Mais,
en ce qui concerne la disposition des points dans l'espace R™ tout
entier, le systéme de poids n'intervient pas, et les figures corres-

pondant & deux systémes de poids différents y sont superposables.

L'ESTIMATION DE LA MOYENNE

Posons, & titre de curiosité, en termes d'analyse de
distance, le probléme de l'estimation lindaire optimale de 1l'espé-

rance E(ZX), 4 partir des {zxj/j = 1,n}.

Parmi tous les centres de gravité possibles de 1l'ensemble
des points J, quel est le point par rapport auqguel 1l'inertie est
. . _ =
3 ; » 'd
VR Y T "5

Supposons que les {z sont représentés par des

. Xj,j=1,n}

points MY d'un espace vectoriel gquelconque, muni d'une métrique
R s ay

telle que m(Md M9 , Md Md') = 2y(x3@-xj).

Un centre de gravité est un point G défini par :

OG =27 A, OM. i A, = 1
| % AJ j» avec 2 AJ

L'inertie par rapport & G est :

_ J ayd
Ip =2 xj m(GM*Y,GMY)

J
D'aprés le paragraphe 1 :
Joemdy = - 5 .
m(GMY,GMY) = 2 %& xj, y(xj, Xj) %f%lki Kj Y(xi Aj)
D'ou :
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I, est minimum sous la contrainte X Ay = 1 si 3

Vi E—Q = p (Formalisme de Lagrange)

Yi §)Xj y(x; - Xj) = p

Z)Ai:1

On retrouve 1'équation du Krigeage (cf. G. MATHERON [1])
de l'espérance de la Fonction aléatoire, & ceci prés que le vario-
gramme remplace la Covariance. Comme y(h) = C(0)~C(h) on peut

aussi écrire

]

Vi Z)kj C(xi-xj) = C(o) - p

-

RV

KRIGEAGE PONCTUEL SIMPLE ET ELEMENTS SUPPLENENTAIRES

a) KRIGEAGE SIMPLE A MOYENNE CONNUE

Ce rappel est basé sur la référence [1] de G. MATHERON,
Soit Z(x) une fonction aléatoire de moyenne connue m.

Alors Y(x) = Z(x)-m est une fonction aléatoire de moyenne
nulle., C'est sur Y qu'on va travailler, étant entendu qu'il est
aisé de remonter & Z. Soit C(h) la covariance de Y.

Supposons connue la réalisation de Y aux point X4

j = 1,n, On notera ij, = C(xj,—xj).

La réalisation est inconnue au point Xy Quel est
. . . » .
le meilleur estimateur linéaire Yx de Yx en fonction des

i i
{YX./j = 1,1’1}.
d

Soit Y. =3y
X . N X .
i i
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‘ . . * e e .
On determine le meilleur YX en minimisant la variance
i
* 0 rd - 7 1 rd
de l'erreur e, = Yx - Y . La fonction aléatoire étant d'espérance
i i
nulle, la variance de ey est :

2y _ * 2 _ Jj j .k
E(ei) = E(Yxi YXi) = C(o) - 2 ? A c:.Lj + ?21_2 AY A cjk.

Cette forme quadratique en hj est minimale si

Yi: 3%7 E(ei) = 0.
J

. . k
Soit Yi: 2 cjk

= C, .
M

En termes matriciels, si on appelle C la matrice de terme
y A le vecteur

général Cgk’ C le vecteur colonne de terme général C. 1

colonne de t@rme général A sy On obtient :

CA:Ci

La variance de l'estimateur optimal est :

E(ei) = Clo) -2 ¢

: ij
j J
I1 est facile de vérifier que le krigeage est un interpola~—
teur exact (1l'estimateur optimal 4'un point connu Yx est Y; = XX
) J J J
. .
(en faisant A9 =1 et 3 £3 ad = 0, on obtient une variance

d'erreur nulle),

Le formalisme du krigeage s'étend & une gamme de problémes
beaucoup plus vaste : d'une part on peut s'affranchir de la station--
narité, d'autre part on peut estimer des combinaisons lindaires
(finies ou non) de points de la fonction aléatoire. Enfin le cokri-
geage permet de résoudre les problZmes d'estimation optimale lorsque
plusieurs fonctions aléatoires sont en jeu. Pour tous ces problénes,
se reporter a G. MATHERON ([1]).
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b) PROJECTION D'ELEMENT SUPPLEMENTATRE ET KRIGEAGE SIMPLE

Soit YX une fonction aléatoire, stationnaire d'ordre deux, -
de moyenne inconnue, et soit {YX} une de ses réalisations, connue

aux points {xj/j = 1,n}. Le triple associé est :

i J : ensemble des points connus

Jd

a : distance sur J x J d99' - 2y(xj_~ Xj')

By : systeme de poids.

On détermine hys de maniére & maximiser l'inertie sous
la contrainte 2jp. = 1 (ef. II : solution équivalente & la déter-

mination optimale de la moyerne par krigeage).

Pour former 1'équation des facteurs, on doit d'abord
former les produits scalaires m(GMJ, GMJ'). On a vu page (6) que :

Cm(amd,emd’y = L [atd 4 et 2 g% - qdiy

Nf— Nf—

m(eud,omd’y =

[
191t * 21 PR i
[,.Jp. add +Z)' “j' gdd “E“j“j' add g !
dJ

m(crd,end ) = B(vd - oy (¥d' - 0%y = Cysn

en appelant ij, la covariance centrée entre YX et Yx .
J 3!
L'équation des facteurs s'écrit :

. j i
Vi Vo §>“j 3 Cji =\ o9,

L'éguation de projection d'un point supplémentaire i_
el

11

s'en démarque immédiatement :

= j B
Dy 0 Og deu =M %
Elle exprime les coordoundes du vecteur GMISY (représenta;

le point Y - m¥*, sur les axes factoriels orthogonaux ea).
isu
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Exprimons, parallelement, 1'équation du krigeage simple

de Y — m¥*, en fonction des Yi - m¥,
isu J

Vectoriellement, elle s'écrit i

M - > v a9

avec C v =0C,

C : matrice des covariances des points connus
v : matrice colonne des pondérateurs optimaux

Ciqy t matrice colonne, avec Cj isy = E(Y:j"m*)(Yisu - m¥%),

Soit D la matrice dont tous les termes extradiogonaux
sont nuls, et dont les termes diagonaux sont les coefficients du
krigeage de m* )

M 0.

L'équation C v = Ciqy €8t équivalente, si aucun des

e ittt

u; n'est nul, & :

Dp C v =Dy Cisu

Posons : K = DpC
Kigu = PeCigy
AlorsYi ¥ j L3y = by Cyy
Vi ki isu = Pi @i isu

Lt'éguation devient ¢+ X v = K.



- 13 -

Dans la base des vecteurs propres de K, K devicni une
o
matrice diagonale K , le iéme terme de la diagonale étant Ai, le
itme terme de v devient la projection du point isu sur le iéme axe ;
K.

isu (matrice colonne des coordonnées d'un vecteur) se transforme

de maniére contravariante :

Comme on a :

I SN e J
GM = },. \[7\_1_ q)l 'ei

i

. .
3 ]
Ki isu = §’¢Xi P5 X5, 1su

L'équation du krigeage, dans ces axes, s'écrit donc :

isu _ J
oy o™ = §> A  9f by €5 jsu

On retrouve donc 1'équation de projection d'un point

supplémentaire en Analyse de tableau de distance.

Cette remargue permet de justifier & posteriori la formule
de projection d'un élément supplémentaire en Analyse de donndes :
c'est la projection optimale au sens de la distance choisie. Nous

allons préciser au paragraphe suivant le sens de cette optimalité,

c) LE SENS DE L'OPTIMUM

Une fagon de voir le krigeage simple est la suivante :
les variables aléatoire ZX appartiennent & un espace de Hilbert.
Kriger le point Za’ c'est le projeter orthogonalement sur le sous

espace engendré par les variables aléatoires {ZX y i=1 ... 1}
i

dont la réalisation est connue. Pour cela, il faut et il sufrlit

gu'il existe la relation suivante entre Za et son estimateur 2a

¥*
¥i <% 0. >=<2 ,% >
[0 4 Xi o4 Xi

La m&me condition est vérifiée en Analyse des Donnédes,

Nous allons montrer que, si 1l'on appelle ey les axes factoriels
AN

engendrant le support du nuage (c'est-a-dire correspondant & desu

valeurs propres non nulles), on a

*

T J 3
o ) oo (@I e )
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On a vu gue, si les points M9 appartiennent & un esprce E,
la forme d'inertie v peut &tre considérée comme une application de
E* dans E définie par :

t(u) =2 fj u(GMj) i
J
A un facteur {@§7 j=1,n}, relatif & la valeur propre Ao

est associé u tel que, pour tout j :

uK(GMJ) = @%, et un vecteur e, tel que :

T(U )
e K 71 f (PK G-VIJ

T \[x

I1 est facile de vérifier que ey est 1'axe factloriel,

de norme 1, associé au projecteur { A 9d, j=1,n}. En effet
K

n(en,2) = == 2 2 o m(end ) = iy o
m(eK, k) = m(e ) eK)
mer0) = 1 m (1) (i)

m(eK,eK) = A K/'xK Uy (T(UK) = 1

Formons m(GMISY, eK)

(@™ e, ) = m(awd™, Lo £ o) cmd)

o) = mE

AS

m(GMJS‘l,eK) = =21, (p!( n(cudS? ayd)
f M
m(GMJSu,eK) = J\k Qgsu par définition de @},p

- N * .
IJSU,SK) = m(G MI®H, eK)

Donc, pour tout ex s c'est-a-dire pour tous vecteurs cngun
drant le support du nuage, 1'égalité de projection orthogonale est

vérifiée.
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La projection d'un individu supplémentaire est
m—orthogonale, et réalise donc le minimum de

m(GMISY — eI, auISH L gudSYy,

I1 faut remarquer que la projection de M9 tant ortho-
gonale sur le support tout entier du nuage, elle 1l'est aussi sur

chacun des axes principaux d'inertie, donc sur tous les sous-espaces

engendrés par ceux-ci : lorsqu'on visualise un nuage de points sur
un plan d¢éfini par deux axes quelconques la projection d'un point
supplénentsire y est anssi optinale,
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